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Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations- 
gruppen. 
Zweiter Theil*). 


Von 


Witneim Kitiine in Braunsberg. 


Der vorliegende Theil meiner Untersuchungen iiber die Zusammen- 
setzung der Transformationsgruppen behandelt die wichtige Frage nach 
der Bildung der einfachen Gruppen, d. h, derjenigen, welche keine 
invarianten Untergruppen besitzen. Nach dieser Richtung hin kommt 
der vorliegende Theil, wie ich glaube, zu einem vollstiindigen Ab- 
schluss, und schon aus diesem Grunde, vor Allem aber bei der hohen 
Bedeutung der einfachen Gruppen fiir die ganze Theorie, glaubte ich 
die folgenden Untersuchungen gesondert verdffentlichen zu diirfen. 
Andererseits habe ich bereits in § 12 ein allgemeineres Problem auf- 
gestellt und dessen Lésung in etwas vorbereitet. Ks wird also die 
nachste Aufgabe sein, in einer folgenden Mittheilung dieses Problem 
in engem Anschluss an die hier gefundenen Resultate vollstiindig zu 
lésen. 

Den Grundgedanken, auf dem die in diesem Theile durchgefiihrten 
Untersuchungen ruhen, habe ich bereits in den Vorbemerkungen zu 
meiner ersten Mittheilung angegeben. Ich méchte aber die vorliegende 
Untersuchung auch denen leicht verstiindlich machen, welche den 
ersten Theil nicht gelesen haben. Daher habe ich die Beweise von 
den friiher gefundenen Resultaten im Ganzen unabhingig gemacht. 
Nur einmal in § 10 benutze ich einen in § 9 bewiesenen Lehrsatz 
und in § 16 verweise ich auf Betrachtungen, welche in § 8 durch- 
gefiihrt sind; hierdurch wird aber das Verstiindniss selbst nicht beein- 
triichtigt. Um dasselbe noch mehr zu erleichtern, mégen einige weitere 
Bemerkungen gestattet sein. 


*) Vergl. den unter gleichem Titel erschienenen Aufsatz in Bd, 31 dieser 
Annalen, p. 252 ff. 
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2 : W. Kiruna. 


Wir bestimmen die Gruppe durch r infinitesimale Transformationen, 
welche symbolisch mit X,f...X,f bezeichnet werden. Bildet man 
nach bekannter Vorschrift (X,X,), so muss sein: 


(X.Xx) = Dd? Coxe Xef, 


und es miissen die Jacobi’schen Relationen bestehen: 


> Seer@(XoX.) + Crre(Xe Xx) + Cong (XpXr)} = 0, 


von denen die vorstehende kurz mit (tx4) bezeichnet werden soll. 
Wenn bei Beschriinkung von c, « auf die ersten m(< r) Marken 


1...m sich die awa) Ausdriicke (X,X,) durch X,f... Xnf 


darstellen lassen, so bestimmen X,f...X,f eine Untergruppe der 
gegebenen r-gliedrigen Gruppe. Diese ist invariant, wenn fiir 
t=1...m, @=1...9r sich auch alle (X,X,) durch Xf... Xnf 
darstellen lassen. Wie diese Begriffe allgemein definirt werden, braucht 
wohl nicht erwahnt zu werden. ; 

Meine Untersuchungen iiber die Zusammensetzung der Gruppen 
gehen von dem Problem aus, die zweigliedrigen Untergruppen zu finden, 
denen eine beliebig gewihlte eingliedrige Untergruppe 2y, X,f an- 
gehért. Sollen die Transformationen dieser Untergruppe nicht mit 
einander vertauschbar sein, so miissen sich r +- 1 Gréssen a, €, .. . 
so bestimmen lassen, dass ist: 


(> mX., a b X,) _ a NebxCrxe X,f = @ de be Xof. 
tx@ 


Um daher alle zweigliedrigen Untergruppen zu finden, denen 
2. X.f angehért, hat man zunichst @ vermittelst der Gleichung 


> nea ie > nee *o% > teers 
> eu > tes —aP «4's > ers 
Dre Daa SH nenr—o f 


= wo — oth, (9) + @-*Y,(y) —- +++ Obp-1(y) = 9 








zu berechnen und alsdann die zu jedem @ gehdrigen Verhiiltnisse 
€&:€:-+-:& im bekannter Weise zu bestimmen. Die Functionen 
¥,(y), ¥2(y) ... Yr—-s(y) sind im Allgemeinen nicht von einander 
unabhingig; die kleinste Zahl derjenigen Functionen, durch welche 
sich alle darstellen lassen, bezeichne ich mit J und nenne diese Zahl 
den Rang der Gruppe. Der vorstehenden Gleichung selbst lege ich 
den Namen: charakteristische Gleichung bei. 
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Zusammensetzung von Transformationsgruppen. II. 3 


Die vorliegende Arbeit geht von den Bedingungen aus, welche 
erfiillt sein miissen, wenn die letzten k Coefficienten dieser Gleichung, 
also w,1()..- Wr—api (y) gleich Null sind, ohne dass w,_,(y) ver- 
schwindet. Durch eine etwas umstiindliche Betrachtung gelange ich 
zu dem Resultate, dass wenn w,~1()... Wr—ey1(y) identisch ver- 
schwinden und zugleich keine Transformation der Gruppe mit allen 
andern Transformationen vertauschbar ist (die Gruppe also, um einen 
Ausdruck des Herrn Lie zu benutzen, keine ausgezeichnete Unter- 
gruppe besitzt), auch immer alle Unterdeterminanten (r — k + 1)! 


Grades von |x| = > Corx nel identisch verschwinden. 


Indem wir den Fall einer ausgezeichneten Untergruppe ausschliessen 
und die weitere Annahme hinzufiigen, dass die nicht verschwindenden 
Wurzeln fiir eine ganz allgemeine Transformation simmtlich von ein- 
ander verschieden sind, wird der Rang 7 der Gruppe = und alle 
Wurzeln der Gleichung lassen sich durch 7 unter ihnen homogen und 
linear ausdriicken, wo die Coefficienten rationale Zahlen sind. Fiir 
je zwei derjenigen Wurzeln, durch welche sich alle ausdriicken lassen, 
etwa @, und @,, giebt es zwei ganze Zahlen a,, und a,y,., welche 
einen gewissen Zusammenhang zwischen jenen Wurzeln bestimmen. 
Wir erwiihnen hier nur, dass mit @, und @, auch @, + a,,@, und 
@, + dy, @,, sowie fiir jedes ganzzahlige, zwischen 0 und a,, gelegene 
a auch w,-+ aw, eine Wurzel sein muss. Die Coefficienten a,, sind 
simmtlich gleich — 2; die tibrigen kénnen aber keineswegs beliebig 
gewiihlt werden; vielmehr miissen fiir dieselben recht viele Bedingungs- 
gleichungen bestehen. Eine Reihe von diesen ergiebt sich aus den 
Bedingungen dafiir, dass eine mit den Coefficienten a, gegebene 
homogene lineare Transformation durch eine endliche Zahl von Wieder- 
holungen in die identische Transformation iibergeht. Jedes System 
dieser Coefficienten ist entweder einfach oder zerfallt in einfache 
Systeme. Diese beiden Fiille werden in folgender Weise unterschieden : 
man geht von einer beliebigen Marke «¢ aus, nimmt alle Marken x 
hinzu, fiir welche a,, nicht verschwindet, fiigt hierzu alle Marken 4, 
fiir welche ein ay, nicht verschwindet, und fihrt damit so lange fort, 
als man auf diesem Wege noch zu neuen Marken gelangt; dann heisst 
das System einfach, wenn diese Operation zu allen Marken 1...1 
fiihrt. Es ist nicht schwer, die einfachen Systeme zu bestimmen. 
Diejenigen Wurzeln, welche durch ein einfaches System gefordert 
werden, fiihren auf eine einfache Gruppe, und umgekehrt lassen sich 
alle Waurzeln bei einer einfachen Gruppe als durch ein einfaches System 
bestimmt ansehen. Man gelangt also auf dem angedeuteten Wege zu 
den einfachen Gruppen. Fiir jedes / ergeben sich vier Formen, zu 
denen fiir 1—2,4,6,7,8 noch specielle einfache Gruppen treten. 
1* 














4 W. Kirurne. 


Von diesen speciellen Gruppen habe ich mehrere nicht in vollstindig 
entwickelter Form angegeben; ich hoffe, dass es mir spiter méglich 
sein wird, diese Gruppen in einfacherer Weise darzustellen, und des- 
halb mochte ich die bis jetzt gefundenen Darstellungen nicht mit- 
theilen. 


§ 10. 
Die charakteristische Gleichung hat mehrere verschwindende Wurzeln. 


Die in den letzten drei Paragraphen zu Grunde gelegten Voraus- 
setzungen konnten deshalb unbedenklich zur Grundlage einer Unter- 
suchung gemacht werden, weil sie sich in allbekannten Gruppen ver- 
wirklicht finden. Auch trug sowohl die Voraussetzung, dass die 
Gleichung 
(1) at — why (9) + @o(n) + +++ Ora(n) = 0 
nur eine einzige verschwindende Wurzel besitzt, wie die Annahme, 
dass alle ihre Wurzeln verschwinden, durch ihre Einfachheit den 
Charakter der Erlaubtheit offenbar an sich. Wir wollen jetzt die 
Annahme machen, dass die Gleichung eine k-fache. verschwindende 
Wurzel besitzt, und haben dabei, ehe wir diese Annahme weiter ver- 
folgen, die Frage zu beantworten, ob in diesem Falle auch die Unter- 


determinanten von > No Coex 
Grade verschwinden oder nicht. 





oder |y.x| bis zu einem gewissen 


Zu dem Ende beweisen wir einen Satz noch einmal, den wir 
bereits in § 5 hergeleitet haben, niamlich den Satz: 

Wenn eine inf. Transformation die eingliedrige Hauptuntergruppe 
einer der Gruppe angehdrigen zweigliedrigen Untergruppe ist, so hat 
fiir dieselbe die charakteristische Gleichung nur verschwindende Wurzeln. 

Diese Transformation sei X,f und die zweigliedrige Untergruppe, 
deren Haupttransformation sie ist, sei ,X,f ++ 4,-1X,—-:/, so dass ist: 

(X, X,—1) _ eX,f, 
wo € nicht verschwinden darf. Wir wollen also jetzt beweisen, dass 
die Gleichung (1) fiir y, = 4,—=--+=—m-1—=0, my —=1 nur ver- 
schwindende Wurzeln hat. Angenommen zuniichst, die Gleichnng 
hiitte eine einfache nicht verschwindende Wurzel . Dann kann man 
X, ...X,~2 so wihlen, dass 

(X,X,) = w X, f 


wird und dass in den Ausdriicken fiir (X,X,) ... (X,X,-2) die Xf 


nicht vorkommt. Bestimmt man nun in der Jacobi’schen Relation fiir 
(1, 7, r—1) den Coefficienten von X,f, so folgt ame —0, was 
unserer Annahme widerstreitet. 
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Zusammensetzung von Transformationsgruppen. II. 5 


Ebensowenig ist eine mehrfache nicht verschwindende Wurzel 
moglich. Es sei niimlich w eine m-fache Wurzel; dann kann man 
X,f, X,f... X»f so wihlen, dass (X,X,), (X,X,)...(X-Xm) 
sich nur durch X,f...X,,f ausdriicken lassen und in (X,Xm41)... 
(X,X,-2) die X,f... Xf nicht vorkommen. Bezeichnet man mit x 
eine der Nummern 1... m und bestimmt in der Relation (r, r—1, x) 
den Coefficienten von X,/, so folgt: 


> (Crt, x@ Crex —_ Cr—1, 9x Cr xg) = @é. 
1 

Hier liefert die Summation nach x tiber die Nummern 1...m 
die Gleichung: 

O=— moe, 
was mit unserer Annahme unvereinbar ist. 

Hieraus leiten wir folgenden Satz her: 

Wenn fiir ein Werthsystem (n, ... yr) die charakteristische Gleichung 
eine k-fache verschwindende Wurzel hat und wenn 1<k <r ist, so 
verschwinden fiir dasselbe Werthsystem auch alle Unterdeterminanten 
r — 1" Grades der Determinante |\y,.|. 

Verschwiinden niamlich die Unterdeterminanten r — 1" Grades 
nicht simmtlich, so kénnte man ein System (§, ...§-) derartig be- 
stimmen, dass bei nicht verschwindendem « die Gleichung bestiinde: 


(> ~X, > &X,) = eS aX 


Somit wiire 2y,X.f die Haupttransformation einer zweigliedrigen 
Untergruppe, und die Gleichung (1) hiitte fiir (,...y4,) lauter ver- 
schwindende Wurzeln (c. h.). 

Es sei jetzt fiir (00...01) @ =O eine k-fache Wurzel und es 
moégen nur die Unterdeterminanten r — i+ 1' Grades von |7,x| 
simmtlich verschwinden, wo ¢ < k sein soll, so dass ist: 


(X,Xp-1) == 0, +++, (XpXneps) — 0. 


Um die folgende Entwicklung leichter darstellen zu kénnen, midge 
es gestattet sein, eine homogene lineare Function dadurch zu be- 
zeichnen, dass man deren Veriinderliche in eine eckige Klammer ein- 
schliesst. Dann lassen sich die X, jf... X+-24:/ so bestimmen, 
dass ist: 


(X, X,-i) = [X, Xp-1 eo X,-i41], 
(X, X,—i-1) = [X, X1 scl X41 Xi}, 


(X, Xp—241) —_ [X,Xp-1 "3 X,-i+2]. 





6 : W. Kiruna, 


Endlich kann man die X,f... X,xf so wihlen, dass fiir 
a, B=1---xr—k die Gleichungen bestehen: 


(X,Xu) = DP} cap Xp, 


wo die Determinante |e,,| nicht verschwindet. 
Wie «a, 6 Nummern der Reihe 1... r —k, sollen x, A solche 
der Reihe 1...% — 1 darstellen. Jetzt folgt aus (r, r— «x, r — A): 
(X-(Xp—x X,-.2)) a= 0, 
oder da X, nur mit X,, X,1... X41 vertauschbar ist: 
(2) (XX X,—a) — | X, X—1 se. X,—i41]. 


Somit bestimmen X,, X,1... X,—i;: eine Untergruppe der ge- 
gebenen Gruppe. 
Die Relation (r, r — A, a) liefert die Gleichung: 


(X,(X,1Xe)) = SP eep(XraXp)- 

Hiitte (X,_, X,) ein Glied ms X,x41, so miisste da links X,_;4; nicht 
vorkommt, m4 Cag ms =O sein fir a=1l...r—k oder | e.g] = 0. 
Somit kann X,_,41 in (X,-, X,) nicht vorkommen. Nunmebhr schliesst 
man der Reihe nach geradeso, dass (X,-, Xs) auch von X,_;42...X,~i 


frei ist und daraus folgt endlich, dass auch X,,41...X, in (X,—1 X¢) 
fehlen. Somit ergiebt sich: 


(3) (X,-2 Xa) = [X,... Xa], 
wo A eine der Nummern 1...i—1. und @ eine der Nummern 
1...*—k sein soll, und wo die eckige Klammer eine homogene 
lineare Function der eingeschlossenen Gréssen darstellt. 
Jetzt bilde man die Jacobi’sche Relation fiir (r, r— 4, r — i); 
diese hat die Form: 
(X,, (X,-2X,—:)) =—_ (x ~a[X, cee X,—i4:)) ? 
welche infolge der Relation (2) liefert: 
(x,, (X,—-a X,-:)) = | X,. eee X,—i41] 
oder 
(4) (Xp, X-—1) == [X,-Xpnr. .. X4]. 
Ebenso folgt: 
(X,— 2 Xpi-1) —_ [X,X,-1 ere X,-i-1], 
(5) ee a a ee ee ee ee 
(Xa X, —k-+1) — |X, Xp1 eee X,—i+41]- *) 


*) Herr Engel, der die Freundlichkeit gehabt hat, eine Correctur der vor- 
liegenden Arbeit zu lesen, macht mich darauf aufmerksam, dass die Formeln (4) 
und (5) nicht streng richtig seien, da sie auf der Voraussetzung beruhen, dass 
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Zusammensetzung von Transformationsgruppen. II. 


Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass (X,;X,-;-:) durch X,, 
X,1... X,i-1, Xp-i-2 ausgedriickt werden kann. Nun seien r—i—v 
und r —i— @ zwei Nummern aus der Reihe r—i...r—k+1, 
und es sei bewiesen, dass die Ausdriicke fiir (X,X,) nur X,... Xp-a41 
enthalten, wofern wenigstens eine der Marken 6 und tr grésser ist als 
die groéssere der Marken r —i—v und r—i—g und die andere 
nicht kleiner ist ais die kleinere. Dann folgt aus (7, r—i—v, r—i—e) 
oder aus der Gleichung: 

(X,(X,i-» X+-¢)) 

= (X,+-» [X, see X,--e41)) as (X,-:-e[X, se X,—i41]) » 
dass sich (X,;-,X,~;-2) durch X,... X,—x41 darstellen liisst, oder 
dass bei Benutzung der eingefiihrten Abktirzung ist: 

(6) (X,-~» Xi») = [X, eee X,—2+41]; 

Somit bestimmen die inf. Transformationen X,f, X,if... X+wufl 
eine k-gliedrige Untergruppe, und es folgt der Satz: 

Hat fiir das System (n, ... yr) die charakteristische Gleichung eine 
k-fache Wurzel gleich Null, so gehirt die Transformation Xn, X.f 
einer k-gliedrigen Untergruppe an, in welcher ihr eine k-fache ver- 
schwindende Wurzel der charakteristischen Gleichung entspricht. 

Wenn wir die so eben getroffene Wahl von X,/f...X,f bei- 
behalten, ist es nicht méglich, von Null verschiedene Coefficienten 
Vv, +.» Vp—~ SO zu bestimmen, dass (X,, v,X, + +++ + vy-~X--x) = 0 
a Ss... Se 
Mo — Bo Ho 


ist. Lassen wir daher die Verhiltnisse 





je eine ge- 


in den obigen Ausdriicken fiir (X,X,_,,).--(X,X,-,41) das mit der nichst 
héhern Marke versehene X auch wirklich vorkomme, also in [X, X,_..X,_j4.4»X,_ | 
das X — (x, x, ere X42] das Xn 423 indessen geniige es fiir 


ri? * 
den vorliegenden Zweck, die linken Seiten von (4) und (5) durch [X, Xj Xp +1] 
zu ersetzen, und hierfiir ergebe sich der Beweis unmittelbar. Beide Bemerkungen 
sind richtig; gleichwohl méchte ich die Formeln (4) und (5) nicht ganz entbehren, 
da sie in manchen Fallen gebraucht werden kinnen. Zu dem Ende bringe ich 
folgende Correctur an: Es sei X, mit X,_,...X,_,4, vertauschbar, dann lassen 


sich X,_;...X,_,,, 80 wihlen, dass erstens (X,X,_;)...(X,X,_,) umab- 
hingige lineare Functionen von X, ... X,_; ., werden, dass zweitens (X,.X 

+. (X,X,_) nur die X,... X_iyy, Xj ee Ky enthalten und insbesondere 
unabhiingige Functionen von X,_;...X,_, sind, dass drittens (X,X,__,) 


T—+st 
wale (X,. X,+”) nur die X,...X,_;...X .. X,_, enthalten und unab- 


=) r—i* 


hiingige Functionen von X,_;_,..-X,_, sind u.s,w. Dann enthiilt wie die 
vorstehende Betrachtung zeigt jedes (X,,X,_;)...(X,~X,;) nur die 
XX. +s My. . + Ky, ebenso (X,_yX,_»_1) .-- (X,-gX,_~") ausser 


X,...X_» nur noch X XxX. » Us. WwW, 


r r—i r-i—l ss “rt 


r—1'—1) 











8 W. Kiruna. 


wisse Grenze nicht tiberschreiten, so giebt es nur einzelne Werth- 
systeme dieser Verhiiltnisse, fiir welche die v,...v,-, so bestimmt 
werden kénnen, dass 


(Uo Xr+ oy X,-i+ 7 + Meet Xe; Y Xi+% X,+ oe + v2 X, —)=0 


ist. Schliessen wir diese Verhiltnisse aus, so wird die Gl. (1) fir 


== +s = te =O, Yr—ka == Ur-1°** Ur = Uy 
héchstens soviel verschwindende Wurzeln besitzen, als dieselbe Glei- 
chung, fiir die angegebene k-gliedrige Untergruppe gebildet, Wurzeln 
gleich Null hat. Wenn daher die Gl. (1) fiir die r-gliedrige Gruppe 
stets mindestens & verschwindende Wurzeln hat, so muss die im vorigen 
Lehrsatz angegebene Untergruppe lJauter verschwindende Wurzeln 
haben, oder: 

Verschwinden fiir eine r-gliedrige Gruppe die Functionen w,-1(y).-. 
Wr—n41(y) identisch, so gehirt jede Transformation einer k-gliedrigen 
Untergruppe vom Range Null an. 

Wir nehmen wieder an, die Functionen ,~1(y) ... ¥r—e41() 
verschwinden identisch; wir wahlen X,f wieder ganz beliebig, X,/... 
X,—xf wieder in der oben angegebenen Weise, aber X,,... Xp—x41 


in der k-gliedrigen Untergruppe nach den Festsetzungen des vorigen 
Paragraphen derartig, dass ist: 


(X,X,—1) — a Xf; (X,X,—2) = a, X—sf. .? 
(X, Xp—n-+2) = Ap-32 X,—a41) (X, X+—%41) =. 


Hier kénnen die a, ...ay—2 alle oder zum Theil verschwinden; 
zugleich ist X,_,,:/ mit allen Transformationen der Untergruppe ver- 
tauschbar. Wir wollen zeigen, dass wofern nicht alle ‘Transformationen 
dieser Untergruppe mit einander vertauschbar sind, sicherlich derselben 
eine Transformation angehért, welche mit allen Transformationen der 
r-gliedrigen Gruppe vertauschbar ist. Man kann diesen Beweis unter 
Zugrundelegung der obigen Gleichungen 


(X, Xa) = Dd} cop Xpf 


und mit Benutzung der Gleichung (3) liefern. Einfacher ist es, die 
im § 8 angegebene specielle Form der Gleichungen fiir (X,X,) zu 
benutzen. Es geniige, den Beweis unter der Annahme durchzufthren, 
dass die r —k nicht verschwindenden Wurzeln simmtlich ungleich 
sind. Diese seien @,...@,-,; dann kann man setzen: 
(X, X;) = @, Xf sal i (X, X,—x) = Oy, X,—xf. 
Eine unmittelbare Folge aus (3) ist dann: 


(Xp-241 Xe) = wf-" Xa. 
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Die Jacobi’sche Relation fiir (r, r —k-+ 2, a) liefert: 


> Cr_k+2,a,8 Op Xp — @, > Cr—k+2, 0,8 Xp ce Gy42 oF) X, aS 0, 


woraus sich die Folgerungen ergeben: 
aAy—2 ot!) =(Q und Cr—k42,a, 8 =( fiir «a 2 B. 
Wire a,_2 = 0, so kénnte man auf dieselbe Weise folgern: 
A—3 a*—*) == 0 
und so fort, 

Somit erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn die Coefficienten ,1(y), Wr—o(y) -.. Vr—eys() identisch - 
verschwinden und wenn dann keine Transformation der Gruppe mit 
allen ihren Transformationen vertauschbar ist, so miissen auch die 
stimmtlichen Unterdeterminanten r — k + 1'" Grades der Determinante 
|Yex| tdentisch verschwinden. Jede Transformation gehdrt also einer 


k-gliedrigen Untergruppe an, deren Transformationen mit einander ver- 
tauschbar sind. 


§ 11. 
Systeme von Gleichungen. 


Wir nehmen jetzt an, die Functionen #,—~1(y) ... Ur—s41(9) ver- 
schwiinden identisch, aber ~,:(y) sei nicht fiir jeden Werth der y 
gleich Null. Ausserdem sehen wir von denjenigen Gruppen ab, in 
denen mindestens eine Transformation mit allen andern vertauschbar 
ist. Dann wissen wir, dass auch alle Unterdeterminanten r—k-+- 1' 


Grades, aber nicht die vom r—k'" Grade, der aus den 7.x = AeNe Corx 


gebildeten Determinante identisch verschwinden. Jetzt soll X,f eine 
inf. Transformation ganz allgemeiner Art sein. Dann hat die charakte- 
ristische Gleichung fiir (00 ...01) k verschwindende und r — k nicht- 
verschwindende Wurzeln. Wir kénnen also X,1f, . .. Xr-apif 80 
wihlen, dass dieselben mit X,f vertauschbar sind. Bezeichnet man 
mit @ ...@,, By... Ba... die Nummern 1...7— k, so lassen sich 
die Ausdriicke fiir (X,X,), (X,X,) ...(X,X,-x) in folgender Weise 
darstellen : 
(X,Xe,) = @eXq,, (X-Xa,) = Wa Xa, + Cua, Xa,» +++ 


(X, Xu,) —= W. Xa, + Cay Oy 4 Xan + > hs + Ca, a Xa, 


Bilden wir die Jacobi’sche Relation fiir (1, e, a), (7, @, @)..-(%,Q, Gx), 
wo g eine der Nummern r — 1,...r— k-+ 1 ist, und nehmen wir 
zuniichst an, dass keine Wurzel wg, gleich @, sei, so folgt, dass sich 
(X,X,)...(X,X,-x) in der durch die vorstehenden Gleichungen be- 


a ____ _________ 
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zeichneten Art darstellen lassen, wofern nur die @ und e, geiindert 
werden, Es ist dann: 

(X_Xu,) = a Xa, (Xp Xe,) = Wa Xa, + Caja Xayy + ++ 

(Xe Xa,)= a Xay + Cay ay} Xa,_1 + nen + Cig ty Xa,f- 

Somit gehért die Transformation X,,f einer ebenen k-fach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit an, in deren Bildraum alle durch den 
Bildpunkt dieser Transformation gehenden Geraden zweigliedrige Unter- 
gruppen abbilden, und fiir alle diese zweigliedrigen Untergruppen, 
wofern ihre Transformationen nicht vertauschbar sind, ist X,,f das 
Hauptelement. Beachten wir, dass der Rang 7 der Gruppe héchstens 
gleich & ist und dass X,,f mit Transformationen der Reihe X,/f...X,~if 
vertauschbar sein kann, so gelangen wir zu dem Satze: 

Jede Transformation, welche fiir eine zweigliedrige Untergruppe die 
Haupttransformation darstellt, besitzt dieselbe Eigenschaft mindestens fiir 
eine (lL—1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von zweigliedrigen Unter- 
gruppen. 

Der beim Beweise ausgeschlossene Fall, dass w, weiteren Wurzeln 
wg gleich ist, indert am Resultate nichts, wenn wir X,f, wie ge- 
schehen, als ganz allgemeine Transformation voraussetzen. Ist dann 
z. B. @g = @ 3 = @,, so sollen fiir o = @, alle Unterdeterminanten 
y — 2%» Grades von |y.x—0.x@| = |¢,-.x—90.,@| verschwinden; es 
muss also auch fiir X,f eine Wurzel existiren, fiir welche alle Unter- 
determinanten r — 2'" Grades verschwinden. Nun miisste wegen der 
Jacobi’schen Relation (r @ a) sein: 


(Xe Xa,) = da Xa, + a3 Xp, + ay Xy, , 
(Xp Xs.) = ba Xa, + bp Xs, + by Xy, ? 
(X_Xy,) = Ca Xa, + Op Xp, + Cy Xy,. 

Soll aber jetzt fiir X,f die verlangte Bedingung erfiillt sein, so 
ist nothwendig: 

(Xp Xa.) = Ou Xa,» (Xp Xz.) = 0 Xz, (Xp Xy,) = @,y Xy, ode 

Entsprechendes gilt fiir die (X, X,,) u. s. w. 

Da offenbar die Transformationen X,,... X,,41 mit einander 
vertauschbar sind, so kénnen wir einen Satz des § 4 in folgender 
Weise erweitern: 

In einer Gruppe vom Range | gehirt jede Transformation einer 
(L—1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit an, deren Transformationen 
siimmtlich mit einander vertauschbar sind, wofern nicht eine Trans- 
formation der Gruppe mit allen ihren Transformationen vertauschbar ist. 

Beilaiufig machen wir noch auf folgenden Satz aufmerksam: 

Wenn eine Transformation das Hauptelement einer zweigliedrigen 
Untergruppe ist, so gehirt sie einer aus mindestens | + 1 Giiedern ge- 
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bildeten Untergruppe an, fiir welche p = 1 ist und welche eine l-gliedrige 
Untergruppe mit lauter vertauschbaren Transformationen enthilt. Alle 
diejenigen sweigliedrigen Untergruppen dieser neuen Gruppe, deren 
Transformationen nicht vertauschbar sind, haben die gegebene Trans- 
formation zu ihrer eingliedrigen Hauptuntergruppe. 

Die charakteristische Gleichung war zu dem Zwecke aufgestellt, 
um zu dem gegebenen System (y,...%,-) ein System (§,...€,) zu 
finden, so dass ist: 


(1) (S'aX, SX) = 0 Se.X. 


Verschwinden alle Unterdeterminanten r — k + 1" Grades von 
Y+x| identisch, so kann man k — 1 Systeme (y')...(y*—) finden, 
so dass ist: 


(2) (>'n X,, > X,) =0-. 1x7 z; > 1-9 X,) ware 
oder 
a0 Cx =0-- e Cnr = 0, 


Seat es =. Da 2 inl 


Dann folgt aus den vorangehenden Entwickelungen unter der ge- 
machten Einschriinkung, dass auch ist: 


(3) (Sa xX. Sai’ X) =0--- CS X., SX) = 0... 


oder 


(3’) a" Nx “Cx =O0- 2" Nx “Cxr = 0. 


Ferner sind in — der obigen Reine mit den Glei- 
chungen (1) und (2) auch die folgenden verbunden: 


(4) Ox Xt X,)= ot. Zs... 
: ( Xx, at X,) =o) Dt X, f. 


Diese Formeln fiihren uns dazu, fiir 1 > 1 nicht die eine Gleichung 
oo” — ap, (m) + wy, (n) — - ++ + @ey_1(y) = 0 


der Untersuchung zu Grunde zu legen, sondern damit, nachdem durch 
(2) die (y’), (y”)...(y@-») bestimmt sind, die weiteren: 


(2’) 


Pee a 
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wo —a"h,(y') +a *y(y) +:---=0, 
—o at) + oy; (x’) dean 
a” — ~ ay), (nD) 4 ory, (a) =0 


zu verbinden. Nun lehren die Gleichungen (2), dass das System dieser 
Gleichungen in sich abgeschlossen ist: geht man z. B. von (7’) aus, 
so darf man damit (y), (y”)...(4%-) in derselben Weise verbinden, 
wie man (7), (y”)...(4*-») mit (4) verbunden hat. 

Die spiaiteren Entwicklungen werden die Beziehung der Wurzeln 
dieser Gleichungen aufs deutlichste hervortreten lassen. Hier geniige 
es, auf einige Einzelheiten aufmerksam zu machen. Zuniichst ent- 
spricht jeder Wurzel der einen Gleichung eine ganz bestimmte Wurzel 
in jeder andern. Es gehért eben zu jeder von Null verschiedenen 
Wurzel @ der ersten Gleichung nach (1) ein System (§); dies in (4) 
eingesetzt, liefert die entsprechenden Wurzeln @’... a), 

Ist w_ eine x + 1-fache Wurzel der ersten Gleichung, und ver- 
schwinden nicht alle Unterdeterminanten r— 1' Grades von |7,.—9,.@<|, 
so muss auch jede der entsprechenden Wurzeln mindestens eine x + 1- 
fache Wurzel ihrer Gleichung sein. Schliesst man fiir (y), (y')... be- 
sondere Lagen aus, so gilt der Satz ganz allgemein. 

Bilden @,, @,...@{~" eine Reihe entsprechender Wurzeln der 
i Gleichungen: 

ileal ite: in ladda — 


= oe) 7 =0, 


or — aH, (0) $+ = 0, 
so bilde man (7) als homogene lineare Function der (y), (7')...(y—), 
indem man setzt: 


Th = Pot + PM +--+ pan. 
Bezeichnet man nun mit @, die @, entsprechende Wurzel der Glei- 


chung 
a” — ah, (7) + +++ = 9, 


so ist dieselbe aus den @,, @,'.. ok i in derselben Weise gebildet, 


wie 7, aus 9.,% ... 4), so dass ist: 
(1) 


Ba = Py Ga + Py @a + +++ P-108 
Es folgt dies unmittelbar daraus, dass mit den Cin: 
(X,Xa) = @Xaf, (Xr-1Xa) = Oe Xaf ... (Xs Xa) = oF” Xaf 
auch die Gleichung: 
(Po Xr + py Xr-a + ++ + + Mir-1 Xt, Xe) 
= (P50 + py We! + - elaeall ”) Xaf 


verbunden ist. 
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Endlich beachte man, dass die Verhiiltnisse der §,, §,... &, 
welche der Gleichung (1) geniigen, sich rational vermittelst , ... 9, 
und @ ausdriicken lassen. Man erhiilt (abgesehen von speciellen Lagen) 
Verhiltnisse von Functionen r — 1'" Grades von @, in denen die 
Coefficienten der einzelnen Potenzen homogene Functionen der 1, ...%, 
sind. Diese Verhialtnisse andern sich aber nicht, wenn man z. B. 
mit @’ und zugleich (yj) mit (7’) vertauscht. 

Im folgenden wird es sich bald mehr empfehlen, die / einzelnen 
Gleichungen 

a —a'y(n) +++: =0, 
a” — a-1y,(y') +--+ =0, 


a” — ay, (n—Y)4+ +--+. = 0 
zu Grunde zu legen, bald nur die eine Gleichung 


oF — oY, (7) +--+ = 0 
mit den unbestimmten Coefficienten po, p,,...:-1 zu untersuchen. 


§ 12. 
Ausdriickung aller Wurzeln durch 7 unter ihnen. 


Wir suchen jetzt diejenigen Gruppen zu bestimmen, welche folgen- 
den Bedingungen geniigen: 

a) es sollen alle Unterdeterminanten r — 1 -+ 1' Grades, aber 
nicht die r — [= Grades von |7,| identisch verschwinden ; 

b) fiir ein System 7, ... 7, allgemeiner Lage soll die charakte- 
ristische Gleichung r — / unter einander (und von Null) verschiedene 
Wurzeln haben; 

c) es soll die Zahl p gleich der Zahl r der Glieder sein. 

Es wird sich zeigen, dass die so definirte Zahl 7 gleich dem Range 
der Gruppe ist. 

Indem wir von den Gruppen absehen, in denen gewisse Trans- 
formationen mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar sind, 
kénnen wir die beiden ersten Forderungen kiirzer in folgender Form 
aussprechen: die Gleichung @” — w’—'y, + ay, —---=<=0 hat 
mindestens 1 verschwindende Wurzeln; sie besitzt aber fiir gewisse 
Werthe der Constanten gerade »—J von Null und unter einander 
verschiedene Wurzeln. Wir wihlen jetzt X,f als eine ganz allgemeine 
Transformation; X,:f...X,-14:f sollen mit ihr vertauschbar sein. 
Dann wissen wir, dass auch die letzteren unter einander vertauschbar 
sind. Ferner kénnen wir die X,f, X,f...X,1f so wihlen, dass 
fir a=—1...7r —1 ist: 


(1) (X; Xa) = We X.f. 
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Wie im vorigen Paragraphen bewiesen, ist dann auch: 


(1) (X,-1 Xe) = @e Xaf, --. (Xrvp1 Xa) = of” Xf. 

Um die verschiedenen Beziehungen, in denen die Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung hier auftreten, recht scharf aus einander 
zu halten, wollen wir die sémmtlichen Wurzeln, welche dieselbe fiir 
feste Werthe von », ...%r besitzt, als ein Wurzelsystem bezeichnen; 
dagegen sollen solche Wurzeln, welche nach passender Wahl von 


als eine Reihe entsprechender Wurzeln oder auch als Wurzelreihe be- 
zeichnet werden; wo kein Missverstiindniss zu befiirchten ist, soll im 
letzteren Falle auch nur von einer Warzel gesprochen werden. 

Nun bilde man die Jacobi’sche Relation fiir (r,«, 6), (r—1,a,B)... 
und erhialt die Gleichungen: 


(2) Capy (a+ 3 — Gry) = O, Capy(@a + Os —@y)=9..., 
(3) Cape (@a-+ ag) = 0, Cape(@a + Wp’) = 0.... 


Hier bedeuten a, 6, y... Nummern der Reihe 1... —/ und 
oe, 6 Nummern der Reihe r —71+1...,7. Dies liefert den Satz: 

Sind « und B irgend zwei unter den Nummern 1...r — 1, so 
wird unter den angegebenen Bedingungen jedes (XaXz), welches nicht 
verschwindet , entweder durch eine einzige der Xf... X,-.f oder durch 
einige der X,141f... X,f dargestellt; soll die erstere Darstellung uibg- 
lich sein, so muss die Summe je zweier entsprechender zu Xaf und 
Xpef gehirender Wurzeln cine neue Wureel liefern; die eweite Dar- 
stellung ist nur méglich, wenn jede zu Xaf gehirige Wurzel entgegen- 
gesetzt gleich ist der entsprechenden zu Xpf gehirigen Wureel. 

Da alle (X, Xa)... (Xp141Xe) durch Xf... X,.f ausgedriickt 
werden, miissen sich, damit p = r ist, mindesteus / Ausdriicke (X, X;) 
fir «a, B=1...r—I1 durch X,.4:f...X,f darstellen lassen und 
die aus den zugehdrigen [? Coefficienten c.g gebildete Determinante 
muss von Null verschieden sein. Diese Ausdriicke seien 


(X, Xi41), (X_ Xizs) . .. (Xi Meu). 
Dann ist: 
@, + 1 =O, @, + 429 — 0... + w,—0. 

Indem wir die bisherige Bezeichnung fiir die Marken beibehalten, 
wonach a, B, y... Nummern der Reihe 1...r—J, @,6 solche der 
Reihe r—J+-1...r sind, setzen wir jetzt fest, dass 1,%,4...0,x',4'... 
Nummern der Reihe 1...21 bezeichnen sollen, und zwar soll die 
Wahl stets so getroffen werden, dass (X,X,) sich durch X,_,4:f...X,/ 
darstellt, also auch w, + @, =O ist. Endlich soll » eine der Marken 
0...%— 1 bezeichnen. 
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Dann muss sein: 


(4) (X, X,) = é, X, + e Xp + se + e!-) X, aaah; 
und es ist offenbar: 
(5) et) + el) == 0. 


Die aus den Coefficienten e”) gebildete Determinante muss von 
Null verschieden sein. 

Indem wir diese Bezeichnung benutzen, bilden wir die Jacobi’sche 
Relation fiir (¢, c’, @) und erhalten: 


(6) G4 + & a >: +e “) oof) oe — > (Cee C's — Cr'ae Cova) + 


Wenn die linke Seite dieser Gleichung nicht verschwindet, so 

muss zum mindesten eines der 2(r—1) Producte 

Crat Cota, Cra® Cr'2a, +++ Cat Cetay Ce'a2 Cita + + + 
von Null verschieden sein. Somit muss in diesem Falle entweder 
oo”) + @”) oder a) — wm”) eine Wurzel sein oder sowohl w) + 
als a” — ow”). Das giebt den Satz: 

Ist « eine von t und ¢ verschiedene Zahl der Reihe 1...r — 1, 
Und €.@q + +--+ ei a von Null verschieden , $0 erhdlt man durch 
Addition oder Subtraction von o») zu a) oder durch beide Operationen 
eine neue Reihe entsprechender Wurzeln. 

Wir gehen jetzt von einer Wurzelreihe aus, fiir welche die linke 
Seite von (6) nicht verschwindet und suchen alle weitern Wurzeln, zu 
denen man durch Addition und Subtraction von ”) gelangt. Die 
entsprechenden Marken bezeichnen wir mit a, @,... «a, und ordnen 
dieselben in der Weise, dass ist: 


v v v v v v v v ¥ 
qe, = Wa, + @ , 0, = Da, + 2a, - ++ Oy, = Wa, + XO. 


Bilden wir jetzt die Gleichung (6) fiir a, so wird nur das erste 
Product vorkommen, und zwar fiir ¢ = a@,; dieselbe Gleichung fiir a, 
angewandt erfordert, dass im ersten Product ¢ = a, im zweiten ¢ = a, 
gesetzt wird u. s. w. Wird endlich a, fiir « gesetzt, so hat man im 
zweiten Product ¢ = a@,_,; zu setzen. Addirt man alle diese Gleichungen, 
so verschwindet die rechte Seite und es ergiebt sich das Resultat: 


€,(2@a, + % 0) + e2(20",+-xa,) +--- + el” (af) + xaf-") = 0, 
wo * eine ganze positive Zahl ist. Hierin kann man a, durch 


@,, @)...@, ersetzen, wenn man nur x durch x — 2, x—4,..., —% 
ersetzt. Somit schliessen wir: 


Ist 


(X, X,) = é.X,+f + ee X,af + ee + ef-9 X,—-i4f 
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so kann man eu jeder Reihe entsprechender Wurzeln o, ... a" eine 


ganze positive oder negative Zahl aq, (mit Einschluss der Null) so zu- 
ordnen, dass die Gleichung besteht: 


(7) > el” (2a! +- az,0.”) = 0 


Ferner muss, wenn a eine ganze Zahl ist, welche zwischen 0 und 
Gq liegt, auch o + ao!” eine Wurzel sein. 

Den letzten Theil dieses Satzes kénnen wir, wie die vorstehende 
Entwicklung lehrt, noch in folgender Weise erweitern: Wenn fiir 
ein ganzzahliges 6, welches das entgegengesetzte Vorzeichen von ca 
hat, @. + bw, eine Wurzel ist, so wird fir b+¢=a,, auch 
a+ cm, eine Warzel darstellen; zugleich werden aber auch fiir jedes 
zwischen 0 und 6 gelegene > und fiir jedes zwischen 0 und ¢ gelegene 
e sowohl @a + da, wie @. + ew, Wurzeln sein. 

Der bei der Entwicklung ausgeschlossene Fall, dass die linke Seite 
von (6) verschwindet, ist im Resultate ebenfalls enthalten, da alsdann 
aa = 0 ist. Wenn dieser Fall eintritt und zugleich mit ”) und @) 
auch @*) + qa eine Wurzel ist, so muss es auch o*) — aa”), sowie 
a”) + bo) sein, wenn 6 zwischen 0 und a liegt. 


In der Gleichung (7) kann man auch « = wihlen, wenn man 
du = — 2 setzt. 
Wir fiihren folgende Abkiirzungen ein: 


(8) >’ oof =—2E,, Sey) of ——2B,,..., 
> oof = —2E,. 
Dann folgt aus (7): 
(9) >? a? 0) = de E.. 


Da die Determinante der e,”) nicht verschwindet, so lassen sich 
Coefficienten g,, so bestimmen, dass ist: 


(10) a”? = Aa E, g\” + Ae E,g! y4. ote + aul, gt". 
Hier darf man « auch = 1.../setzen, wobei die g,”) sich nicht 
findern, so dass sich ergiebt: 


@,) == ay, Eg,” + ay. F,g.” +--+ + au kg”, 
(10°) @,{") = Oat Ein" ; + “es Fxg" x =i ee one, 


ao”) = dy E, 9,0 + Gr Bg.” ae de au 5, w”, 
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ay Ay eee ay 
. . . Ay, Ay eee Ay . . 
Wenn jetzt die Determinante nicht verschwindet, 


Gn Ge -.. Gu 
so lassen sich rationale Zahlen he... he so finden, dass ist 


lax = Voor 1x + haz 2x + cee -+- Rat Vix fir x—1...1. 
Dann ergiebt sich aus den Gleichungen (10) und (10'): 


M. =haa, +he@ +:+++ ham, 
(11) OQ. =ha@, + haa, +-+++ haw, 
ol, == hg oF + hagas + +--+ hao. 

Diese Entwicklung fiihrt auf den fir die Zusammensetzung der 
Gruppen fundamentalen Satz: 

Unter den angegebenen Bedingungen, dass p =r ist und dass die 
charakteristische Gleichung 1 verschwindende und r —1 von einander 
und von Null verschiedene Wurzeln hat, lassen sich die stimmilichen 
rv —1 nicht verschwindenden Wureeln als lineare homogene Functionen 
von | unter thnen darstellen; die Coefficienten sind rationale Zahlen und 
tindern sich nicht, wenn man zu irgend einem andern Wurzelsystem 
tibergeht. 

Beiliiufig folgt aus diesem Satze, dass 1 wirklich den Rang der 
Gruppe darstellt, wofern nur die aus den 7? Wurzeln @,) gebildete 
Determinante nicht verschwindet. Da niimlich alle Wurzeln durch 
1 ausgedriickt werden und durch keine geringere Zahl, so gilt dasselbe 
von den Functionen y,(), ¥,(y)...,r-(q). Das Verschwinden der 
genannten Determinante verlangt aber, dass die Gruppe eine aus- 
gezeichnete Untergruppe besitzt, welcher Fall ausgeschlossen ist. 

Beim Beweise ist der Fall ausgeschlossen, dass die aus den a,x 
fir 1.x —=1...1 gebildete Determinante gleich Null ist. Der folgende 
Paragraph wird uns aber zeigen, dass die im friiheren Lehrsatz (Gl. (7)) 
fiir a,. gefundenen Beziehungen diesen Fall nicht gestatten. 

Hiitten wir noch den Fall ausschliessen wollen, dass die aus den 
Wurzeln o,”) fir +> =1...1, »=0...1— 1 gebildete Determinante 
gleich Null ist, so hiitten wir den Beweis des vorangehenden Lehrsatzes 
einfacher gestalten kénnen. Wir hielten es aber fiir wichtig, einen 
Beweis mitzutheilen, welcher diesen Fall mitumfasst. 


Mathematische Annalen, X XXIII. 2 
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§ 13. 
Eigenschaften des aus den a,, gebildeten Systems. 


Wir sehen in den zuniichst folgenden Paragraphen von dem 
Schlussresultat des vorigen Paragraphen ganz ab und beriicksichtigen 
nur die Gleichung (7) 


(1) 2 (€.00q + Gq +--+» +e” oi”) 

oo Gen (e, @, + e @, + eee “bh ei) a!) = () 
wenn auch die Marke a nur auf die Nummern 1 .. . / beschrankt wird. 
Hier tritt ein System von 7? Coefficienten a,, auf, wenn die Marken 
t, * die Reihe 1...2 durchlaufen. Dabei ist a,,—a,,—=---=—ay——2. 


Die iibrigen kénnen keineswegs beliebig gewihlt werden, da der der 
Formel (7) § 12 beigegebene Lehrsatz auf Wurzeln 


Mm, @, + MG, +--+ + ma, 
fiihrt und deren Zahl unendlich gross wird, wenn nicht zwischen den 
a,, bestimmte Beziehungen bestehen. Wir wollen nur diejenigen 
Wurzeln beriicksichtigen, welche nach diesem Lehrsatz aus einer vor- 
liegenden auf einem ganz bestimmten Wege erhalten werden. 

Es sei also m,@, + ----+ mo, eine beliebige Wurzel, wo die 
m,...%m, ganze Zahlen mit Einschluss von Null sind. Man setze 
diese Wurzel statt @, in die Gleichung (7) § 12 ein und nehme a, 
statt @,." An Stelle der Zahl ae, gelangt man dann zu der Zahl: 

— 2m, + Mm, ay + +++ + man. 
Somit muss mit 2m,@, mindestens die Wurzel 2m, w, vorhanden 
sein, wo 
Mo = My, Ms —=My ,...M; =I, M,’ = — Mm, + Mm, a,, +--+ + man 
ist. Auf diese Wurzel wendet man dieselbe Betrachtung an fir @,, 


wobei die Zahl ag: ist = 2m,'a2, und daher kommt noch mindestens 
die Wurzel vor: 2m," @,, wo ist 
m,” am m,, mM,” a ms , ari lot te Mm," an m, 

My” = My Ay, — M, + Ms Aso + ++ - + Mi aa. 
Fiir die gefundene Wurzel suche man die Zahl ays in Bezug auf a, 
und schliesse auf das Vorhandensein einer Wurzel 2m,” a@,, u. s. w. 
Nachdem man so auf eine Wurzel 2m'-@, gekommen ist, sucht man 
fiir sie die dem aa, entsprechende Zahl in Bezug auf @, und schliesst 
dann auf das Vorhandensein der Wurzel 2ma@,, wo ist: 

—1 ) exe lil). . . gull 1 
mi? = mi), mY) = mi) mi), =m), 


r (i—1 -1 oe 1 —— 
mi? = mia, + mia, + + m5 Os mii), 








AOS at aa 
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Indem man nur diese letzte Wurzel beriicksichtigt, gelangt man 
zu dem Satze: 

Sobald die charakteristische Gleichung eine Wurzel Xm,@, hat, 
besitat sie zum mindesten noch eine weitere Wurzel Zb.x m,.@,, wo sich 
die Coefficienten b.. nach folgenden Regeln berechnen lassen: 

t—1 


fiir t= x ist bu = SPbede —1, 
1 


x—1 
(2) fiir «> x ist Doe = Debug dye + dex 
1 
x—1 
fiir l =< 4 ist Dix = & Dig Agx- 


Somit erkennen wir, dass alle diejenigen Systeme von Gréssen 


Mx, My U. 8. W. welche man durch wiederholte Anwendung der Sub- 
stitution : 


m= Dimob.s, m= Dimbs... 


erhilt, eine neue Wurzel der charakteristischen Gleichung bestimmen. 
Die Substitution b,, muss also, beliebig oft wiederholt, nur eine end- 
liche Zahl von Systemen m, liefern, oder da die Determinante der 
bx, Wie man leicht sieht und unten noch besonders gezeigt werden 
soll, gleich (— 1)‘ ist, so muss diese Substitution nach einer gewissen 
Zahl von Wiederholungen die identische Substitution erzeugen. Die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen hierfiir hat Herr 
Lipschitz, gestiitzt auf Arbeiten anderer Mathematiker, im 10. Bande 
der Acta mathematica (S. 137 ff.) in folgender einfacher Weise zusam- 
mengefasst: 

Soll die Substitution b,, nach u-facher Wiederholung in die identische 
Substitution tibergehen, so muss die Determinante: 


Diy == § Dio eee bu 
(3) ba, Doo —8..¢ by 
bu Dis eee bu —  § 
nur fiir solche Werthe von s, welche w'® Wurzeln der Einheit sind, 
verschwinden, und zugleich miissen ihre simmtlichen Elementartheiler 
von der ersten Ordnung sein, wo die letztere Bedingung darauf hinaus- 
kommt, dass der gemeinschaftliche Theiler der simmtlichen partialen 
Determinanten der (J —1)'" Ordnung, durch die Determinante dividirt, 
gleich einem Bruch wird, dessen Ziihler constant und dessen Nenner 
Q* 
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gleich einem Prodyct aus linearen Functionen von s ist, die alle unter 
einander verschieden sind. 

Gleichwie die durch die Coefficienten },, fiir 1, x —1---1 be- 
stimmte Transformation durch eine endliche Zahl von Wiederholungen 
auf die identische Substitution fiihrt, muss auch jede Transformation, 
fiir welche die Marken c«, x auf die 7 — A ersten Zahlen 1...1 — A 
beschrinkt wird, bei einer gewissen Zahl von Wiederholungen auf die 
urspriingliche Wurzel zuriickfiihren. Endlich darf man natiirlich auch 
die Marken 1... beliebig vertauschen. Demnach kénnen wir jetzt 
folgenden Satz aussprechen : 

Um Bedingungen dafiir zu erhalten, dass das System der Coef- 
ficienten a, 2u einer Gruppe fiihrt, bilde man nach der Vorschrift (2) 
die  Grdssen bx und aus diesen und einer beliebig veriinderlichen 
Grisse s die Determinante (3); dann muss guniichst diese Determinante 
nur Elementartheiler der ersten Ordnung besitzen und diese miissen die 

2knt 

Form s—e"“ haben, wo k und uw ganze Zahlen sind; ferner muss 
jede Determinante, welche aus (3) durch Weglassung der letzten A (fiir 
A=1...l1—2) Verticalreihen erhalten wird, denselben beiden Be- 
dingungen geniigen. Sobald hieraus eine Beziehung zwischen den Coef- 
ficienten a.» hergeleitet ist, miissen auch diejenigen Relationen bestehen, 
welche man aus der ersten durch beliebige Permutation der Nummern 
1...1 erhiéilt. 

Subtrahirt man in der Determinante |}. — d..s| von der I, 
(L— 1)" ... 2" Horizontalreihe die mit gewissen Factoren multiplicirten 
vorangehenden Reihen und beriicksichtigt die Relationen (2), so erhalten 
wir folgende Form der Determinante: 


| —_— §-— 1 Ao as, . . ay 
| G8 —s—l Aso pea diy 
| Ay8 Ag, $ 3,8 2. —s—l] 


Ersetzt man in dieser Determinante s durch = und multiplicirt 


mit s', so werden die Glieder der Diagonale ungeindert bleiben; 
dagegen werden in jeder Horizontalreihe die Glieder links von der 
Diagonale den Factor s verlieren und die Glieder rechts von der- 
selben diesen Factor erhalten. Beiliufig ergiebt sich daraus, dass die 
Determinante | },.| den Werth (—1) hat. Schreibt man die Deter- 
minante (3) oder (4) in der Form: 

(5) (—1)' {s' + Ms + Ms? + --- + Mist 1}, 


so wird jeder Coefficient Mj, aus M, dadurch erhalten, dass man 
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jedes in M, enthaltene a,, durch a,, ersetzt. Um z. B. den Coef- 
ficienten M, anzugeben, setze man fest, dass fiir jedes @ sein soll 


tS bg Sly Ss < by; 


dann ist: 
M, = -— 1+ > Ae, ty Vege, + > Be, ty My Bye, H 2 Dey ty Vege, Bey eg Beye, 
ty) ty 44h 
+. -+ Ayo Ay As, ere Q—1, 1%» 


Dann wird M,_; erhalten, wenn man jedes a, mit a,, vertauscht; 
demnach ist: 


Ms31=- I! +> Be, 0, Bet + > We, ty Begs, Be, 0, +> Weg ts Uy ty Beg, Mey 


ht 4h ayrrrts 


itt Hb Wit M1, - « + yy Oyo gy Au. 


Jedes M;, besteht aus Aggregaten der Form di, @u. Gy. +++ CO 
wo die vorstehende Bedingung wegen der Grésse der Marken 4,...t, 
nicht mehr erfiillt zu sein braucht. Kennt man alle solchen Aggregate, 
welche in M, vorkommen, so kann man hieraus in der angegebenen 
Weise M,_; herleiten. 

Wenn der Ausdruck (5) fiir @ + Bi verschwindet, so muss er 


auch fiir « — pi = — 7 gleich Null werden. Demnach ist fiir jedes 


+ 
k nothwendig M, = M,-;. Da dasselbe auch fiir jedes aus weniger 
Nummern gebildete System gilt, so miissen folgende Gleichungen de- 


stehen: 





{ hey tg Bey ty Heyy ey ty Mig, Mey» 
ay & a, 4 ay, & Aye _ Gn, 4 a, 4, Ai, 4 ey, 9 
(6) | <a 
Be ty My Myy s+: Got te Gio es ed Gy ‘e-1 Qo aw Ay y Mey i, Uy, te 
(S19 Gog Qgq ++ - M—1,10n = Mi-1-.- 43 Ago Gy Ai 


Wenn umgekehrt diese Gleichungen fiir jede Wahl der Nummern 
ty t,... erfiillt sind, so ist auch jedes M, = M,_,. 

Wenn die Claichend: s+ Ms! +.---+1=—0 eine Wurzel 
=-+ 1 hat, so muss dieselbe eine enieaiediont sein. Somit miissen 
fiir dieselbe auch alle Unterdeterminanten (J — 1)" Grades von 
| bix — Ox | verschwinden, speciell der Coefficient von b, —s. Dieser 
stellt aber eine ganz gleich gebildete Determinante dar und daher,muss 
auch hierin s = 1 eine Doppelwurzel sein. Indem man iliese Be- 
trachtung fortsetzt, gelangt man schliesslich zu dem Resultate, dass 
b,, —s oder —1—s fiir s—1 verschwindet, was nicht angeht. 
Somit folgt: 
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Die Determinante (3) oder (4) kann nicht fiir s = 1 verschwinden. 

Fiir s = 1 geht die genannte Determinante in | a,,| iiber. Folglich 
darf auch die letztere nicht verschwinden, was man auch leicht direct 
aus der Forderung herleiten.kann, dass die Zahl der Wurzeln @ eine 
endliche sein muss. Hierauf wollen wir jedoch nicht niher eingehen, 
vielmehr die vorstehenden Entwicklungen dazu benutzen, um bestimmte 
Grenzen fiir die Determinante |a,,| anzugeben. Da die Function 
sti+ M,s'-?+--+-+1 nur fiir Wurzeln der Einheit verschwindet, 
so muss ihr Werth fiir s = 1 zwischen 0 und 2! eingeschlossen sein. 
Somit ist auch die Determinante der a,, zwischen den Werthen Null 
und (—2) eingeschlossen; der Werth Null muss, wie bemerkt aus- 
geschlossen werden. Das liefert die Siitze: 

Die Determinante aus den Coefficienten a,, liegt zwischen (—2)! 
und Null, und zwar kann sie den ersteren Werth erhalten, den letzteren 
aber nicht. 

Wahlt man aus den Nummern 1...1 irgend 9(<1l) Nummern 
ty «++ te beliebig aus und bildet die Determinante der 9° Grissen aya, 
wo x, die @ Nummern t, ... tg annehmen kinnen, so liegt die aus 
diesen Nummern gebildete Determinante zwischen (—2)¢ und Null, 
wobei der letztere Werth ausgeschlossen ist. 

Speciell ergiebt sich hieraus fiir @— 2, wenn man noch beriick- 
sichtigt, dass fiir gleiche Wurzeln die Unterdeterminanten verschwinden 
miissen : 

Das Product axa kann nur die Werthe 0, 1, 2,3 erhalten, und 
den Werth Null nur, wenn sowohl a. als a, verschwindet. 

Fiir ein ungerades / kann man (5) auch in der Form schreiben: 


iH 
{e+n+ met +: tails? +57); 


demnach ist diese Form fiir s == 1 nothwendig gleich einer geraden 
Zahl. Somit folgt: 

Nimmt man aus den Zahlen 1.../ eine ungerade Zahl g@ von 
Marken 1, ...% heraus, und bildet die Determinante 


ij, Aytg ers Fay ty 


Aye, Bini ++ Bin to 


Mints Big te eee eo to 


so ist deren Werth eine gerade Zahl. 

Gehen wir von einer beliebigen Wurzel Xm,a@, aus und wenden 
darauf die Transformation 0. an, so erhalten wir wu verschiedene 
Wurzeln, wenn die simmtlichen Wurzeln der Gleichung |bx — 0.x 5|—0 
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uw, aber nicht niedrigere Wurzeln der Einheit sind. Eine beliebige 
hierin nicht enthaltene Wurzel fihrt durch dieselbe Operation wieder 
auf w weitere Wurzeln u. s. w. Daher folgt der Satz: 

Die Zahl der Wurzeln der charakteristischen Gleichung ist ein 
Vielfaches der kleinsten Zahl 2, welche der Bedingung geniigt, dass 
die Determinante (3) oder (4) ein Factor von s* — 1 ist. 


§ 14, 
Eintheilung der aus den a,, gebildeten Systeme. 


Ehe wir weiter gehen, miissen wir einige Definitionen aufstellen. 
Wiihlen wir aus den 7 Nummern 1...1 eine kleinere Zahl 9 aus: 
ty, tg +++ tg, und lassen die beiden Marken x und 4 von a,, sich nur 
iiber ¢,, t9... tg erstrecken, so heisst das durch diese g? Coefficienten 
gebildete System ein Untersystem og‘ Ordnung. Jedes solche Unter- 
system fiihrt, wenn nicht alle seine ausserhalb der Diagonale stehen- 
den Coefficienten Null sind, von den Wurzeln +a, ... + @,, wu 


weiteren Wurzeln; diese werden als abhiingig von den @ genannten 
Wurzeln bezeichnet. Dagegen sind alle andern Wurzeln, welche aus 
@,... @, vermittelst des Systems /'’ Ordnung hergeleitet werden, 
unabhaingig von jenen 2g und den durch das Untersystem abgeleiteten 
Wurzeln. 

Wenn ax = 0 ist, so wissen wir, dass auch ay, =O ist. Nun 
ist es ganz gut méglich, dass mehrere Groéssen a,, gleich Null werden, 
ohne dass der Charakter des Systems irgend geiindert wird. Um zu 
einem durchgreifenden Unterschiede zu gelangen, stellen wir folgende 
Betrachtung an. Wir gehen von einer beliebigen Marke « aus und 
suchen alle diejenigen von « verschiedenen Marken 1,, t., ¢3-.-, fiir 
welche @x,, Gu,, Gu,.-- von Null verschieden sind. Wenn 4, 4, t,... 
noch nicht alle 7 Marken 1...1 sind, so suche man jetzt alle von 
ty ty, t...» verschiedenen Marken ¢,,, 4)... fiir welche dy) G,«.+ +> 
nicht verschwinden; ebenso alle noch nicht gefundenen Marken 
boyy log +++, fiir welche a,,.,,, Gi. --- von Null verschieden sind u. s. f. 
Jetzt sind zwei Fille méglich: entweder gelangt man durch Fort- 
setzung dieser Betrachtung zu allen 7 Marken oder man bleibt inner- 
halb einer (durch die zuerst gewihlte Marke « bestimmten) kleineren 
Anzahl. Ist das erstere der Fall, so wird man durch diese Operation 
stets zu allen Marken gelangen, von welcher Marke man auch ausgeht. 
Demnach ist hierdurch ein wesentlicher Unterschied der Systeme be- 
griindet: ein solches heisst einfach, weun die Operation zu allen Marken 
fiihrt; im anderen Falle heisst es zusammengesetst, So ist das System 
fiinfter Ordnung zusammengesetzt, wenn 
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Ay, == Ay. = Ay, = A,, = Ay, = Ay, = O 
ist; ebensd ist ein System /'* Ordnung zusammengesetzt, wenn die 
@,, %,-..4,.-1 simmtlich verschwinden. Es gentigt, die einfachen 
Systeme aufzusuchen, und diese Aufgabe wird durch folgenden Lehr- 
satz wesentlich erleichtert, dessen Beweis keiner Ausfiihrung bedarf: 

Ist ein System U Ordnung einfach, so ist unter dessen | Unter- 
systemen (l— 1)" Ordnung mindestens eins ebenfalls einfach. 

Die angegebene Eintheilung der aus den a,, gebildeten Systeme 
begriindet eine gleiche fiir die zugehérigen Wurzeln. Wir gehen von 
einer Wurzel @, aus, suchen alle Wurzeln m,a@, + --- + mq, fiir 
welche m, von Null verschieden ist, und merken uns diejenigen Wurzeln 
@,,, @,..., fiir welche bei nicht verschwindendem m, auch m,,, m,... 
von Null verschieden sind. Dieselbe Betrachtung stellen wir jetzt fiir 
m,,, m,... an und fahren damit fort, bis wir auf diesem Wege nicht 
mehr zu neuen Marken gelangen. Jenachdem das System der a ein- 
fach oder zusammengesetzt ist, kommen wir hierdurch zu allen 
l Marken oder bleiben innerhalb einer kleineren Anzahl. 

Zu einer weiteren Eintheilung gelangt man durch folgende Be- 
trachtung. Es wird sich im folgenden zeigen, dass die charakteristischen 
Eigenschaften der 27 Wurzeln @,, —@, .. . @, — @, auch jeder Wurzel 
m,@, + m,@, + -+ +--+ m,o@, zukommen, wofern die letztere durch das 
zwischen den ersten Wurzeln bestehende System a,, gefordert ist. 
Sobald aber das System der a,, fiir die ersten 21 Wurzeln gegeben ist 
und alle durch dasselbe geforderten weiteren Wurzeln bestimmt sind, 
kann man unwittelbar fiir irgend zwei Wurzeln @,, und @,, die Coef- 
ficienten Ge,c, UNd dee, bestimmen. Wiahlt man nun irgend 7 von 
einander unabhingige aus den Wurzeln aus und sucht das zugehérige 
System der a, so sind bei den getroffenen Festsetzungen nur zwei 
Falle méglich: a) die Gesammtheit der Wurzeln fallt in beiden Fillen 
zusammen, b) der zweite Fall liefert nur einen Theil der im ersten 
Falle erhaltenen Wurzeln. Der erste Fall erfordert keineswegs, dass 
die Systeme a,, und a,, identisch werden. So liefert die Voraussetzung, 
dass fiir 1 = 3 bei ungleichen ¢, x jedes a,,.— — 1 ist, die Wurzeln: 


+o,, + @,, + @, + (@,—®@,), + (@,—@ 5), + (@,—-@,). 


Setzt man aber 


’ ’ , 
- By OP Dy, Sy TOM Hy OO — M, 
so wird 
, ’ ’ ’ , , 7 
Aig = Aq, = 23 = As, = _ 1, ais == a3; = 0; 


und das zweite System fiihrt zu den Wurzeln: 
+o, +0, +0,’ +(@,'—@,'), +(@,' — @,') +(@,'—@,'+a,'), 


welche den friiher angegebenen gleich sind. In diesem und in ahnlichen 
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Fallen, wo die beiden Systeme zu denselben Wurzeln fiihren, heissen 
sie diquivalent. 

Man kann dasselbe auch auf folgende Weise ausdriicken. Fiir 
das System a,, gehe man von den Wurzeln @, ... @, aus, fiir a. von 
@,...@;. Wenn es nun mdglich ist, durch eine homogene lineare 
Transformation, welche @, ...@, in @,'..-+ @; umwandelt, alle 
Wurzeln des einen Systems in die des andern umzuwandeln, so heissen 
die Wurzelsysteme und damit die Systeme a, und a, iiquivalent. 


§ 15. 
Angabe aller einfachen, nicht aquivalenten Systeme. 


Da die zusammengesetzten Systeme von selbst in einfache zerfallen, 
so geniigt es, nur die einfachen Systeme anzugeben. Auch werden 
wir iiquivalente Systeme als identisch betrachten und demnach die 
vielleicht nicht unwichtige Frage nach der Umgestaltung eines Systems 
in ein iiquivalentes nicht untersuchen. Zwar wiirde ein tieferes Ein- 
gehen auf die im § 13 kurz entwickelte Theorie ohne Zweifel die 
folgende Untersuchung wesentlich erleichtern; aber da die folgenden 
Entwicklungen, abgesehen von der zuniichst vorliegenden Frage, auch 
fiir einige Siitze der §§ 17 und 18 nicht entbehrt werden kénnen, so 
wollen wir uns mit den aufgefundenen Resultaten begniigen und unter- 
suchen, ob dieselben uns zu allen Systemen hinfiihren. 

Fir 7 = 2 muss, damit das System einfach ist, das Product a,,a., 
einen der Werthe 1, 2,3 haben. Diese drei Fille sind auch simmtlich 
moglich, so dass wir den Satz erhalten: 

Fiir 1 = 2 gigbt es drei Systeme der Coefficienten ax, welche wir 
als II A), II B), II C) unterscheiden wollen. Fiir II A) kinnen wir 
A;, = A, = — 1 setzen, so dass wir die Wurzeln erhalten: 

+ @, + @,, +(@,—). 
Fiir II B) ist: ay, = — 1, dy, = — 2, und die Wureeln sind: 
+,, +,, + (@,—@,), + (2@,—@,). 

Fiir II C) ist a,. = — 1, a, —=— 3, so dass die Wurzeln vor- 
kommen: 
+o, +o, +(@,—@,), +(2@,—@,), +(3@,—@,), +(3a,—2e,). 

Die Determinante (3) oder (4) § 13 liefert ausgerechnet im Falle A): 
st+s+1, im Falle B): s*+1, und im Falle C): s*—s+1; 
dieselbe verschwindet bei A) fiir dritte, bei B) fiir vierte und bei C) 
fiir sechste Wurzeln der Einheit. 

Um die einfachen Systeme dritter Ordnung zu erhalten, gehen 
wir von einem der drei einfachen Systeme zweiter Ordnung aus und 
bestimmen die Coefficienten a,;, 4s; ; @23, 432 80, dass sie den Forderungen 
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des § 13 geniigen. Diese Herleitung lisst sich aber im wesentlichen 
in derselben Weise fiir ein beliebiges 7 durchfiihren. Wir nehmen also 
jetzt an, wir wiiren, entsprechend dem Falle II A), fiir die Zahl 7 — 1 
zu einem Systeme gelangt, in welchem fiir +, x=—1...1—1 und 
t z % jedesmal a,, = — 1 ist, und wollen untersuchen, welche Werthe 
wir den a, und a,; noch beilegen kénnen. Dann gelten in Folge der 
Gleichungen (6) § 13 die Beziehungen: 

(1) Qin Ar; = Axi %2 

fiir irgend zwei Marken x, 4. Unter den 7? — 1 Producten a,,; a, mégen 
« gleich Null sein, und wir erinnern daran, dass in jedem solchen 
Producte beide Factoren gleich Null sind. Alle nicht verschwindenden 
Producte haben in Folge von (1) denselben Werth, welcher mit m 
bezeichnet werden soll. Zugleich ist a, =a, und ag = a,, wofern 
keiner dieser Coefficienten verschwindet. Bezeichne ich die Determinante 
der 7? Coefficienten a mit A, so ist: 


(—1A = 21 — 0-1) S¥ ida +>) de rn 
xa 


= 21 — (l—1) (I—1—a)m + (l—a—1) (l—a—2) m 
= 21 — (l—a—1) (a+1)m. 


Bei constanten Werthen von 7 und m wird die linke Seite ab- 
nehmen, wenn @ von 0 bis —* zunimmt, und dann bei wachsendem 
a wieder zunehmen. Soll daher die rechte Seite positiv bleiben, so 
muss fiir 1 > 8 die Zahl @ einen der vier Werthe 0, 1, 1 — 3, 1 — 2 
annehmen; fiir 1 << 6 sind damit alle fiir @ méglichen Werthe ange- 
geben; fiir 1 = 6,7, 8 kommen noch die Werthe a’= 2, / = 3 hinzu. 
Ausserdem sieht man, dass fiir a = 0 oder — 1 — 2 ftir m die beiden 
Werthe 1 und 2, fiir die andern Werthe von « nur der Werth 1 
zuliassig ist. 

Wir sehen zu, ob den so gefundenen Coefficienten jedesmal ein 
geschlossenes System von Wurzeln entspricht, und ob einige dieser 
Systeme iiquivalent sind. 

Nehmen wir zunichst « = 0, m = 1, so kénnen auch die hinzu- 
kommenden a, und a, gleich — 1 genommen werden. Die Wurzeln 
sind @,, @,... @j, @, — @,...@, — @... @-, — @ (wo die ent- 
gegengesetzt gleichen Wurzeln, wie auch im Folgenden nicht mit 
aufgefiihrt sind). Ersetzen wir @, durch @,—@,, so wird a,;—=a,—=— 1, 
aber fiir xz2h immer: aj; = a,3—=0. Die Annahme: « = 1 — 2, 
m = 1 liefert also ein mit dem vorigen iiquivalentes System. 

Wir untersuchen jetzt a =0, m=2, und zwar zuniichst den 
Fall, dass jedes a,—=—=—1, ay—=——2 ist. Zu den Wurzeln 
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@, ...@,, @, — @, kommen dann noch hinzu: @, — @,, 2@; — @,, 
2a@,—,—,. Die Ersetzung von @, durch 2@,—, oder 2@,— @,—@, 
iindert die a», und a, nicht; wenn man aber statt , die Wurzel 
— @,-+ @, wihlt, so wird a,;=—2, m,——1, a;—aqi=0; 
somit fiihrt die Annahme a =] — 2 wieder auf dieselben Wurzeln. 

Wenn fiir a=—0, m=2 jedes a,——2, ay——1 ist, so 
miissen ausser @,...@; und @,—@, noch die Wurzeln vorhanden 
sein: @, — @, 2@,. — @, @,-+ @,—@,. Vertauscht man hier @, 
durch 2@, — @, so wird a,;—=—1, a,—=—2, dagegen fir 
x 2 A: aap = 0. 

Endlich gehen wir zu der Annahme itiber, dass a = 1 und damit 
m= 1 ist. Es sei ay ay = +--+ = Qy92Qi1-2=1, G1 = a1, = 0. 
Zu den durch das Untersystem (7 —1)'*t Ordnung bestimmten Wurzeln: 
@,...@,, @, — @, kommen dann noch folgende hinzu: 

On — Oj, Oy — Dy — Dy Wy, + Wy — D1 — M, 
wo w und v zwei Nummern der Reihe 1...  — 2 bezeichnen. Ersetzt 
man @, durch a, — @, so witd a,—a,;—=—1, aji1=ai1.——1, 
dagegen a,,—=0. Daher fiihrt die Annahme a=/]—3 zu einem 
iiquivalenten System. 

Somit sind wir zu dem Satze gelangt: 

Fiir jedes 1 >3 giebt es mindestens vier wesentlich verschiedene 
einfache Systeme der Coefficienten a... Dieselben kinnen in folgender 
Weise charakterisirt werden: 

Im System A) ist jedes ausserhalb der Diagonale stehende a,, gleich 
— 1; fiir w,v—1...1 sind die Wurzeln +- @,, + (@.— ay). 

Fiir das System B) setze man, wenn p und v ungleiche Nummern 
der Reihe «...l— 1 sind: 

Ay = —1, & = —1, ay = — 2. 
Dann sind die vorkommenden Wurzeln: 
+@,+-++@, +(@.—,), +(@—m), +(2a,—a,), 
+ (2@,—a,—a,). 

Fiir das System C) setze man Quy= — 1, @y = — 2, Gu=— 1, 
wenn wieder w, v verschiedene Nummern der Reihe 1...1 —1 be- 
zeichnen. Dann sind die Wurzeln 


+ @ + +++ @, + (@p— ,), + (@.—@), +(20,—%), 
+ (@.-+ @, — m@). 
Fiir das System D) sollen w,v verschiedene Nummern der Reihe 
1...l—2 sein, und 
Quy=—1, Ayia GiAp~=—1, Qu=—ay=—1, G11 =U, 11=9. 
Das System fiihrt 2u den Wurzeln: 
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+ @ +++ + mM, + (@p— Oy), + (@.— M1), + (@,—%), 


+ (@p— @-1— @), + (@,-+ @, — a1 — @). 


Unter den Untersystemen (l— 1) Ordnung ist mindestens eins ent- 
sprechend der Form A) gebildet. 

Fiir |= 3 wird das System D) dquivalent zu A). 

Die Determinante (3) § 13 giebt fiir A) ausgerechnet: 

ssf pe.tsHl, 
fiir B) und C): s+ 1, fiir D): (s+1) (s'-'+1); sie verschwindet 
also bei A) fiir (l+1)", bet B) und C) fiir 21, bei D) fiir (21 — 2)" 
Wurzeln der Einheit. 

Indem wir fiir 1] = 6, 7,8 die Voraussetzung « = 2 machen und 
die dadurch bedingten Wurzeln aufsuchen, erkennen wir, dass die 
Annahme a =/— 4 zu einem Aquivalenten Systeme fiihrt. Somit 
erhalten wir folgenden Satz: 

Fiir 1 = 6 giebt es ausser den Systemen A), B), C), D) noch ein 
System VIE), welches in folgender Weise gebildet ist; fiir t,x---==1,2,3 
ast a.=—1, Ag = Ae HA gS AH, HE 5, ES Oe SS ae by = 6,,=— 1, 
yg, = Ag4=45g=%;=0. Dasselbe fiihrt zu folgenden Wurzeln (und 
den entgegengesetet gleichen): 


@, y+? >, a,— Ox, o— @;, a,— 5, @, — @., @, —- @; , 
—O2+@,+ 0, —%+a@,-+ @, — O — a + a, + w,, 
— % — @ + @, + O, — M% — O + @ + @, + W%, 


— @, — @,—@,-+ @,-+ @,-+ @,, — @, — @ — @, + @, + @, -+ 2a,. 


Fiir 1 = 7 ist ein System VII EB) fiir t,x ---—=1--- 4 in folgen- 
der Weise gebildet: an—=—1, G5=Q¢—.71=—45.—=.—&%.=—1, 
sg = Ag, =—1, @,;=A¢7 = 47; =47,=0. Dann miissen die Wurzeln 
vorkommen : 


@, 2+. G7, D — @u, D — @;, D—@, DO, — We, M& —@;, 
— @ + @, + @,, — + + @,, — O — @ + @ + @,, 
— & — @ + @ + @,, — a — @ + @ + O + @,, 
— @, — Wy — ++ @, + + @,, — D — Oy — W + W; + W, + 20, 
@, +@,-++ @,-++ @,—@; — @—20,, a+ -+:-+a@,—2a, —@,—2a,, 
o,+---+ a, — oa, — 2a, — 2a,. 

Fiir 1 = 8 bildet man ein System VIII E) fiir t,x ---=1---+5 
durch die Festsetewngen: 


as=—i, QS 1S 1g SH HE SEY Se Oe ES —l, Ao; =A,,=—1, 


Ogg = Age = 23g = Ay, = 0. 
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Hier kommen folgende Wurzeln vor: 


@1.++@g, O,—@x, ,— Wg, Wg— Wz, @,— Wz, D— ,, D — W,— Ay, 
Q,— @,—@,, + @ — @ —@,, + @ — w@, — @, 
@, + @, — @, — @,— @,, % + @, + M& — @ — @, — a, 
0, -+- @x-+ @2 — @, — @, —2@,, @ + @, + @, + w, — a, — @, —2a,, 
O, + @, + a+ a, — 2@,— @, — 2a,, 
@, + @, + @ +  — a, — 2a, — 2a,, 
@, + @ + @;,-+ @, + a, — 2a, — @, — 2a,, 
@,+-:-+@, — @ — 2a, — 2a,, 
a, +---+@, —2a,— 2a, — 2a,, 
@,+---+@, — a, — 2a, — 3a,, 
a +---+a@, — 2a, —@, — 3a,, 
@, +-+++@, — 2a, -- 2a, — 3a, 
a, + @, + @, + @, + @, + a, — 2a, — 2a, — 3a,. 

Die Determinante (3) § 13 liefert den Werth fiir VI E): 

s§i+s'—sits+1, 


(s+1) (s\—s*+1), 
s§ +s? — si —si—s'+5+1; 


dieselbe verschwindet im ersten Falle fiir ewolfte, im eweiten fiir acht- 
zehnte und im letaten fiir dreissigste Wurzeln der Einheit. 

Wir wollen jetzt annehmen, aus (/— 1)* Coefficienten a,, sei ein 
System in der durch (B) bezeichneten Weise gebildet, und unter- 
suchen, welche Werthe wir den Coefficienten a,; und a, dann beilegen 
kénnen. Wenn dann x, 4 ungleiche Nummern der Reihe 1...1 —2 
bezeichnen, so miissen nach (6) § 13 die Gleichungen bestehen: 


fiir VII E): 
fiir VIII EB): 


Axi Gia = Gidixn,y UNji-14snt = 2-1, Aix, 
Kin nicht verschwindendes Product a,; a:, sei gleich m; dann hat 
jedes nicht verschwindende Product denselben Werth. Ferner ist dann 
Qy—1, 104, 1 == oder =O, und zugleich a-1;——1 oder — 0, 
Bezeichnen wir wieder die Determinante der a mit A, so ist: 


(— 1lfjA=4—2anau — 2 aid —+++ — 2 diz, 1 Gi, ee (l— l)aia—-1 Q—1,1 
+ 4a -1,:(au+ teeta, i~2) . 

Wenn «@ angiebt, wie viele der Coefficienten a, ... a2 ver- 
schwinden, so hat die linke Seite der vorstehenden Gleichung bei 
nicht-verschwindendem a,;-1 fiir m—1 den Werth 2—2a, fiir m=—=2 
den Werth 5—1/, endlich bei verschwindendem a,,, den Werth 
4 — 2m(l—2—a). Das erste ist nur mdglich fir «a =O und fihrt 
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auf B); der dritte Fall wird hiermit identisch (denn nachdem man 
in B) zunachst 7 mit 7— 1 vertauscht hat, kann man @, durch 
«@, — 2a@,_, ersetzen). Der zweite Fall kann nur fiir ]—4 einen 
positiven Werth fiir die rechte Seite ergeben und liefert dann: 

Oyy = Ayg = — 2, Ay = Ay = Ay, = Ay = — 1. 

Ebenso liefert die Annahme, dass ein aus (J —1)? Coefficienten 
bestehendes nach der Form C) gebildetes System einem Systeme /' 
Ordnung angehéren soll, nur fiir ] = 4 ein neves System 

Oy = Ay = — 2, Ay = Ay = Ay, = a, = — 1, 

Wir betrachten jetzt den Fall, dass das aus den ersten (J —1)? 
Coefficienten gebildete Untersystem / — 1'** Ordnung die Form D) hat. 
Wenn also fiir 1, x <1 jedes a,,—= — 1 ist mit Ausnahme von 

5 Q-1,1-2 = 4-2, 1-1 = 0, 
so muss sein: 
Qu Aix = An Axi - 
Fiir die Determinante A ergiebt sich der Werth: 
(—1/A=—8—4a,, a1 —+++—4 a3, 101-3 —(l—1) ai 1-2 G-2, 1 


—_ (l— 1) dy, 1-1 1,2 + 4 (G12 + 1-1) (a1: + ee --++ a-s,1) 
- 2(1 a 3) Mh, i—2 M—-1,1- 

Wieder soll @ angeben, wie viele der Coefficienten a,,...a:~s, 
verschwinden und m soll den Werth eines nicht-verschwindenden 
Productes ay; a;x bezeichnen. Wenn a;,;-; und a, beide von Null 
verschieden sind, so ist der Werth der rechten Seite 8 —4m—4am, 
so dass a=(0, m=1 sein muss; ist a,-1 oder a,» gleich Null, 
so ist der Werth 8 — (1 —1)m; fir aiit = Gio =O ist er 
8 — 4(1—3—«a)m. Von diesen Fillen ist der erste bereits angegeben ; 
der dritte ist damit aquivalent. Der zweite Fall kann nur fiir /—=6,7,8 
eintreten; wenn dabei « —0 ist, so kommen wir zu den Formen 
VIE, VILE und VII E. Kin anderer Werth von a fiihrt aber zu 
keinem neuen System; ersetzt man z. B. in VI E die w, durch a, —a@,, 
so wird ds; = ds: = 453 = 0; nimmt man — a, + @, + @, als @,’, 
so wird asi = 0, as: = a3 = — 1; fir — o, —o,-+o0,+ a, + 0, 
wird a5; = ds: = 0, as; = — 1, woraus die Aequivalenz leicht ersehen 
wird. Somit erhalten wir folgende Siitze: 

Fiir | = 4 giebt es ausser den vier angegebenen Systemen noch die 
beiden folgenden: 

IV E): ay = —2, ase = — 1 mit Ausnahme von 


yy = Ayy = Ay = Ay = — 2. 
Dazu gehiren die Wurzeln: 
@,...@,, @, — @,, @, — @,, @, — 2@,, @, —@,, @, — 2a,, 


€ 
@, — @3, @, — 203, @, — @,, @, —2M,, @ — @,, @, — @,— %, 
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6 
@_ — 3 — @, @ + @, — 203, @ + @, — 20,4, , + @, — O —%, 
¢ 
@, + @, — 2a, — @, @,-+ @, — @, —2a,, 2a, -+-a@,—2a, —2,, 
a, + 2a, — 2@, — 2a,. 


Fiir IV F’) sollen au = — 2, au = — 1 sein mit Ausnahme von 
Ag, = Ay, = Agy = Ay. = — 2. Dann bekommt man die Wureeln: 


@,*+..@4, @ — @,, @, — @,, 2@, — @,, @, — @, 2@, — aw, 
@, — @3, 2@, — @s, @, — W,, 2M, — M,, W; — Gy, + O, — Ws, 
@, + @, — @, 20, — @, — @,, 2@, — @, — @,, @, + @, — @ — @, 
2a, + a, — @, — @,, @, + 2a, — a, — a, 2a, +20, — a, — o,, 
2a, + 2a, — 2a, — @,, 2a, + 2@, — a, — 2a,. 


Die Determinante (3) § 13 liefert ausgerechnet: st — s? + 1 und 
verschwindet fiir zwilfte Wurzeln der Einheit. 

Mit Ausnahme der Systeme IV E) und IV F’) hat jedes System 
ler Ordnung, wofern es ein Untersystem 1 — 1" Ordnung von der 
Form B), C), D) hat, nothwendig auch ein solches von der Form A). 

Die vorangehende Untersuchung zeigt, dass fiir 1 = 3 ausser den 
Systemen A), B), C) kein weiteres einfaches vorkommen kann, wenn 
nicht dessen simmtliche Producte a, a, gleich 0 oder 3 sind; man 
iibersieht aber unmittelbar, dass das fiir ein einfaches System nicht 
angeht, Somit giebt es auch fiir /—4 nur die sechs einfachen 
Systeme A) bis F), und da die Systeme IV E) und IV F) in keinem 
einfachen Systeme fiinfter Ordnung vorkommen kénnen, so giebt es 
fiir 7 == 5 nur die vier einfachen Systeme A), B), C), D), zu denen 
fir 76 nur noch VI E) hinzutritt. Auch zeigt die Untersuchung 
unmittelbar, dass fir 77 zu den aufgestellten nur dann weitere 
Systeme hinzukommen kénnen, wenn deren einfache Untersysteme 
sechster Ordnung siimmtlich mit VIE) iiquivalent sind. Dass das 
nicht méglich ist, kann auf mannigfaltige Weise gezeigt werden. Wir 
theilen einen Beweis mit, welcher sich unmittelbar auf die Fille 1 = 8 
und 1 = 9 iibertriigt. 

Zu dem Ende vertauschen wir zuniichst in VIE) die Marke 1 
mit 7; dann ist a,; = aj; = dy = d;,; = 4, = — 1. Wir wihlen 
statt @, eine von @,...@, unabhingige, in m, und , symmetrische 
Wurzel; fiir @, — @, wird 

Any = — 1, ayy ++ = Ay, = 0; 
fir @,— @, wird 
Any = Agy =O, Ay = Ay, = 1, Og = — 1; 
fir — 0, — a,+ @, + @, + @, wird 


Ay, = 0, O37 = Ayy = G5, = — 1, Ag, = 9; 
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fiir @, + @, + @, — a, — @, — w, wird 


gy = Ay, = — 1, Ay, = as, = 9, Ay = — 1; d 

endlich fir — @,—@, — a, + @, + @, + 2, wird st 
ay = Ay; = Ay; = As, = VU, Ay, = — 1. c 

Nun legen wir fiir das aus den sechs ersten Marken gebildete . 
Untersystem genau die Form VI E) zu Grunde und suchen die a,,, a;,... ' 
so zu bestimmen, dass jedes weitere Untersystem sechster Ordnung 7 
entweder zusammengesetzt oder mit VI E) aiquivalent ist. Lassen wir d 
die Marke 6 weg, so erkennen wir, dass von den fiinf Producten , 


477,» + + + G57 @_, entweder zwei oder alle verschwinden miissen. Indem 


wir aber eine der Marken 5 oder 4 weglassen, erkennen wir aus der ’ 
mit der Form D) angestellten Untersuchung, dass 1) a,,a,, oder a, a5; 
und 2) a@74a5, oder a,,a@,, verschwinden muss. Endlich zeigt die soeben ‘ ‘ 
vorgenommene Vertauschung von 1 mit 7 und von @, mit andern : 
Wurzeln, welche Formen nach Weglassung der Marke 1 (und ent- . 
sprechend der Marke 2 und 3) noch vorkommen kénnen,. Wahlt man I 
Gy; =474,== —1, so muss a,,==ay,=0 sein, und zugleich a,,—=a,, = ay; . 
entweder = 0 oder = — | sein; beide Fille sind aber auszuschliessen, . 
da die Determinante aus allen a@,, alsdann verschwindet, Wihlt man 
aber a,,; = 0, a, = 4;; = — 1, so miissen erstens zwei der Coef- . 
é 


ficienten @,;, @;, 4; gleich Null sein und zweitens muss von je 
zweien dieser Coefficienten jedesmal einer verschwinden, was nicht 
modglich ist. Es giebt also fir 77 nur die aufgestellten Systeme. 
In gleicher Weise kann der entsprechende Satz fiir 1 = 8 bewiesen 
werden. Wir legen fiir das durch die sieben ersten Marken gegebene 
Untersystem die orm VII E) zu Grunde. Um zu erkennen, welche i 1 
Formen fiir das durch Auslassung der Marke 1 bestimmte Untersystem 
noch mdglich sind, vertauschen wir in VII E) die Marke 1 mit 8 und 





wihlen dann fiir w, alle diejenigen Wurzeln, welche unter Beibehaltung ; ] 
der @,...@, noch méglich sind und in denen , und @, symmetrisch ( 
vorkommen. Fiir w, selbst wird a, =---=a,, = — 1, fiir a, — a, : 
wird da, = —1, ay, = ++. = a,, = 0, fiir a, — @, wird ; 
Ogg = Azg = My = 0, sg = Ogg = 1, Gg = — 1, i 
fir — a, — @, + @, + @, + @, wird ( 
Ang = 0, Ayy = Ay = Ayy = Ay = — 1, ap = 0, . 
fir @, + @, + a, — a, — a, — @, wird . 
Oxy = Ogg = — 1, Ag = Ugg = yy = 0, a, = — 1, ( 


fiir — a, — @, — @, + @, + @, + 2, wird 
Ay = Ayg = 0, yy = — 1, Og = sy =O, a, = — 1, 
und fiir a, + @, + @, — @, — a, — a, — 2a,: 


Gog = Ayg = 4g = — 1, Oyg = Gy = —1, ay = 0. 
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Wahlt man entsprechend der einen durch Weglassung je einer 
der Marken 5 und 6 erkannten Méglichkeit a,,—= —1, a,, = ay, =0, 
so verlangt die durchgefiihrte Aufstellung, dass, nachdem aus den vier 
Coefficienten a@,,, Gog, Gg, Gs irgend drei ausgewahlt sind, jedesmal 
zwei oder einer verschwinden miissen; das ist aber mit der durch 
Weglassung der Marke 7 sich ergebenden Forderung unvereinbar, dass 
entweder diese vier Gréssen oder nur héchstens eine von ihnen gleich 
Null sein muss. Fiir a,,—=0, a@,, = as, = — 1 miissen zwei oder 
drei der Gréssen @,,, d2,, @33, Gs Verschwinden, was fiir die durch 
Weglassung je einer der Marken 1,2,3,4 sich ergebenden Méglichkeiten 
sicherlich mindestens einmal ein nicht geeignetes Untersystem liefert. 

Genau dieselbe Betrachtung gilt fiir 1 == 9 und demnach ergeben 
sich folgende Sitze: 

Fiir 1=3 sind nur die drei einfachen Systeme A), B), C) wnd 
thre diquivalenten miglich; fiir 1=5 und 1 > 8 tritt nur die Form D) 
hinzu. Dagegen kommen alle einfachen Systeme vierter Ordnung auf 
eine der sechs Formen A) bis F') und die 6", 7" und 8*" Ordnung 
auf die fiinf Formen A) bis E) hinaus. 

Jedes einfache System mit Ausnahme von IV E) und IV F’) hat 
mindestens ein Untersystem (1— 1) Ordnung, welches der Form A) 
diquivalent ist. 

Die Formen IIC), IVE), IVF) und VIII E) kommen als 
Untersysteme in keinem einfachen Systeme vor. 


§ 16. 

Die einfachen Systeme der Coefficienten a und die einfachen Gruppen. 

Wir gehen jetzt wieder auf § 12 zuriick, allerdings ohne den 
letzten Lehrsatz zu beriicksichtigen. Die Formel (2) desselben 
(1) Capy (Ma Og—@y) =O, Case (@a-+ Ms) = 0, 
wo «, B, y Nummern der Reihe 1...r— 21, @ eine der Reihe 
r...r—1l-+1 darstellt, giebt eine Relation zwischen den Wurzeln 
an, welche erfiillt sein muss, wenn (X,X,) von Null verschieden ist, 
ohne festzusetzen, dass (X,X,) wirklich, wofern die Bedingung erfuallt 
wird, von Null verschieden ist. Um dies zu erkennen, miissen wir 
die Gleichung (6) § 12 hinzunehmen: 


i—1 
(2) nel” wo — * (Coa Cas — CrmeCe'ea)> 
Sorer-¥ 
Unter Anwendung der Abkiirzung (8) § 12: 
(3) ve” a” = — 2E, 


Mathematische Annalen. XXXIII. 
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kann man diese Gleichung auch in der Form schreiben: 


(2’) eas E, =>: (ice a CacGvea): 


Hier sind c, x, c, x, ... Nummern der Reihe 1... 27 und 
@, + w, = 0, (X,X,) von Null verschieden 
i—1 
= v e,(”) dowel « 
0 
Jetzt nehmen wir an, wir fiigten zu den + @, - - - + @ nur die- 
jenigen Wurzeln hinzu, welche damit wegen der a,, nothwendig ver- 
bunden sind. Dann wollen wir beweisen, dass sobald fiir jedes v die 
Summe o) + ot) eine neue Wurzel darstellt, (X,X,) von Null ver- 
schieden ist, und dass speciell fiir w) + of) = 0 die Marke « statt 
einer der friiher gewahlten in die Reihe der +, x... eingereiht wer- 
den kann. 
Um diesen Nachweis zu fiihren, nehmen wir zunichst an, a,, sei 
negativ. Dann miissen mit + @,, + @, auch die Wurzeln 


+ (@, — @y), hin + (a, +a, @,) 
vorkommen, Wir bezeichnen @, — @, mit @,, — @, + @, mit @,’. 


Dann sind nach (2) die Gye, C’xa's Ca’x» Cam VOn Null verschieden. 
Bilden wir die Jacobi’sche Relation fiir a, a’, +, so folgt auch, dass 


(X,, Xa‘) von Null verschieden ist und durch X,. . . X,,4; ausgedriickt 
werden kann. In gleicher Weise schliesst man fiir 


@O, — 2@,+-- @ + Aiy@s- 

Man kann aber den Beweis auch dadurch fiihren, dass man eine der 
X,...X2; durch eine derjenigen Xf ersetzt, fiir welche a,—a, — a, 
und dann = @, — 2@,--- ist. Nun erhalt man aber alle aus @,, a, 
gebildeten Wurzeln, welche durch das System a,, gefordert werden, 
indem man fiir jede Wurzel a, — @, --- @, + a%@, die Coefficienten 
a in Bezug auf @, und w, bestimmt, also je eine der Wurzeln @, und 
@, durch die Wurzeln @,—@, ---@,+4,,@, ersetzt. Auch die 
weiteren Wurzeln, in deren Ausdruck drei der urspriinglich gegebenen 
Wurzeln @,...@,; vorkommen, erhilt man auf entsprechende Weise 
aus denjenigen Wurzeln, in deren Ausdruck nur @, und @, vor- 
kommen. So kann man fortfahren. Auch ist die Annahme, dass 
a.» negativ sei, nicht nothwendig, so dass wir zu dem Resultate 
gelangen : 

Soll in einer Gruppe p =r sein und sollen ftir eine Transformation 
allgemeiner Lage | Wurzeln der charakteristischen Gleichung von ein- 
ander unabhiingig und die tibrigen durch das zwischen denselben be- 
stehende System a,, gefordert sein, so kommt zu jeder Wurzel die ent- 
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gegengesetat gleiche vor; der Rang der Gruppe ist gleich 1, wnd jede 
Transformation gehirt einer 1-gliedrigen Untergruppe an, deren Trans- 
formationen mit einander vertauschbar sind. Wahlt man X,f ganz 
allgemein, X,1f ... X,14:f damit vertauschbar, so kinnen die iibrigen 
Xf... X uf so bestimmt werden, dass fiir a=1...r —1 jedesmal 
(X,Xa) = We Xaf..- (X41 Xu) = of  Kaf ist; sobald fiir jedes v 
die Beziehung besteht: w* +- a=, ist (X, Xs) von Null verschieden; 
wenn speciell @% + @%, = ist, kann (XaXa) durch X,... Xi 
so dargestellt werden, dass wenigstens einer der Coefficienten von Null 
verschieden ist. 


Jetzt setzen wir fest, dass das System der a,x einfach sein soll. 
Gehen wir dann von irgend einer Marke « aus und suchen alle 
Marken ¢,, fiir welche a, von Null verschieden ist, und dann zu 4 
die Marken ¢,,, fiir welche a,,,,, von Null verschieden ist, so kommen 
wir durch Fortsetzung dieses Verfahrens zu allen Marken 1... 1. 
Nun wissen wir, dass jede Marke @ auch an Stelle eines « genommen 
werden kann. Suchen wir aber alle Wurzeln @,,, welche zu beliebig 
gewiihlten w, addirt eine neue Wurzel ergeben und fahren damit fort, 
so gelangen wir nicht nur zu allen Marken 1...7, sondern auch zu 
allen Wurzeln. Wegen der im letzten Lehrsatze angegebenen Eigen- 
schaft kénnen wir jetzt auch von einem beliebigen X, ausgehen und 
diejenigen X,,f suchen, fiir welche (X.Xe,) +0 ist, dann zu den 
gefundenen X,,f die Xq,,f suchen, fiir welche dieselbe Forderung er- 
fiillt ist und damit fortfahren; dann gelangen wir nicht nur zu allen 
Xf... Xf, sondern auch zu mehr als 7 linearen Functionen von 
X,f...X--i41/, von denen / unter einander unabhiingig sind. Daraus 
folgt, dass die Gruppe keine invariante Untergruppe besitzt. Alle 
inf. Transformationen der Gruppe zerfallen nimlich in drei Classen: 
a) ganz allgemeine Transformationen, b) die Haupttransformationen 
von zweigliedrigen Untergruppen, denen ganz allgemeine Transfor- 
mationen angehdren, c) -solche, welche eine Mittelstellung einnehmen. 
Als Repriisentanten einer der ersteren kénnen wir X,f wihlen; soll 
diese in einer invarianten Untergruppe vorkommen, so hat die vor- 
stehende Betrachtung ergeben, dass derselben alle Transformationen 
der Gruppe angehdren miissen. Ebensowenig kann eine Transfor- 
mation der zweiten Classe, als deren Repriisentanten wir eine X, / 
wihlen kénnen, einer invarianten Untergruppe angehéren. Stellen 
wir aber eine inf. Transformation der dritten Art mit allen r Trans- 
formationen X,/f...X,f durch die Operation (Xp X,) zusammen, so 
gelangen wir zuniichst sicher zu solchen von einfacherem Ausdruck, 
bis wir durch Fortsetzung zu einer X,f... X,—.f gelangen, so dass 
auch dieser Fall nicht méglich ist. Somit ergiebt sich folgender Satz: 
3* 
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Wenn in der charakteristischen Gleichung 1 Wurzeln beliebig sind 
und alle anderen eine Folge der zwischen jenen bestehenden Coefficienten 
x sind, und wenn dann das System dieser Coefficienten einfach ist, 
so ist auch die zugehdrige Gruppe selbst nothwendig einfach. 

Beilaufig erw&hnen ‘wir noch folgendes Resultat, auf welches wir 
erst im folgenden Theile niher eingehen werden: 


Wenn man fiir eine Gruppe nur diejenigen Wurzeln czuliisst, welche 
durch ein 2us engesetetes System von Coefficienten a,, gefordert 
werden, so besteht die Gruppe aus mehreren invarianten Untergruppen; 
aber die Transformationen, von denen je eine Untergruppe gebildet 
wird, sind nicht vertauschbar, sondern gehoren einer einfachen Gruppe an. 

Wenn umgekehrt eine Gruppe einfach ist, so kann man unter 
den Wurzeln der zugehérigen charakteristischen Gleichung immer / so 
wihlen , dass das zugehérige System der a,, einfach ist. Wenn nimlich 
das System zusammengesetzt ist und durch die Marken 4, ...t ein 
darin enthaltenes einfaches Theilsystem bestimmt wird, wo @ auch 
gleich 1 sein kann, so bestimmen die 2g Marken « ... t, t'... t¢ 
unter der Bedingung @,, +; =0...@,-+-@,—=0 eine Unter- 
gruppe. Diese wird invariant sein, wenn nicht mindestens eine 
in dieser Untergruppe enthaltene inf. Transformation X,/ mit einer 
derselben nicht angehérigen Transformation X,;f durch die Operation 
(X_ Xs) verbunden, zu einem von Null verschiedenen Ausdruck fiihrt. 
Dann wird w% + o* fir jedes v zu einer neuen Wurzel fiihren. Dem- 


nach kann der entsprechende Coefficient ag nur dann gleich Null 
sein, wenn die Wurzeln o* + Ao} und @ — aw» fiir ein ganzzahliges 





a vorkommen. Ersetzi man dann wg durch @, + amg, so wird der 
zugehorige Coefficient az von Null verschieden sein. Sollte nun die 
Marke @ nicht zu den Marken 4, ...t gehéren, so kann man nach 
den Untersuchungen des vorigen Paragraphen die Marke « mit @ — 1 
andern dem Systeme (, . .. tg) angehérigen Marken so verbinden, dass 
das neue System einfach bleibt. Fiigt man die auf die angegebene 
Weise bestimmte Marke 6 hinzu, so ist das Untersystem go‘ Ordnung 
durch ein einfaches System ersetzt, dessen Ordnung mindestens g + 1 
betriigt. Auf diesem Wege muss man zu einer Wahl der 7 Wurzeln 
gelangen, fiir welche das System der a,, einfach ist. 

Wenn es aber nicht méglich ist, durch passende Wahl der / ersten 
Wurzeln alle andern als Folge der zwischen jenen bestehenden Coeffi- 
cienten @,, zu erweisen, so muss die Gruppe eine invariante Unter- 
gruppe besitzen, Werden namlich mit +, x ... Marken bezeichnet, 
welche dem einfachen Systeme angehéren, wihrend a, 8 ... demselben 
nicht angehéren, so fiihrt, wie die GI. (2) lehrt, jedes (X,X.), wo- 
fern es von Null verschieden ist, auf eine ausserhalb des Systems vor- 
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. handene Marke. Diese letzteren (uimlich die Marken «, 6...) werden 
“ also eine invariante Untergruppe bestimmen, wenn nicht ein (X, X,) 
. auf ein X,f fiihrt. Sobald aber ein Coefficient c.g, von Null ver- 
. schieden ist, bilde man die Jacobi’sche Relation fiir (@Bv’), und aus 
. , dieser folgt, dass entweder (X,X,.’) oder (XsXy) von Null ver- 
; schieden ist. Somit muss mindestens eine der Marken a oder 6 dem 
e System der t,x... angehdren. 
rt 4 Dass mehrfache Wurzeln am Beweise nichts indern, zeigen Unter- 
3 suchungen, wie sie abnlich in § 8 fiir 7 = 1 angestellt sind. Wollte 
t ‘ man nimlich annehmen, dass die ersten, den mehrfachen entgegen- 
be gesetzt gleichen Wurzeln entsprechenden Transformationen ,durch 
r ’ X,f... Xriuif ausgedriickt werden, so zeigt man auf dem dort vor- 
*) gezeichneten Wege, dass die weiteren zu diesen Wurzeln gehdérigen 
h Transformationen zu einer invarianten Untergruppe fiihren. Der Fall 
n aber, dass die ersten zu entgegengesetzt gleichen Wurzeln gehdrigen 
h Transformationen vertauschbar sind, die spiitern aber nicht, wird in 
7 derselben Weise wie am Schlusse von § 8 erledigt.*) 
- Daraus folgt der Satz: 
e Aus den Wurzeln, welche die charakteristische Gleichung fiir eine 
r einfache Gruppe hat, wofern man eine allgemeine Transformation cu 
i Grunde legt, lassen sich immer | von einander unabhingige Wurezeln 
so auswiihlen, dass das System der sugehdrigen Coefficienten a, einfach 
. ist und dass alle andern Wurzeln durch diese Coefficienten gefordert 
l werden. 


§ 17. 
Die einfachen Systeme von allgemeinem Charakter. 


Der vorige Paragraph hat gezeigt, dass wir, um zu allen ein- 
fachen Gruppen zu gelangen, von den einfachen Systemen der Coeffi- 
cienten a ausgehen miissen, und dass, wenn zu einem solchen System 
eine Gruppe gehdrt, dieselbe nothwendig einfach ist. Es eriibrigt 
also nur der Nachweis, dass zu jedem einfachen System eine Gruppe 
gehért. Dieser Nachweis ist nicht schwer zu fiihren: nachdem das 
System der a aufgestellt ist, bildet man die simmtlichen Jacobi’schen 
| PS Relationen, welche nicht identisch verschwinden, und leitet daraus die 





~ 


*) Dabei muss ich jedoch bemerken, dass sich an der betreffenden Stelle 
(diese Annalen Bd, 31, S. 284) ein Versehen eingeschlichen hat, indem statt X,_, 


stehen muss X,. Wenn dann 2, keine Wurzel ist, so geniigt die hingeschriebene 
Relation; im andern Falle bilde man fiir , = 2, noch die Jacobi'sche 
Relation (ca; Bo 7). 

(Juni 1888). 


Y 
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Coefficienten ¢,., her. Im Ausdruck derselben kommen noch einige 
willkiirliche Factoren vor, wie auch in der Natur der Sache begriindet 
ist. Denn einmal kénnen die Transformationen X,f... X,-1u4if 
durch J beliebige andere, von einander unabhiingige Transformationen 
dieser 1-gliedrigen Untergruppe ersetzt werden; ferner kann man die 
y — 1 Transformationen X,f...X,~,f je mit einem beliebigen Factor 
m,-..M,—, multipliciren, oline dass die w, sich iindern. Umgekehrt 
kann diese Willkiir dazu benutzt werden, um den Coefficienten még- 
lichst einfache Werthe zu verschaffen. 

Um die Aufziihlung recht kurz zu machen, wollen wir, wenn es 
angeht, von bekannten Gruppen ausgehen und zeigen, dass sie zu 
Systemen gehéren, wie sie im § 15 gefunden sind. 

Die allgemeine projective Gruppe des /-dimensionalen Raumes ist 
an einer friiheren Stelle (§ 6) in folgender Weise angegeben: indem 
wir t,*,4... Marken der Reihe 1.../ sein lassen, verstehen wir 
unter Xy.f, X.of, X.. f, X.x/ infinitesimale Transformationen ; zwischen 
denselben sollen die Relationeu bestehen: 


(Xx Xx a) — Xia + 0.x Asx; (Xxo Xoa) — Xxa as da >) Xn 
(Xox X,2) — Xoa; (Kes Xx0) =—=—_ adie 


Gehen wir von der Transformation 2», X,,f aus, so bilden 
Xo, Xo., Xix die Hauptelemente der die gegebene Transformation 
enthaltenden zweigliedrigen Untergruppen. Die charakteristische Glei- 
chung hat also in der That die Wurzeln + @,, +-(@,— @,) und ge- 
hért somit zu dem System A). Um aber zu zeigen, dass zu diesem 
System keine andere Gruppe gehdrt, fiihren wir statt der in § 12—16 
benutzten Bezeichnung eine andere ein. Wir setzen 


Xf= > aXul, Xaf=)) wXuf us, w. 


und bezeichnen die zu @, gehdrige Transformation mit X»,, die zu 

—o, gehdrige mit m,X.o. Dann lassen sich die Coefficienten 

Mm, H ...m, 8o wihlen, dass jedes (Xo, X,o) den oben angegebenen 

Werth erhiilt, = —1, o” =0 fiir y Sc wird. Indem man dann 

noch zu @,— @, die Transformation m,,X,, gehdren liisst, lassen 

sich die m,,, m,, eindeutig so bestimmen, dass alle Gl. (1) erfiillt sind. 
Wir gehen jetzt zu der Form D) iiber und setzen fiir 


a=1---l—2:@—a4,+72, 
OH. SK 1+, = — Wit + Wy. 
Dann lassen sich alle 1(21— 2) Wurzeln in der Form + x, + 2, 
darstellen. Nun haben wir bereits friiher fiir +, x—1...2/ aus 
1(21 — 1) Transformationen X,,/ (= — X,.f) eine Gruppe gebildet, 
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fiir welche die Relationen (X., X.2) = Xyaf, (Xix Xiu) = 0 bestehen. 
Gehen wir hier von der Transformation 


M2 X12 + Nga Xgq + + HE Me—-1,20 Xera2r 
aus, so erscheinen alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung in 
der Form + 2, + 2,. Diese Gruppe gehért also zu dem System D), 
und zwar, wie man ebenfalls leicht sieht, gehért keine andere Gruppe 
zu diesem System. 

Fiir das System B) ersetze man @,...@, durch die 2 Wurzeln: 
O— @,, @,— @,-- + @— @-_1, @. Alsdann lassen sich alle 
Wurzeln in der Form darstellen: + @, + @ + @,. Diese 2]? 
Wurzeln finden sich aber in folgender Gruppe: wir setzen fiir 
a,B=1...21-+1 die 1(2/+1) inf. Transformationen X.¢(—- Xa) 
voraus, so dass fiir ungleiche Werthe von a, 6, y, 6 die Relationen 
bestehen: 

(Xap Xuy) —_ Xerf; (Xap Xs) = (), 
Fiir die Transformation 


M2 Xyq + Myq Xgy bo + He Mars, Xei-1,2:f 
hat dann die charakteristische Gleichung die oben angegebenen Wurzeln, 
Somit gehért diese Gruppe zu dem System B) und zwar, wie man 
leicht beweist, als einzige Gruppe. 

Eine Gruppe, deren Wurzeln das System C) befriedigen, war 
bisher nicht bekannt. Zwar kann man fiir diese Gruppen auch eine 
Form angeben, welche der fiir B) aufgestellten Form entspricht; aber 
ich hoffe, dieselbe noch wesentlich vereinfachen zu kénnen, und dess- 
halb méchte ich dieselbe noch nicht mittheilen. Ich begniige mich 
also damit, aus den Jacobi’schen Relationen eine Darstellung dieser 
Gruppen herzuleiten, obwohl dieselbe noch etwas an Uebersichtlichkeit 
zu wiinschen lisst. 

Wir ersetzen die @,...a@, durch 2@,—@,, 2@,— @...2 61 — @), 


und kénnen dann alle Wurzeln in der Form +- a@,, Sa 2% dar- 


stellen. Diesen r — 7? Wurzeln entsprechend, bezeichnen wir auch 


die 21? ersten Transformationen durch 
, ay eee a Xger Xs 40? 2° 
2 2 2 2 


x xX 


Wir setzen: 
Sow --Deer-- 220-39 


(2) 1 
2 Cite Mtn = PP Cen (0? +e") = ~2 Ch.» (@ + 2") 
2 2 2 2 


— ~ 2B gg = — 3g — 2a 
2 2 2 
x 


und entsprechend fiir “— 














W. Kitunea. 
Dazu treten die Gleichungen: 
(3) >? or =0, > 2 =, >i ao, = 0, 
2 . if 


wenn t,x,v als ungleich vorausgesetzt werden. Somit lassen sich 
aus dn E,, E,,,, a? die e,”, e’,, einfach berechnen. Speciell er- 


t = 
halten wir: 
v , 
e e 
+x v v =< id ‘4 
(4) = Te aeadiah eae a, Se. 2 
7 Al > , —— . 
Buy E, E, L_, ‘ E, 
2 2 


Die Jacobi’schen Relationen 


== % t—X =— § x $= 
(c, —t, ms 41 (c, —t, ‘—*), ts, ———s i), 


(— +8 ~~, (t+, =o, ‘), t+ a a 


? 2 ? 2 





liefern folgende sechs Gleichungen, von denen eine eine Folge der 
andern ist: 














— 2 
¢ tx tx Cpe —+s .. i—x —i—x _ t—* t-x =I 
2 2 : — ee 
—_ = Ya? 
Cite te Cohn ‘—x* ae Cx —i-—x — —t+x = 29x) 
, Ss “. F - s. z a. 2 
7 Qq2 
Cupx Pee a C_ite =e_. ™ 6.50: ‘—x CH. tx = 2904 ° 
oe “ a s S 2 





Indem wir eine Grosse p,, willkiirlich wahlen, folgt: 




















9, , = 9, 9.—x 
Ss 1 2 
i -= he ">: € - -. - ’ 
L sll ad a nad Iut-v —s6 ar ss Prx Iitx 
2 2 a 2 2 + 
9, Ix g, It» 
: c = = 3 — Cc = -—— 1 ae 
(5) “eo Pas a. _, = Pin Gunn 
7 . = 
Det» G.—x Iitxn Ix 
2 2 y ‘ iz 
¢ ae stnsegt : — ee ee 
t+xi—x ? —t— x —e+x 
ey Pa % + 7 I 





Die Jacobi’sche Relation fir (ts, odggemnting. at as *) liefert : 
(6) c 


2 ? 


c 2 
ete —t+d pe a uta ——z —-- = Iitn ° 


 -s so s”6 US 2 





























OAD EADS Se ES SEER EAE EE 





Zusammensetzung von Transformationsgruppen. II. 41 


Die iibrigen Jacobi’schen Relationen, in denen nicht simmtliche c 
verschwinden, kénnen einmal dadurch gebildet werden, dass man drei 


—t+-xn —t—x 


Marken uimmt, deren Summe verschwindet, z. B. (c ——— —— 
(+E —e+a 
2 
stehenden Relationen von selbst befriedigt. Ausserdem kénnen wir 
zur Bildung einer Jacobi’schen Relation drei Marken wihlen, fiir 
welche die Summe der entsprechenden Wurzeln eine neue Wurzel 


liefert, wiihrend auch schon die Summe zweier zu einer neuen Wurzel 


fiihrt. Von diesen liefert auch jede Relation (c » %, t=") keine 
neue Beziehung zwischen den Coefficienten. Dagegen folgt aus 


(, ed —++1), 


<i 8. : 
; = ): Diese werden durch die vor- 





oder 











2 

(7) c —t+x efx Coe th xa ee - t+ ea Cura —t+x x+2 

——  . . w= “7 Oy ee ee 
—t+u —% ri 

aus (c, + 9 st ): 

(8) mea ote Cote mika ot © meh ot lube Sind ete 
a 2 a ee . . eS oe ae 
t+u ef-t —24— +’: 

und aus (t+, Sn 

(9) Cura —x+A (—* Cx tx P — Cue —x—i ia Ch» +2 * 

. = 6 eae 2 : x (ee 











Endlich liefert die Relation ({t*, —tt4, —*+#) gic 
Gleichung: 
(10) Cote eb ett Sete mete tT matw cee che Cob ibd dtu =O 
2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 


- In den Gl. (6)—(10) darf man nicht nur die einzelnen Marken 
vertauschen, sondern auch die Vorzeichen der Marken beliebig indern. 
Aus (6)—(9) folgt: 








94x Ie—a 
(11) D VV Pet PinPa “FF, 


2 
- 


Um alle weiteren Coefficienten c in gleicher Weise darstellen zu 
kénnen und um hierbei namentlich das Vorzeichen richtig zu bestimmen, 
zerlegen wir in (11) die Wurzel rechts in sechs Wurzeln, und setzen 
dann: 


(12) VP,» = iVDix; VP =, Vp. = Tin . 
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Diese Festsetzung steht in Uebereinstimmung mit den Gleichungen 
(5). Ausserdem werden jetzt alle Gleichungen (6)—(10) befriedigt, 
so dass die Existenz der Gruppen bewiesen und ein Ausdruck fiir die- 
selben angegeben ist. Dieser kann durch passende Wahl der X,/f... 


X,-14if und durch Multiplication von X_,, X,,,f mit passenden 


2 
Factoren noch etwas vereinfacht werden. So kann man _ bewirken, 


dass ist 0 = — 2, a= 0 fiir « S v, und dass g=1, 
2 = 1, und jedes p,, fiir positive Werthe v, x gleich eins ist. Die 


hierdurch eingefiihrten Vereinfachungen brauchen wir nicht hinzu- 
schreiben. 

Die vorangehenden Entwicklungen haben uns folgenden Lehrsatz 
geliefert: 

Zu jedem der (allgemeinen) einfachen Systeme A), B), C), D ge- 
hort eine und zwar eine einzige einfache Gruppe, welche jedesmal mit 
demselben Buchstaben bezeichnet werden soll. 

Die Gruppe A) ist l(l + 2)-gliedrig und identisch mit der Gruppe 
der allgemeinen projectiven Transformationen des l-dimensionalen Raumes ; 
um sie recht einfach niederzuschreiben, wiihle man fiir t, x=1...1 
die inf. Transformationen Xo,, X.o, X., und setze fest: 


(Aw Xxa) = — Xi, + &a Xxx, 
(Xo Xo2) = — X,, — te >) Man: 
(Xow Xx2) = es Xoa; (Xix X x0) — Xv 


und (Xin Xj.) = 0, wenn weder t= wu, noch x = A ist. 

Die Gruppe D) ist identisch mit der Gruppe der Bewegungen in 
einem (21 — 1)-dimensionalen Riemann’schen Raume; man wihle fiir 
t, x= 1... 21 die 1(2l— 1) inf. Transformationen Xixf(= — Xx.f) 
und setze fest: (XixXa)—=— Xeaf, (Xix Xaux) — 90 fiir ungleiche 
Werthe von t, *, A, w. 

Die Gruppe B) ist identisch mit der Gruppe der Bewegungen in 
einem 21-dimensionalen Riemann’schen Raume; um sie dareustellen, 
wihle man fiir t,x =—1...21+1 die inf. Transformationen 
Xin (= — Xx.) und lasse sein: 

(Kee Xa) = Xzaf; (Xix Xiu) == (), 


Die Gruppe C) ist ebenfalls 1(21-+ 1)-gliedrig; man wahle zur 
Bestimmung der Gruppe die inf. Transformationen: 
X,f,; Xpaf... Xmuif, X.f, X_.f, Xf; > a F , 
2 2 = 


Dann bestehen folgende Relationen : 
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(X,X.) = @, b (X, X_.) SR a, X,, 
e Xu) ess ; (@, + @,) Xi. f us. w. 
2 


2 
; (X,-1X,) = @, X,, (Xp Xx-.) — wo, X,, 
cs x) =F (0! + of) Xi f° 
i 2 
(x, x.) ams e, X, + e X, r—l +: 
(Ae a) is Cape Xe + Cot aan + 
2 2 2 


Setzt man 


1 
. e. @,” eae 29, » ¢, x pe (oe + @,”) ane gl 2g" x? 
2 4 + 


LS 


3 so ist 
3 Cpe y v 
4 i e, 4 ey — 
: ee Es Ere ik 
4 2 
Indem man ferner fiir positive Werthe v, x die 21(l — 1) Coeffi- 
, cienten p.» willkiirlich wihlt und fiir negative Werthe festsetzt, dass 
> sein soll: 
V Px = iV Pix» VP =; 


VPux 
kann man alle weiteren Coefficienten ¢ durch die Gleichungen darstellen: 


I. Ii—x Ietn Ix 
: os ima 2 P aac 2 20 2 
p etecte “Bie Gs ete, Se” 
2. 2 = ae, 
2 
Ietxn Ie—a 


i : _ VePerVPixVPa 2 2 

a =u VPrx V Px V Par “3 
Obwohl es nicht in unserer Absicht liegt, die Frage nach den 
Untergruppen, welche in einer gegebenen einfachen Gruppe vorkommen, 
an dieser Stelle vollstindig zu behandeln, glauben wir doch darauf 
hinweisen zu sollen, welche Bedeutung die Entwicklungen des § 15 
fiir diese Frage haben. Soll zuniichst eine einfache Gruppe des Ranges / 
eine einfache Untergruppe desselben Ranges besitzen, so miissen nicht 
nur simmtliche Wurzeln der letzteren (der Untergruppe) in der Haupt- 
gruppe vorkommen, sondern es muss auch, wenn die Summe irgend 
zweier von diesen Wurzeln eine Wurzel der Hauptgruppe ist, sie es 
auch in der Untergruppe sein, oder mit andern Worten: wenn 
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@a, @g... die Wurzeln fiir die Untergruppe sind, so miissen diese 
simmtlich in der Hauptgruppe vorkommen, und zugleich miissen die 
Coefficienten a, fiir je zwei Wurzeln in der Gruppe und ihrer Unter- 
gruppe identisch sein. Daraus folgt, dass nur die Gruppe B) eine 
einfache Untergruppe gleichen Ranges besitzt, niimlich die Gruppe D). 

Um nun eine einfache Untergruppe vom Range 7 — 1 zu finden, 
hat man zwei Fille zu unterscheiden, nimlich ob die gegebene Gruppe 
aus der Untergruppe durch Hinzufiigung einer U'" Wurzel gebildet 
werden kann oder nicht. Der erste Fall ist in § 15 erledigt, der 
andere ergiebt sich daraus von selbst. Das liefert den Satz: 

Unter den vier Formen A), B), C), D) ist die Gruppe B) die 
einzige, welche eine einfache Gruppe gleichen Ranges zur Untergruppe 
hat, und gwar hat letetere die Form D). Dagegen hat jede einfache 
Gruppe von einer dieser vier Formen Untergruppen | — 1" Ranges, 
welche nach der Form A) gebildet sind; alle einfachen Untergruppen 
dieses Ranges haben fiir eine Gruppe A) vom Range | wieder dieselbe 
Form; jede einfache Untergruppe (l — 1)" Ranges fiir eine Gruppe C) 
vom l= Range hat die Form A) oder C), fiir cine Gruppe D) die 
Form A) oder D); eine einfache Gruppe B) vom Range | hat einfache 
Untergruppen des Ranges | — 1 von der Form A), B) und D). 


§ 18. 
Die zu den einfachen Systemen speciellen Charakters gehérigen Gruppen. 
Zu dem System II C), wo a,, = — 1, a, = —3 ist, gehdren 


die Wurzeln 
+o,, +@,, +(@,—@,), +(2@,—,), +(3@,—@,), +(30,—20,). 


Ersetzt man hier @, durch — w, + @,, so lassen sich die Wurzeln in 
folgender Weise ausdriicken: 


@s, Wo, @,—M, +, 2@,—@,, w, — 2a», 
nebst den entgegengesetzt gleichen. Diese zuletzt hingeschriebenen 
Wurzeln sollen der Reihe nach durch @,, @,, @,, @,, @,,@, und die 
entgegengesetzt gleichen durch wy, @y ... @g bezeichnet werden. 
Ebenso mégen die zugehérigen X,f dargestellt werden und statt 


X,f, Xr+f resp. X,fund X,f geschrieben werden. Ausserdem soll 
gesetzt werden: 


, , , , , , 7 
€,,+¢, @,=—2E,, ¢0,+¢6,0,—=— E,, ¢0,+¢,'0,/—=—E,, 

, ’ , , ‘6 , ‘ 7 
CW; @,—=— E,, ¢,0,+¢6,0,=—2E,, ¢,0,+¢,0,— E;,, 

’ , , 8 , ’ 
€,0,+¢,0,—=— E,, ¢0,+¢,0,—=— E,, ea,+e a, =0, 


€4@,+6, @,,—=— Ey, 60,+6, a,'—=0, C50, + 4 @, = Ey. 
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Daraus ergiebt sich: 


e3 ey €2 + es 1 2e aa Ca 


1 2 
BR i, = +): EK” 8\K #£” 
‘ = 14 ake 2-3) 
Ey 
und entsprechend fiir e, .. . é. 


Die Jacobi’schen Relationen (c, ’, x) liefern fiir g,2 — FE, folgende 
Gleichungen : 





3 1 
Ci = 3p, Ae, Coy = a, Car = P, 7. » au = ee 
1 HGs 9s 19s 3 19s 
Cayo oS CO CU ais = ~ e Cc =3 —— ye ee 
41'2 Dr oe” 412 Pr de? 135 Po g, ? ss Pe 95’ 
I Is 1 9s 1 989s 99s 
C13 = 4 Cry" => — . Car, =S= — Car): = 
513 Po - 9s 513 mm h 351 a a 35'1 Peo a 
2 2 
C1 = 2p, -. as = D r}. C3 = Ps _, Cray == 2p, +h 
2 9s oy, 9s 929s 1 929 
Cy = SS a y as Z es C263 = eo one = 
= Ps 2’ Cars Ps 9° Ps 9’ ~— MD I’ 
929s 3 929s I39s 1 939 
Cs'2g == a Gg = Ss Cay = _— . = — 
v= SP ge Cre gy Cot My gs Coe = 
Ie 1 1 
1 
cre = 5 Hy co mE 


Von den weiteren Jacobi’schen Relationen beriicksichtige man 
noch (1 26), welche die Forderung enthilt: 


Pi Ps = Po Ps- 
Alsdann sind alle Jacobi’schen Relationen erfiillt. 
Durch passende Wahl von X, und X, in ihrer zweigliedrigen 
Untergruppe und durch Multiplication von X, und Xy mit einem 
passenden Factor kann man bewirken, dass ist: 

(X, Xv) = 2X, f+ Xf, (AX, Xx) = Xj, f+ 2Xpf; 
o=—-—1, a, =0, a,—0, a=—=—1, E=—£,—1. 
Ebenso kann man X,, Xs... mit gewissen Factoren multipli- 

ciren und diese so wihlen, dass ist: 

E,=f,=£,=E,=1, p= 2 — p=, = 1. 

Dann ist zugleich p, = 1. 

Somit erhalten wir folgende Ausdriicke: 
(X,X,)=—Xf, (X,Xv)—Arf, (X,X,)—0, (X, Xv) =0, 
(X, X,)=0, (X, Xy)=0, (X,X,)=—X,f, (X, Xx) —X,f- 
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Da man unmittelbar iibersieht, welche Werthe jetzt w,—, u.s. w., 
sowie ¢,,, und die weiteren c annehmen, wird es nicht néthig sein, 
diese Ausdriicke hinzuschreiben. 

Die Wurzeln des Systems 1V E) kénnen in folgender Weise ge- 
schrieben werden: 





+ a, + a+ ox, Eto be, 


Wir wollen demnach die unendlich kleinen Transformationen, durch 
welche die Gruppe bestimmt wird, mit 
X;, Xp-1; X,-2, X,~33 Xin, Xiitxy xX 


+1+2+3+4? 


» 


bezeichnen. In entsprechender Weise werden anch die ¢,’, g.’ u. s. w. 
eingefiihrt. Dann gelten die Gleichungen: 


c c = 9,” 
_ theese —1494s44 “rpepsta tyepspa = Ir 
l 2 2 1 2 
(1) ; 
Ci—e—s-4 1-3-4 “asa getsea, = Iipopsts 
2 2 2 2 


nebst denjenigen, welche hieraus durch Vertauschung der Nummern 
und deren Vorzeichen erhalten werden. Um diese Gleichungen zu 
befriedigen, kann man 


et 1—243-+44 —1—2+43+44? es 142-244 —142—3-+44? 
2 2 


(a) ¢ 1424344 —14+24+3-44? 
2 2 2 


—1 
2 





¢. t+248—4 —14243-4 
2 2 


und diejenigen zwolf Coefficienten, welche hieraus durch cyklische 
Vertauschung der Marken hervorgehen, willkiirlich wihlen und dann 
die siimmtlichen ¢ berechnen, unter deren Marken eine Marke +- + 
vorkommt. 

Bildet man aber die Relationen 


‘ 1—2 3+4 ¢ —1—2+3-+44 
(1, —12, 2—2E2t*) ond (1, —1 42, =P 8tSts), 
naimlich 
f 1,142.6. ~ 2-444 1424344 


2 2 


+t, go RH ets Soi pedsea pedis = 9, 
j z 2 2 2 
(2) 
C1,—1-42,2 © _1o4 944 1494344 
2 2 
0 


age, ceeeeees 





+ C_i_94344 1-2-+43-+44 C)_eisia 
a 2 . 


‘ 
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so folgt daraus: 





(3) C miets44 ttepsta © —124se4 -1404544 
2 2 2 2 


To -1-2psne r-atses Cimogsde rpepegs = O. 
2 2 2 2 


Diese Gleichung und die entsprechenden lehren, dass man ausser den 
vier oben hingeschriebenen Coefficienten (a) etwa nur noch 


C giteies atstay © ite-sea espar % i4opsts rye—s44? 
2 2 2 2 2 2 


c ite ts+4 1429+3—4 
tthe pete 


willkiirlich annehmen darf. Endlich kann man aus den Gleichungen 
(2) und den Relationen 


($= P+ 34 wk =e 8-4 , i+ 2) 


9 
“ 
- ry c ane SS 


alle weiteren Coefficienten c berechnen. 
Die Wurzeln des Systems IV F) kénnen in folgender Weise ge- 
schrieben werden: 


+, = . + tent ot oe f 


Die Jacobi’schen Relationen 


(1, 1, —Pt8te+e), Catetsde 1-9-4 4) 





> 


(1,2, —1—*+2+*) 


fiihren zu Gleichungen, welche mit den Gl. (1) und (3) identisch sind. 
Daher lassen sich die siimmtlichen Coefficienten, welche aus 


C eH -14 84844 
2 2 


durch Vertauschung der Marken und ihrer Zeichen hervorgehen, in 
derselben Weise durch acht willkiirlich gewihlte Gréssen darstellen, 
wie bei IV E). Zur Bestimmung der iibrigen findet man quadratische 
Gleichungen, wie bei der Form C), 

Was die Form VI E) betrifft, so vertausche man bei den in § 15 
aufgezihlten Wurzeln zuniichst die Marken 5 und 6 und stelle dann 
die mit den neuen Marken 1...5 versehenen Wurzeln in der Form 
+ ,-+ , dar, wo +, x ungleiche Marken der Reihe 1...5 sind. 
Hierzu kommen: 


O, M+ —O, 1+ a+ m+ m— w% 
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nebst den entgegengesetzt gleichen. Ebenso vertausche man in den 
oben aufgezihlten Wurzeln des Systems VII E) die Marken 6 und 7 
und man kann dann alle Wurzeln bis auf ihre entgegengesetzt gleichen 
in der Form angeben: 


H+ My, M— Ae, DO, + A— OO, 1+A,+ m+ %— @, 
H+ %,+%,+%,+2,+%—O,, 2,+2,+2,+2,+2%,+ % — 20, 
Genau so ist es mit VII1 E), wo wir die Wurzeln erhalten: 


Ui + Me, M— My, O, U+Ae—@, @+a,+m+ M%.— a, 
TH, +++ + M%, — Oy, %,, +++. + M, — 2a, 
22, +t, +%, ++, + m+, — 20,, 
wo t, x... ungleiche Marken der Reihe 1...7 sind. Die Berechnung 
aller Coefficienten ¢ bietet keine Besonderheit. 

Dass die auf dem angedeuteten Wege gefundenen Coefficienten c 
wirklich simmtlichen Jacobi’schen Relationen geniigen, dafiir spricht 
auch der folgende Umstand. Multiplicirt man siimmtliche X,f mit 
beliebigen Factoren, so iindern sich die Ausdriicke fir (X,X,), aber 
jedesmal nur so, dass alle Jacobi’schen Relationen giiltig bleiben. 
Auch ist die Zahl der willkiirlichen Constanten, welche durch diese 
Relationen noch gelassen werden, so gross, dass sie durch bestimmte 
Wahl jener Factoren vorgeschriebene Werthe erhalten kénnen. 

Somit erhalten wir folgenden Satz: 

Fiir 1=2 entspricht dem allgemeinen System D) keine einfache 
Gruppe und diejenigen beiden Gruppen werden identisch, welche den 
Formen B) und C) entsprechen. Ausserdem giebt es noch eine vierzehn- 
gliedrige einfache Gruppe vom Range zwei. 

Fiir |= 4 kommen zu den allgemeinen Formen A), B), C), D) 
noch zwei einfache Gruppen von 52 Gliedern hinzu. Die eine von 
diesen hat die Gruppe IV B) zur Untergruppe. 

Auch fiir 1=6,7, 8 giebt es ausser den allgemeinen Formen noch 
je eine specielle einfache Gruppe; dieselbe hat 78 Glieder fiir 1 = 6, 
133 fiir l= 7 und 248 fiir 1 = 8. 


Braunsberg, 2. Februar 1888, 





Zur Theorie der aus ~ Haupteinheiten gebildeten complexen 
Zahlen. 


Von 
Frieprica Scuur in Dorpat. 


Will man den Formalismus der elementaren Rechnungsoperationen, 
denen héhere complexe Zahlen unterworfen sind, in seinem wahren 
Zusammenhange verstehen, so scheint mir die Theorie der Transfor- 
mationsgruppen hierzu das geeignete Mittel zu sein. Erst durch ihre 
Anwendung erkennt man, inwieweit die einzelnen formalen Gesetze, 
welchen diese Operationen gehorchen, die besondere, gewéhnlich an- 
genommene algebraische Form derselben zur Folge haben. In den 
folgenden Zeilen will ich den Versuch machen, diese Liicke, die mir 
in den bisherigen Untersuchungen itiber die Theorie der héheren com- 
plexen Zahlen noch vorhanden zu sein scheint, bis zu einem gewissen 
Grade auszufiillen. Wir werden uns hierbei auf die sogenannten end- 
lichen complexen Zahlen beschrinken, sodass also die mit ihnen vor- 
zunehmenden Operationen nicht tiber ein Gebiet von m Dimensionen 
hinausfiihren, in welchem jede complexe Zahl oder jeder Punkt durch 
nm Coordinaten bestimmt ist. Haben wir nun irgend einen Rechen- 
ausdruck, in welchem eine der darin enthaltenen complexen Gréssen 
in dem ganzen m-dimensionalen Gebiete veriinderlich ist, oder mit 
anderen Worten eine Function der complexen Veriinderlichen, so ordnet 
dieselbe jedem Punkte des Gebietes einen gewissen anderen zu, sie 
definirt also eine Transformation in diesem n-dimensionalen Gebiete. 
Dies gilt im Besonderen auch von der Summe einerseits und dem 
Producte andrerseits je zweier complexer Zahlen, von denen die eine 
veranderlich ist. Es definiren daher die beiden elementaren Operationen 
des Addirens und Multiplicirens in jedem solchen Zahlengebiete zwei 
Schaaren von oo” Transformationen dieses Gebietes. Wir werden nun 
im Folgenden untersuchen, welche besonderen Formen diese Schaaren 
von Transformationen besitzen miissen, wenn sie dem associativen 
und commutativen Gesetze einerseits folgen, und wenn sie anderseits 


Mathematische Annalen. XXXIII, 4 
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unter einander durch das distributive Gesetz verkniipft sein sollen. 
Wir werden diesem noch die weitere Annahme hinzufiigen, dass jede 
dieser Schaaren die identische Transformation enthalte, welche also 
jeden Punkt in ibn selbst tiberfiihrt; diese Annahme, welche offenbar 
darauf hinauskommt, dass in dem betrachteten Zahlensysteme Aequi- 
valente der Null und der Eins existiren, macht die Voraussetzung der 
unbedingten Umkehrbarkeit der elementaren Rechnungsoperation tiber- 
fliissig und ist an und fiir sich geringer. 

Die Methoden, deren wir uns bedienen, sind im Grunde ge- 
nommen diejenigen, deren sich Herr Lie*) bedient; auch sind die 
meisten Resultate schon implicite in den allgemeineren Untersuchungen 
desselben enthalten. Wir werden aber hiervon unabhingige und in 
einigen wesentlichen Punkten neue Beweise geben. Ich méchte in 
dieser Beziehung besonders auf die im ersten Paragraphen enthaltene 
directe Reduction der Gruppeneigenschaft, welche aus dem associativen 
Gesetze folgt, auf eine einfache analytische Form hervorheben. Fiigen 
wir dann noch die Forderung hinzu, dass die betreffende Gruppe von 
Transformationen auch dem commutativen Gesetze gehorche, so be- 
weisen wir, dass sich dieselbe dann durch Einfiihrung neuer Ver- 
ainderlichen stets in eine Gruppe von Translationen iiberftthren lisst, 
wobei also jedem Punkte derjenige Punkt entspricht, dessen Coordi- 
naten durch Addition der Coordinaten eines festen Punktes zu denen 
des gegebenen entstehen. Die weitere Forderung, dass die Addition 
mit der Multiplication in Beziehung auf den zweiten Factor durch das 
distributive Gesetz verkniipft sei, fiihrt uns zu Transformationen, die 
in Bezug auf die Coordinaten dieses zweiten Factors linear sind, und 
so zur Formulirung des Problems, die allgemeinste Art der Multipli- 
cation zu finden, welche noch dem associativen Gesetze geniigt. Soll 
auch das commutative Gesetz gelten, so kénnen wir auf die specielleren 
Untersuchungen des Herrn Dedekind**) verweisen, mit denen diese 
Arbeit sonst keine Beriihrungspunkte hat. 


§ 1. 

Ist in einem Gebiete von » Dimensionen eine Schaar von oo” 
Transformationen vorgelegt, von denen jede einem Punkte (a,, 7, , +++, 2p) 
einen Punkt (2,’, 2,',+-+,%,') zuordnet, so ist der allgemeinste analytische 
Ausdruck derselben : 


*) S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Math. Ann. Bd. XVI, p. 441; 
Allgemeine Untersuchungen iiber Differentialgleichungen u. s. w. ib. Bd. XXV, 
p- 71 und iltere Arbeiten in den Berichten d. Ges, d. Wiss. zu Christiania. 

**) S. Dedekind, Zur Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten complexen 
Gréssen, Géttinger Nachrichten 1885. p. 141. 
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(1) Mi = Pi(%y, Ly, +++, Luz Uy, Uy, ++, Un) = Di(Z; U4), 
wo man also %,, U., +--+, U, ebenfalls als die Coordinaten eines Punktes 
des n-dimensionalen Gebietes auffassen kann. Wir machen nun die 
weitere Annahme, dass die gy; analytische Functionen ihrer Argumente 
seien, und dass unter jenen Transformationen auch eine solche existire, 
welche jeden Punkt ihm selbst zuordnet; diese Annahme besagt offenbar, 
dass in dem durch diese Schaar von Transformationen definirten Zahlen- 
systeme ein Aequivalent der Null existire. 

Kntspricht nun jene identische Transformation dem Werthsysteme 
U, = Uy = +++ =U, =—0 oder w=, so werden wir nach unsern 
Voraussetzungen die Functionen ; in folgender Form annehmen kénnen: 


7 1 a” op; (az; 0) 
2) wiley) — a+ D>) or aia ding dae iM Mags 
m=1 m 


(hy, hy, +++) hm—=1,2,--+,m}. 


Soll also diese Schaar von Transformationen dem associativen Gesetze 
folgen, soll also sein: 


(3) i (9 (x; u); v) = qi (a; (wu; »)), 
so ergeben sich durch beiderseitige Entwickelung nach x, die folgen- 
den Gleichungen: 
1 9;(p(@5 ws) 
(4) ml Oy O%,. ++ BO, 


P! Ou, du,... Ou, 0%, OY, « 8%, %! O,, 2? kee" Oe 


Ps a” @; (x; u) E Op, (us 0) 1 Ory, (uw: 0) 
be 8! 


1 7) ‘ Play (u; 0) | : 


8,! es +60 


re ly, lay-++, p= 1,2, +++, 05d, eer 
8, + 5,--++-+ Sp =m. 

Aus (3) ergiebt sich im Besonderen: 

(5) pila; v) = gi (2; 9 (0; »)) 

und 

(6) (0; v) = g: (0; (0; »)). 

Sobald es also méglich ist, den Nullpunkt in jeden andern Punkt y 

eines »-dimensionalen Gebietes durch die oo” Transformationen unserer 


Schaar iiberzufiihren, so wiirde nach (6) fiir die Punkte dieses Gebietes, 
also iiberhaupt identisch die Gleichung gelten: 


(7) yi = 9: (9; y); 
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wire nun unsere Voraussetzung nicht erfillt, kénnte also der Nullpunkt 
nur in die Punkte eines Gebietes von weniger als n» Dimensionen trans- 
formirt werden, so wiirde nach (5) auch unsere Schaar aus weniger 
als oo" Transformationen bestehen. Unsere Voraussetzung ist daher 
erfiillt und es ergeben sich aus (7) die Formeln: 


(8) asa == 1 oder 0, 


je nachdem i = k oder $k, und: 


a” 9; (0; 0) 


(9) Gilg, Duy, Buy, = 0, sobald m> 1. 





Sollen nun die Functionen g; so bestimmt werden, dass sie den 
Bedingungen (4) geniigen, so wird dies Problem wesentlich leichter 
gemacht durch die Bemerkung, dass diese Relationen fiir jedes m 
erfiillt sind, sobald sie fiir m= 1 befriedigt sind; ja nur dadurch 
erscheint es mégli¢h, das Problem iiberhaupt in Angriff zu nehmen. 
Nehmen wir nimlich an, das System (4) sei fiir ein gewisses m und 
alle kleineren Zahlen erfiillt, so ergiebt sich durch Differentiation 


7) Pin ss (uw; 0) 


Oe 
iiber 7,4; in Riicksicht auf ebendies System fiir m = 1: 


desselben nach Wins Multiplication mit und Summation 





o( a” p;(p (a, uw; 0) ) 
1 Oz, Op,» - OY Op, (p(w u): 0) 


mt Og, (a; u) ov 
q=1,2,---,n a km41 


=> are ieiw) [1 Amami OPM) OM, HO) 
(p-+1)! 





(10) 


Om, OM, ---0% 


re as 
p! Ou, OU, - OM, 8! OU, O0,, +. Vg, 


8! OV, OU, ...0v 8! av ae Ov 
ii @ , 9%, é ks, P i OM, . km+1 


ae (uw; 0 
Pig, (Mi ) 


As : % ' ) | 
i TO +%c—1 5 alll sg +8, é Pin sy (m5 0) 


ce OM at 0 "hn tt 


; 2? 914, (ui 0) 


” 
P 6 km —sy Ov, 


sey My Uy bg y+ +: bppr =, 2,-++, 05 d,,d,,°°-, dy; dy = a 
§; +5 +-:: + Ss, =m; c=ml,2,---,p 








3- 
r 
r 


i= 


Fm. ES 


= 





(wu; "] 
+1 


(u; 0) 


+1 


ie 
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Hier diirfte nun zu erértern sein, warum in der ersten Summe 
rechts der Nenner (p-+1)! statt p! steht; dem wiirde in der That so 
sein, wenn wir nach der Rechenvorschrift dem letzten Factor den Index 
ln4a gegeben hiitten. Durch die angewandte Bezeichnung tritt aber 
jedes Glied der Summe (p+ 1)-mal so oft auf, als dies eben nach 
jener Vorschrift der Fall sein diirfte, sodass fiir ein bestimmtes p die 
Summe noch durch p + 1 zu dividiren ist, 

Aus (10) ergiebt sich fiir « = 0 in Riicksicht auf die Gleichungen 
(8) und (9): 











Fane 

(11) ye. OUy, OUp, ». « Ou, 09, (@: 0) 1 atl» (aw; 0) 
mr hy 0x, OU ns (m +1)! Ou, Ou, ...0% : 
a( am PH (05 0) e 

> 1 a” —; (x; 0) 1 0%, OM, Son 0%, 

+ Pp! buy Ou ...du, Ou, (m—p+1)! Ou, 
ay To Tp—-1 ‘m+1 

{p= 1, 2,---, m; l=1,2,- sy My My, %2, 8+) %m = 1,2,-- +» m}. 


Setzt man hierin zuniichst p(x; u) fiir 2, so erhilt man eine neue 
Form der linken Seite der Gleichung (10). Setzt man dann zweitens 
in (11) fiir 2, m, p:u, s., g, so erhalt man einen Ausdruck fiir die 
in geschweiften Klammern stehende Grésse in der zweiten Summe der 
rechten Seite von (10). Substituirt man diesen Ausdruck in (10), so 
liefert der erste Term derselben gerade diejenigen Glieder der Formel 
(4) fiir m-++- 1, welche in der ersten Summe der rechten Seite von 
(10) hierzu noch fehlen; die iibrigen Terme liefern auf Grund der 
Formel (4) fiir m und alle kleineren Zahlen gerade diejenige Summe, 
welche in der neuen Form der linken Seite von (10) neben: 


1 at —p, (@ (a; u); 0) 
(m1)! 00, 04, ...00 : 





noch steht. Aus der Giiltigkeit der Formel (4) fiir ein m und alle 
kleineren Zahlen folgt also diese selbe Formel auch fiir m+ 1. Die 
vollstindige Ausrechnung glaubten wir hierbei dem Leser iiberlassen 
zu diirfen. 
Dieses Resultat ist nicht tiberraschend, da nach Formel (11) die 
simmtlichen Coefficienten der Reihe (2) bekannt sind, sobald die 
dg, (x; 0) 


(12) mt = §F(x) 


als Functionen von 2,, %,-+-+, %» bekannt sind. Es wird also alles 
darauf ankommen, zu untersuchen, welchen Bedingungen diese Func- 
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tionen noch zu geniigen haben. Hierzu gelangen wir durch Aufstellung 
der Integrabilitiitsbedingungen des aus (4) fiir m—1 entstehenden 
Systems: 


(13) (o(e; )) — >) BE gh, 


i=1 





Aus ihm ergiebt sich durch Differentiation nach uw», Multiplication 
mit &* (w) und Summation tiber m: 


(14) > Slots ) & (pew) — 


4 
<1 f ep; (@5 u) (a; u) ae (u) 
=> {ans BO) Bo + ME SL 8 op 


Zieht man hiervon die durch Vertauschung von h mit k entstehende 
Gleichung ab, so ergeben sich die folgenden Integrabilitiitsbedingungen 
fiir das System (13): 


peo 3 &, (p(#5 ™)) — ae at E (9x w)}- 


poh. OQ; (x; “) {2 e (u — * (u) — & (u w} 


7 Ou, 








ijm=1 
Dass dies in der That die vollstindigen Integrabilititsbedingungen 


des Systems (13) sind, ergiebt sich folgendermassen, Auf Grund von 
(14) sind die Gleichungen (15) identisch mit den folgenden: 


09; (x; &) oe u) 
(16) 3CtC om, :. (Was )) ree fey) 


—  -—_ . 


m 











(u)—€ (w)E%, (u)} —O 


im=1 


) linearen homogenen Gleichungen 


Dies ist ein System von m= 


fiir die ai Unbekannten: 


9 (ae <0) : (2 =) 


ou, a 











dessen Determinante die (n—1)'° Potenz der Determinante |&*(u)| ist, 
von welcher wir nach (8) wissen dass sie nicht identisch verschwindet; 
es miissen daher jene Unbekannten simmtlich verschwinden. 
Die Integrabilitiitsbedingungen (15) nun gehen, wenn man: 

1 _ O80) a8) 

uty, Om 


(17) 





























ag 
en 


on 


de 
on 


en 


st, 
ts 





Complexe Zahlen aus » Kinheiten. 


setzt, fiir w« =O tiber in: 


(18) >| # («) — = eae B(x ode (2) 3 





p=1 
und man sieht leicht, dass aus nen Gleichungen mit Hiilfe des 
Systems (13) sich umgekehrt die (15) ergeben. 

Zwischen den Constanten cj, bestehen bemerkenswerthe Be- 
ziehungen, die sich als Integrabilitiitsbedingungen des Systems (18) 
ergeben. Man erhalt sie durch Differentiation der Gleichungen (18) 
nach %,, Multiplication mit &,(z), Summation tiber m, cyklische Ver- 
tauschung der Indices g, h, k und Addition der so entstehenden drei 
Gleichungen fiir ein bestimmtes 7. Das Resultat ist: 


(19) Dh. Ct Ce lng + Chg Cot =. 
t=1 


Den Beweis, dass dies die vollstiindigen Integrabilititsbedingungen 
sind, miissen wir uns hier versagen; er kommt nach Herrn Lie auf 
den Beweis des Satzes hinaus, dass zu jedem Systeme von Constanten, 
welches den Gleichungen (19) geniigt, d. h. zu jeder vorgelegten Zu- 
sammensetzung eine einfach transitive, n-gliedrige Transformations- 
gruppe des Raumes von » Dimensionen gehért. 

Uns interessirt hier zunichst der besonders einfache Fall, dass 
unsere Gruppe von Transformationen auch dem commutativen Gesetze 
folge, dass also sei: 


(20) i (p(x; u)3 0) = gi (p(w; 0); u), 
oder nach (3): 

(21) i (x; p(u; v)) = gi (x; PO; ™)), 
oder nach (7) auch: 

(22) pi(u; v) = gi(v; u). 


Entwickeln wir nun die Reihe (2) auch nach Potenzen von x, so 
erhalten wir: 


n k 
(23) m(e5 0) — at m+ >) — 
» el 





UU +:- 3 


soll also g,(~; w) eine symmetrische Function von 2 und wu sein, 80 
muss stets: 
agro aei(o 


0x, Ox, ¢, k 


= 0 





sein, sodass die Gleichungen (19) von selbst erfiillt sind. 
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Jetzt ist es leicht, zu zeigen, dass unsere Gruppe durch Einfiihrung 
von neuen Verinderlichen : 
(25) Xi=fi(z); Ur—fi(u) 
sich stets in eine Gruppe von Translationen iiberfiihren lisst. Von 
den Functionen /;(~) setzen wir noch voraus, dass: 


(26) flO) = (0) und 


je nachdem i=—k oder i$k. 

Die letzte Voraussetzung hat die Umkehrbarkeit der Gleichungen 
(25) zur Folge. Unsere Transformationen nehmen nunmehr die 
folgende Form an: 


(27 O,(X; U) = X;+ =7(X) Or +--:, 
) = (X) Us 
wo: 


(28) 24(x) =>) grea, 


Ox, 
i=1 


Bestimmen wir nun die Functionen f;(%) aus den Differential 
gleichungen: 


(29) > vena, 


wo 0;; = 1 oder 0, je nachdem i = k oder is k. In der That wiire 
unter dieser Voraussetzung in Folge der (11) analogen Gleichungen: 


ant! @,(X; 0) 


(0) 5U,,00,,...00,_,. 


sobald m > 0, sodass unsere Transformation die Form annihme: 
(31) Xi = X;+ Uj. 


Die vollstandigen Integrabilititsbedingungen des System (29) ergeben 
sich nun in analoger Weise wie die des Systems (13) in der Form: 


“) Of, (x Fg 0&) (x 
OS a hO—- Ge Reo} =o, 
welche Gleichungen nun wegen (18) und wegen des Verschwindens 
der cj,x identisch erfiillt sind. Wir erhalten daher das folgende Resultat: 

Eine Schaar von co" Transformationen des Raumes von n Dimen- 
sionen, welche erstens die identische Transformation enthdlt und zweitens 
sowohl dem associativen wie dem commutativen Gesetze folgt , liisst sich 


durch Einfiihrung von neuen Veriinderlichen stets in eine Schaar von 
Translationen iiberfiihren. 
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Der Vollstindigkeit halber wollen wir noch hervorheben, dass in 
einem Gebiete von einer Dimension das associative Gesetz hinreicht, 
um eine Schaar von einfach unendlich viel Transformationen desselben 
als in eine Schaar von Translationen iiberfiihrbar zu charakterisiren, 
dass diese dann also von selbst dem commutativen Gesetze folgt. Denn 
die Integration der Differentialgleichung: 


(33) M2) §(a) — 1, 


in welche (29) in diesem Falle tibergeht, ist dann ohne Weiteres méglich.*) 


§ 2. 
Ist nun in einem Gebiete von » Dimensionen neben der Schaar 
von Translationen auch eine andre Schaar von oo" Transformationen: 


(34) Xi = Yi (a; u) 
gegeben, welche mit der ersteren durch das distributive Gesetz ver- 
bunden ist, ist also: 


(35) i(e; w+ 0) = Yi(a; u) + Yala; 2), 
so folgt zuniichst, dass: 

(36) i(2; 0) = 0, 

und ferner: 


(23 J 30 
(37) ee 


Ot = =—iC eC? 
es miissen daher die %;(%; uw) lineare homogene Functionen der % 
sein, also: 


(38) wi(a; u) = > ni (a) ue. 

=] 
Machen wir nun die weitere Voraussetzung, dass auch diese Schaar 
von Transformationen die identische enthalte, dass also: 


(39) Wi (x; e) = x, 

dass ferner auch diese Schaar dem associativen Gesetze Geniige leiste, 
so kénnen wir die Resultate des vorigen Paragraphen anwenden, nach- 
dem wir p, &, 0 durch y, 9, e ersetzt haben. Es kommt dann nur 
darauf an, die besondere Bedingung einzufiihren, dass: 

By, (a3 %) 
OU, 0M, 


(40) = (), 


*) S. Lie, Math. Ann, Bd, XVI, p, 451. 
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Setzen wir: 


(41) 


ant (e) F3 
Oe, - Ge? 





so liefert Gleichung (11) fiir m= 1 hiernach die folgenden Bedingungen : 


. os a 
(42) <— 1, ( => 0; (#) a, ,- 


q=1 





Man sieht ausserdem aus Gleichung (11) leicht, dass, wenn die Be- 
dingungen : 
a" wy AGai €) 

(43) 0 ey, 0, - 06, sais 

fiir alle Zahlen von 2 bis m erfiillt sind, sie auch fiir m + 1 befriedigt 
sind, sodass also die Gleichungen (42) den Bedingungen (40) aquivalent 
sind. Andrerseits ist unmittelbar klar, dass die Gleichungen (42) die 
Integrabilitiitsbedingungen (18) zur Folge haben. Aus (42) ergiebt 
sich nun durch Differentiation und Anwendung dieser selben Gleichung: 


“ya nh(a) ~ 
(44) Oa, 02, p (@) ", (x) => 1; (2) (4,4. .— 4), ) : 


P,q=1 p,i=1 


Hieraus ergeben sich zuniichst die vollstindigen Integrabilitits- 
bedingungen der Differentialgleichungen (42) in folgender Form: 


(45) 14,01 — % 2% — Ha (Ma — Ga) } =0. 
tasl 


Ist ein System von Constanten aj, gefunden, welches diesen Be- 


dingungen geniigt, so sind auf Grund der Anfangsbedingungen (8) 
die 4*(x) durch die Differentialgleichungen (42) vollkommen als Func- 
tionen von x bestimmt. 

Die aj, miissen aber noch anderen Bedingungen gentigen, die sich 


aus (39) ergeben. Hiernach muss nimlich sein: 


(46) ary = >) 2 (@) ens 


also auch: 


On; i) 
(47) dj, A -> Ox, 


im Besonderen also: 
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(48) dn = > a), ,€ 
p> h,k vk 
Sind die Constanten aj, auch diesen Bedingungen gemiiss gewiihlt, so 


folgt umgekehrt aus (42): 


Ont (x) 
Ox, 


(49) e, ", (2) == (2) . 


qk=1 


Hieraus folgen die Gleichungen (47) und aus diesen wegen den An- 
fangsbedingungen auch die Bedingungen (46). 

Die Bestimmung aller Multiplicationsarten kommt hiernach also 
auf die Bestimmung aller Systeme von Constanten aj, hinaus, welche 
den Bedingungen (45) und (48) geniigen. Wir begniigen uns hier mit 
dieser allgemeinen Formulirung des Problems. 

Stellt man die weitere Forderung, dass auch das commutative Gesetz 
erfiillt sein soll, dass also: 

(50) a= a 


hyk kh? 


so gehen die Bedingungen (45) fiber in: 


(51) > (a,,@ ._- a’ a) = (). 


Vertauscht man hierin h mit k, so siéht man, dass auch die rechten 
Seiten der Gleichungen (44) verschwinden, dass also, was tibrigens 
selbstverstiindlich, die y*(2) lineare Functionen der 2, sind. Es braucht 
aber kaum bemerkt zu werden, dass die Bedingungen hierfiir oder die 
Gleichungen : 


(52) P (4,2%),0> Gna) = 9 
t=1 

zwar die Gleichungen (45) zur Folge haben, aber nicht nothwendig 
das Besteheri des commutativen Gesetzes. Sie besagen offenbar nur, 
dass die betreffende Multiplicationsart auch in Beziehung auf den ersten 
Factor mit der Addition durch das distributive Gesetz verkniipft ist; 
ich erinnere hier an das Beispiel der Quaternionen. Alle Systeme von 
Constanten aj ,, welche den Gleichungen (51) gentigen, hat Herr Dede- 
kind a. a. O. aufgestellt. 

In dem am Schlusse des vorigen Paragraphen behandelten Probleme, 
eine solche Gruppe von Transformationen in eine Gruppe von Trans- 
lationen iiberzuftihren, wiirden offenbar die Functionen f, die Stelle 
der Logarithmen der gewéhnlichen complexen Zahlen einnehmen. 
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Der Vollstindigkeit halber mag auch hier darauf hingewiesen 
werden, dass in einem Gebiete von einer Dimension das associative 
Gesetz und das distributive Gesetz in Beziehung auf den einen Factor 
ausreicht, um die Multiplication als die gewohnliche zu charakterisiren. 

Ich will mich vorliufig hiermit begniigen, um den Zusammenhang 
der Theorie der complexen Zahlen mit derjenigen der Transformations- 
gruppen wenigstens in seinen Umrissen dargestellt zu haben. 


Leipzig, im Marz 1888. 
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Ueber eine fundamentale Eigenschaft des Ueberschiebungs- 
processes und deren Verwerthung in der Theorie der binaren 
Formen. 


Von 
FE. Srrowg in Miinchen. 


Wenn man die Ueberschiebung — entgegen der gewdhnlichen 
Ausdrucksweise — nicht als einen Process sondern als eine ,, Verkniipfung“ 
betrachtet, durch welche aus zwei gegebenen biniren Formen f/, 9, 
oder aus drei terniiren Formen f, gy, py etc. eine neue Form (fq), 
(fp v) ete. gebildet werden kann, dann liegt die Frage nahe, welchen 
einfachen Gesetzen diese Verkniipfungsart unterworfen ist. Fiir bindre 
Formen habe ich diese Frage im Folgenden beantwortet. Ausser den 
schon bekannten EHigenschaften der Ueberschiebung, die in §1 an- 
gegeben sind, zeigt sich eine neue EHigenschaft derselben (§ 3), die 
mit dem associativen Gesetze der algebraischen Rechnungsarten in 
Parallele gestellt werden kann und die ich daher auch kurz so genannt 
habe. Durch die Erkenntniss dieses Gesetzes wird dann das Rechnen 
mit Ueberschiebungen ebenso einfach, wie dasjenige mit Producten. 
Dass in der That ein enger Zusammenhang zwischen der multiplicativen 
Verkniipfaung und der Ueberschiebung stattfinden muss, lisst sich von 
vornherein aus dem Umstande erkennen, dass das Product als beson- 
derer Fall einer Ueberschiebung (als nullte Ueberschiebung) aufgefasst 
werden kann. Daher miissen auch die Gesetze der Multiplication aus 
denen der Ueberschiebung als besondere Fille gefolgert werden kénnen. 

Alle Fragen, welche die Auffindung von linearen Relationen 
zwischen Covarianten zum Ziele haben, sind durch Anwendung des 
associativen Gesetzes lésbar. Aber nicht blos, dass lineare Relationen 
auf diesem Wege aufgefunden werden kénnen, es lisst sich auch zeigen, 
dass alle existirenden Relationen erhalten werden miissen, Dieser 
Nachweis wird dadurch erreicht, dass man die Ueberschiebungen nach 
einem bestimmten Gesichtspunkte m Gruppen ordnet und alsdann die 
Kigenschaften und gegenseitigen Beziehungen solcher Gruppen unter- 
sucht. 
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Diejenigen linearen Relationen zwischen Covarianten, welche 
Sylvester Syzyganten genannt hat, bieten ein besonderes Interesse. Es 
zeigt sich, dass die allgemeine Methode zur Auffindung von Syzyganten 
derart vereinfacht werden kann, dass die Aufstellung eines Systems 
fundamentaler Syzyganten, aus denen alle anderen ableitbar sind, eine 
verhiltnissmissig einfache Sache ist. Damit ist zugleich ein Mangel 
beseitigt, der sich bisher bei Aufstellung vollstindiger Formensysteme 
mittelst der symbolischen Methode bemerkbar machte. Diese Syzyganten 
geben niimlich ein brauchbares Mittel an die Hand, um zu entscheiden, 
ob in einem aufgestellten Formensysteme noch eine iiberfliissige Form 
vorhanden ist oder nicht. 


§ 1. 

Das distributive und das commutative Gesetz fiir die Ueberschiebung. 

Es soll zuniichst das Verhalten der Ueberschiebung gegeniiber 
den algebraischen Verkniipfungsarten betrachtet werden. Da die 
multiplicative Verkniipfung selbst als Ueberschiebung aufgefasst 
werden kann, so kommt blos das Verhalten der Ueberschiebung 
gegeniiber der Addition in Betracht. In dieser Beziehung gilt nun 
das distributive Gesetz fiir die Ueberschiebung ebenso wie fiir die 
Multiplication. Denn es ist, wenn f und gm Formen gleicher Ord- 


nung sind: 
(f+ 9, vf = (fey + (poy, 
woraus das genanute Gesetz abgelesen werden kann. Fiir 4 = 0 folgt 
dasselbe Gesetz fiir die Multiplication. 
Als Anwendung sollen einige Entwicklungen angegeben werden, 
auf welche spiter zuriickgegriffen werden wird. Wenn 


f=fh, +uh tah +--+ +tGah-, 
P = by Po +O, QD +b. G. + ++ + + Dn-19r,-1 
etc. 
Formen von den Ordnungen »,, ”,, etc. sind, dann ergeben sich die 
Beziehungen 

t=O0,1,...¥,—1 
—_ Db . a at 1 ? 
(roy 2% 2 (fps) ? B4 9uy~8, 


(ff)? = >) asa, (fifs)™ 


, =(),1,....%,—1, 


beet Qiicy th ~«k, 


((ff*0)" = SP avasbe ((fifi)** 92)" 


i, k, i, 
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Eine fundamentale Eigenschaft des Ueberschiebungsprocesses. 


und allgemein 


1) Effie 1 Gs Teyen ata = Mie Dada, [fifi PEPE eer eps 


wo die [ | eine beliebige Art der Zusammenfassung durch im ganzen 
v—1 Ueberschiebungen andeutet, wihrend die Zahlen i, i, ... alle 
Werthe von 0 bis v, —1, k,k,... alle Werthe von 0 bis v, — 1, ete. 
durchlaufen sollen. Diese Summe kann dann noch in der Weise 
geordnet werden, dass alle Glieder mit demselben Factor 
Azpdj, «++ Dy Di, ee 

zusammengenommen werden, Die zugehérigen Ueberschiebungen unter- 
scheiden sich dann nur noch durch die Aufeinanderfolge der Indices 
i,t,...k,k,...und kénnen, wie leicht zu sehen, aus einer derselben 
durch Permutation dieser Indices abgeleitet werden. 

Wenn eine Verkniipfung derart beschaffen ist, dass durch Ver- 
tauschung der zu verkniipfenden Gréssen am Resultat nichts geiindert 
wird, dann befolgt bekanntlich diese Verkniipfungsweise das commutative 
Gesetz. Um nun die Ueberschiebung diesem Gesetze unterordnen zu 
kénnen, muss diese Definition etwas erweitert werden. Da es sich hier 
nicht um einfache Gréssen, sondern um Formen handelt, die mehrere 
Bestimmungsstiicke besitzen, so kénnen wir wohl zwischen wesentlichen 
und unwesentlichen Bestimmungsstiicken einen Unterschied machen. 
Rechnen wir zu letzteren das Vorzeichen einer Form (oder iiberhaupt 
einen Zahlenfactor), dann folgt aus 

(fo = (—1F of}! 
dass die Ueberschiebung das Resultat bei Vertauschung der Formen 
in seinen wesentlichen Bestimmungsstiicken unverindert lisst, und dass 
sie somit dem commutativen Gesetze in dieser erweiterten Fassung 
unterworfen ist. 


§ 2. 
Relationen zwischen Ueberschiebungen dreier binirer Formen. 


Bevor auf die Art und Weise, wie das associative Gesetz bei der 
Ueberschiebung sich ausdriickt, niaiher eingegangen werden kann, 
miissen zuerst die hiezu erforderlichen Relationen abgeleitet werden. 

Bilden wir aus der Ueberschiebung: 

(f; fo)™ — (a b)* amas bamas 


die (nm, —a,)* Polare nach y, so ergiebt sich nach Gordan (Formen- 
system pag. 7): 


a, vo > 7 "7 7 e y ~ ( Osh ny— a, —A 2 Mo—Ory—A a 
(f a) xen —_ (™ + Ne — ~ (ab) My by (xy) 4 
4 A 
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Polarisirt man diese Gleichung einmal von y nach x #, mal und dann 
noch von a nach y a, mal und fihrt in bekannter Weise statt der 
Variabeln y die Symbole der Form 

fy =e? 
ein, dann ergeben sich die folgenden beiden Relationen 

(i) @) 


(Af)*fs)” ~ze 1" (rtm tay ab) (acy af Oe" of 
und 


w\ (B: 
(A i: 2) “fs) pete — (— 1) Ys 5 (ab)***( a ali (be)* pa cht 


wobei zur Abkiirzung die ae 6 eingefiihrt sind, die durch 

By = 1, — a, — es, B, =m, —a,—0,, By—= MN, — a — a, 
definirt sind. Dabei ist zu beachten, dass diese Werthe nur positiv 
oder Null sein kénnen. Dadurch sind dann aber auch die Werthe 
der « derart eingeschriinkt, dass fir die erste der obigen Gleichungen, 
fiir welche a, = 0 ist, a,<m,, a, <<, und a, + a, <, sein muss, 
wihrend fiir die zweite, fiir welche B, = 0 ist, 

G+ a,—=m, % +a,on, und a, + a,<n, 

sein muss. 

Durch die erhaltenen Gleichungen ist jede Ueberschiebung der 
3 Formen /, f/, f, in ein Aggregat umgesetzt, dessen einzelne Glieder 
symbolische Producte besonderer Art sind, Dieselben euthalten niim- 
lich in der ersten Gleichung zwei Klammerfactoren (ab), (ac) und 
drei Linearfactoren a,, b., ¢z, in der zweiten ist es umgekehrt. In 
beiden Fallen ist es aber méglich, jedes der symbolischen Producte in 
ein Aggregat von Ueberschiebungen zu verwandeln, die aber jetzt von 
der Art ((f, fs f,)" sein sollen. Die so erhaltenen zwei Formeln lassen 
sich dann noch in eine zusammenfassen und zwar dadurch, dass wir 


das Indicessystem ; : 
fh he fs 
Se & % 


B; B, Bs 
zu Grunde legen mit der Bedingung 

a, +B, =9, 
wihrend die Zahlen £; dieselbe Bedeutung haben, wie oben angegeben 
ist. Dann ist die Schlussformel die folgende 


@) (AAA) =D a((Afr PA), 


A=0.1,2-+ 





eee 


20 a tO 


ee —— 
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wo y die kleinere der Zahlen a, und £, ist, wiaihrend die Zahlencoef- 
ficienten ¢, durch 


eae G2)G) Cite) Ci27) 





fC) Np 
bestimmt sind. Da die Ausrechnung dieser Zahlencoefficienten etwas 
umstiindlich ist, so empfiehlt es sich, bei hiufigerem Gebrauche dieser 
Formel, dieselben in einer Tabelle zusammenzustellen, Eine Er- 
leichterung gewihrt schon eine Tabelle fiir die Coefficienten 


ee eS ee 


~ Fate—tF0) ’ 
e 
die fiir jedes Werthepaar (p, q) in Columnen und fiir die verschiedenen 
Werthe von r in Zeilen geordnet werden kénnen. Um die c zu be- 
rechnen, sind dann in der Columne (@,, 8.) und in der Zeile a, + £, 
die erste Zahl a, und diagonal abwiirts die folgenden a@,, a, ... ay 
zu entnehmen. Ebenfalls in der Zeile a, + 8,, aber in den Columnen 
(a; Bs), (@-++1, By+1) ete. bis («,+, B,+y7) sollen die Zahlen (b{) = 1 
ist zu ergiinzen) 

b, b, by -+++b,, 


(1) 7(1) 2G) y) 
b b, b, 7 as 


(y) 2(”) yy) 
by b a ONY 
enthalten sein. Dann ist 


= (— 1)’ [ay bY? — ay, bY” + ay_2d2Q" F - - -] 
wobei ‘in tees je nach dem Werthe des A entweder mit einem 
Coefficienten 6 abbricht, oder im andern Falle mit a,, wofiir der 
Werth 1 zu setzen ist. 

Ein besonderer Fall dieser Formel (2), der hiufig vorkommt, ist 
der, wenn @, = 0 und zugleich n, > a, + a, ist. Dann ergeben sich 
fiir die Indicessysteme 

{f f. a wil {f hh 
O a a 0 0 @&+4, 
die zwei Formeln 


(Af)*h)*= 2 a(Aihyhny. 


My — 2 a5) es 
i==0,1,2-- @,—t ) ( —=§ 


‘ Oy cy *-3) 
ra -~o°- L)erti * ae a7) wea Y=) 


Mathematische Annalen, XXXIII. 5 
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und: 


(“t*) (“7 “*) (i) 
(fifo f, 6D (i ees +) cnnyny. 


In beiden kommt als erstes Glied die Ueberschiebung 
(fi f)° fh.) 


vor, die eliminirt werden kann. Dann ergiebt sich die weitere Formel 








Be 
(Ath) =o toe (hho fy 





® Hom Belang 
a 
i+) ($1) &. fe.) at aie yr hre 
7 Tae fi Can + pe) ‘ohn = A—i-1) ’ 


wo die Zahlencoefficienten c, in ganz ihnlicher Weise berechnet werden 
kénnen, wie bei der allgemeinen Formel angegeben wurde. 


§ 3. 
Das associative Gesetz fiir die Ueberschiebung. 


Aus der entwickelten Formel (2) kann nun das associative Gesetz 
fiir die Ueberschiebung entnommen werden. Fiir einfache Gréssen 
a, b, c, die durch eine beliebige Verkniipfungsart (cv) verbunden 
werden sollen, ist dasselbe bekanntlich durch die Bedingung 


(aro bd) moc—=anr (bre) 


definirt. Hier muss nun diese Bedingung nach der Richtung erweitert 
werden, dass an Stelle der gegebenen Ueberschiebung ein Aggregat 
anderer Ueberschiebungen gesetzt werden muss, die in angegebener 
Weise gebildet sind. Liisst man namlich in Formel (2) alles Un- 
wesentliche weg, so kaun dieselbe in folgender Weise geschrieben 
werden: 


((fo)*¥)*t* = Ser (fpr )ater, 

a 
Es geht hieraus hervor, dass in jeder Ueberschiebung, die aus drei 
Formen gebildet werden kann, die Art der Zusammenfassung der 
drei Formen gleichgiiltig ist, wenn nur an Stelle einer Ueberschiebung 
ein Aggregat der anders gebildeten Ueberschiebungen gesetzt wird. 
Dies ist aber der wesentliche Inhalt des associativen Gesetzes. 
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Auch kann der Vollstiindigkeit halber noch gezeigt werden, dass 
diese Darstellung einer Ueberschiebung (A fy fy)" durch solche anderer 


Zusammenfassung nur auf eine Weise moglich ist, d. h. dass die 
Formel (2) eindeutig ist. Wiiren zwei verschiedene Entwicklungen 
moglich, dann wiirde die Differenz derselben eine Relation folgender 


Art ergeben: 
De (fi (hh) = 0, 


wobei die Coefficienten c; von Null verschieden sein miissten. Speciali- 
siren wir nun f, zu der Potenz (wy)™ und setzeh 


(hh) =a". 


MMe G)yM— Ms hy 
> ates “ar a ‘=—0, 


t 


dann ergiebt sich 


eine Gleichung, die unabhiingig von x und y bestehen miisste. Wenn 
nun das Aggregat nach abnehmendem Index uw; geordnet war und man 
setzt nach vorhergegangener Division durch (ay)"~“» die Variabeln x 
und y einander gleich, so folgt 


ae 
Cy al” == 0), 


demnach ¢,=0. Durch Wiederholung desselben Verfahrens folgt 
ebenso c, = 0, c, = 0 ete., so dass die Eindeutigkeit der Formel (2) 
bewiesen erscheint. 


§ 4. 


Folgerungen aus dem associativen Gesetze fiir Ueberschiebungen aus 
drei Formen. 


Drei biniire Formen /, f,/, lassen sich nur auf folgende drei Arten 
zu Ueberschiebungen zusammenfassen : 


(ARAYA), (KAYA) (Af hy)"; 


wobei 4 und w Werthe durchlaufen kénnen, die nur von den Ord- 
nungen der Formen abhiingen. Die Summe 4-+ 4 =—g heisse das 
, Gewicht‘ der Ueberschiebung und alle Ueberschiebungen von gleicher 
Zusammenfassung der Formen und gleichem Gewichte sollen in ihrer 
Gesammtheit eine ,,Gruppe“ bilden. Da die Ordnung einer solchen 
Ueberschiebung = n, + n, + n, — 2g ist, so folgt, dass alle Formen 
einer Gruppe auch die gleiche Ordnung haben. Gewicht und Ordnung 
der Ueberschiebungen kénnen daher auch zur Bezeichnung der ganzen 
Gruppe dienen. Man hat also beispielsweise folgende drei Gruppen 
vom Gewichte drei und von der Ordnung n, + n, + , — 6: 

5? 
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(At) fy). (AAY h)’, (AAA). (AY hy’; 
(4) (HAY A), (ARYA) (AB AY (ABY A)’ 
(fet) fi)’ (AYA), (AAA), (AAA): 


wenn keine der Ordnungen m,, »,, m, unter 3 ist. In diesem Falle 
sind die Gruppen ,,vollstdndige'*. Sollte andererseits eine der Ord- 
nungen z. B. m, kleiner als 3 sein, dann kénnten nicht alle an- 
geschriebenen Ueberschiebungen gebildet werden, wie z. B. (( fofs) °f,)° > 
und die Gruppen waren alsdann ,,unvollstindige“. Aus dem Vorher- 
gehenden folgt nun ohne Weiteres der folgende Satz: 

Die Ueberschiebungen jeder zu drei Formen gehirigen Gruppe 
-, sind unter sich linear unabhiingig und jede Ueberschiebung einer 
(5) Gruppe kann durch diejenigen jeder anderen zugehirigen Gruppe 

linear ausgedriickt werden. 

Damit ist der ganze Zusammenhang zwischen diesen Formen ge- 
geben. In obigem Beispiele wiiren demnach nur vier linear unabhingige 
Formen vorhanden, wahrend die iibrigen acht durch diese ausdriickbar 
sind. Erstere diirfen zwar vorlaiufig nur aus ein und derselben Gruppe 
gewahlt werden, allein es ist nicht schwer nachzuweisen, dass die- 
selben auch aus verschiedenen Gruppen und zwar aus dem Anfange 
jeder derselben gewahlt werden diirfen. (Vgl. Math. Ann. Bd. XXXI, 
pag. 449). Ganz beliebig ist indessen die Wahl dieser linear unab- 
hiingigen Formen nicht, wie folgendes Beispiel zeigt. Seien die Ord- 
nungen ”, = %, =”, = 4, dann sind die vier Ueberschiebungen 


(Af) fs)» Af fer (fit) far (fefs)*f 
aus obigen Gruppen nicht linear unabhiingig. Denn aus den beiden 
Entwicklungen 


(fifs)*fe= (fife) f)* + > (Af fh)’ + > (Af) fh)’ +2 (hh hi» 
(fel hi= (fy fh) — > (Afd' fy) + > (KAY fy)! — $f hr 


kénnen ((f, f:) f,)° und (fi fe)” f,)' eliminirt werden und es folgt in 
der That eine lineare Relation zwischen den angegebenen vier Formen. 
In Bezug auf die Ersetzbarkeit der Formen A einer Gruppe durch 
andere Formen B muss daher im allgemeinen die Regel eingehalten 
werden, dass dieselbe nur dann vorgenommen werden darf, wenn alle 
A linear durch die B ausdriickbar sind. Dann ist es klar, dass die 
B ebenso wie die A linear unabhingig sein miissen. 

Fiir wnvollstindige Gruppen aus drei Formen ergiebt sich noch 
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aus obigem Satze, dass dieselben, gleiches Gewicht vorausgesetzt, stets 
gleichviel Formen enthalten miissen, da letztere sonst nicht gegenseitig 
linear ausdriickbar sein kénnten. 


§ 5. 
le . Allgemeine Sitze iiber Ueberschiebungen aus beliebig vielen Formen. 


Wenn Ueberschiebungen aus mehr als drei Formen zu bilden sind, 
3 dann wird die Zahl der méglichen Zusammenfassungen erheblich grésser. 
Schon bei vier Formen ergeben sich die folgenden 15 Typen: 


(hy halt)’, (HAY Alt)’, (Athy Ara)’. 
> (Af Ah)’. (CAA AMA). (CAA AIA)’ 
( 
( 


er 
ne (6) Uhh Alf)’, (htY AMA), (af Alt)’, 
m (hf tlh)» (AAY ATA) (ty Alt)’ 
. AA Atel, Uhh atel, hte af? 
ar die also zur Bildung von 15 verschiedenen Gruppen Veranlassung 
De geben. Es wird die Aufgabe der folgenden Paragraphen sein, den 
e- vollstindigen Zusammenhang zwischen diesen Gruppen allgemein her- 
ye zustellen. 
I, Es sei nun eine derartige Ueberschiebung der g + 1 Formen 
: fot te +f 
i durch 7 : ¢ — 
U=(fifih-:: fede aya 

bezeichnet, wobei die Indices der einzeluen Ueberschiebungen «, a... . ag 
" genannt sind, dann kann zuniichst der allgemeine Satz bewiesen 

werden: 

Die bei willkiirlicher Zusammenfassung der Formen fy f, ..- fy 

(7 zu einer Ueberschiebung U verwendeten Indices, welche die Hihen 
a ) der Ueberschiebungen bezeichnen, sind ihrer Zahl nach stets um 
eins geringer als die Zahl der Formen. 
’ Denn die Ueberschiebung U muss jedenfalls die Form haben 
in U = (P, Q)*e 
a wo P und Q Ueberschiebungen aus x bez. @ + 1 — * Formen sind. 
h Diese enthalten nun x — 1 bez. @ — x Indices, wenn der zu beweisende 
n Satz fiir Ueberschiebungen aus weniger als g + 1 Formen als richtig 
le angenommen wird. Demnach ist die Zahl der Indices in U gleich 
ie 


(x—1) + (e—x)+1=—¢@. 
Da der Satz fir g@ = 1 richtig ist, so gilt er allgemein. 
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Bezeichnen wir die Summe aller Indices einer Ueberschiebung als 
ihr ,, Gewicht“ 
ty $a, faye me—y™ 
dann liisst sich ganz ihnlich der Satz beweisen, dass die Ordnung m 
einer beliebigen Ueberschiecbung U als die folgende Differenz erhalten 
wird: 
(8) M = (My -+ MN, + N+ +++ %) — 2g, 


denn sind die Ordnungen von P und Q nach Voraussetzung 


p = (% + Myo M1) — 2(ey + +++ 1), 
C= (Me Meg teee me ) — 2 (We Hepa aes), 


dann ergiebt sich fiir die Ordnung von U 


m= p +g — 2a = (mm, +--+ me) — 2g 
also der angegebene Werth. Da derselbe fiir g@ = 1 richtig ist, so 
gilt er allgemein, 

Hieraus folgt dann, dass alle einfachen Ueberschiebungen der 
Formen f; von gleichem Gewichte g auch die gleiche Ordnung m be- 
sitzen miissen und umgekehrt. Dabei mége schon gleich hier auf 
einen Unterschied in der Bezeichnung der Ueberschiebungen auf- 
merksam gemacht werden, Wenn in der Ueberschiebung jede Form 
f; nur einmal vorkommt, dann soll dieselbe in der Folge _,, einfache 
Ueberschiebung“ genannt werden, kommt dagegen ein und dieselbe 
Form wiederholt vor, wie z. B. in ((ff)* 9)"; dann soll die Ueber- 
schiebung als ,,mehrfache“ bezeichnet werden. Es ist dann deutlich, 
dass die angefiihrten allgemeinen Siitze auch fiir mehrfache Ueber- 
schiebungen ihre Giiltigkeit nicht verlieren, wenn nur die wiederbolt 
vorkommenden Formen — durch Zufiigung von Indices — als von 
einander verschieden betrachtet werden. 


§ 6. 
Satze iiber die Bildung linear unabhingiger Ueberschiebungen. 


Wenn von mehreren Reihen Ueberschiebungen bekannt ist, dass 
dieselben linear unabhiingig sind, so ist es wichtig, dieselben derart 
za neuen Ueberschiebungen verbinden zu kénnen, dass diese letzteren 
ebenfalls linear unabhiingig sind. Die folgenden beiden Sitze geben 
hiertiber Aufschluss, sowie auch iiber die umgekehrte Aufgabe, eine Reihe 
linear unabhiingiger Covarianten in solche Covarianten zu zerlegen, die 
wie diese linear unabhiingig sind. 

Es mége zuniichst der folgende bekannte Hilfssatz vorausgeschickt 
werden : 
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Wenn zwischen Coefficienten von simultanen Covarianten der 
(9) Formen fy f,... fe eine lineare Relation besteht, so sieht dieselbe 
stets eine oder mehrere solcher zwischen den Covarianten selbst 
nach sich. 
Der Beweis kann in folgender Art gefiihrt werden. Seien die be- 
treffenden Covarianten durch 


K,=kO™ (=0,1,2,... 
dargestellt und eine lineare Relation zwischen Coefficienten derselben 
durch 
(10) > cul = 0, 
ai 
dann muss diese Relation noch stattfinden, wenn die Grundformen des 
Systems der linearen Transformation 


y= DY HF UY2, Lo = PY + MYe 
unterworfen und die Covarianten K; fiir die transformirten Formen 
gebildet werden. Statt dessen kénnen jedoch auch die Covarianten 
K; linear transformirt und mit einer passenden Potenz der Determinante 
(pq) multiplicirt werden, wodurch 


K;= (pq) (ki y, + Ki yo) 
erhalten wird. Die Relation zwischen den Coefficienten geht alsdann 
in die folgende iiber 


(11) > (og on" KO* = 0 
4,é 

und es versteht sich von selbst, dass dieselbe unabhiingig von p und qg 
erfiillt sein muss. Betrachtet man demnach p und gq als Veriinderliche, 
so ist ersichtlich, dass an Stelle des Coefficienten ‘{) der Covariante 
K; in (10) die A Polare dieser Form multiplicirt mit einer Potenz 
der identischen Covariante (pq) getreten ist. Wenn nun in (11) durch 
die niedrigste Potenz von (pq) dividirt und dann p = q gesetzt wird, 
dann ergiebt sich eine lineare Relation zwischen den Covarianten K;. 
Durch Wiederholung des Verfahrens ergeben sich ferner so viele ver- 
schiedene Relationen, als verschiedene Potenzen von (pq) vorhanden 
sind. Auch folgt jetzt, dass in (10) nur ein Coefficient jeder Covariante 
auftreten kann. Denn im andern Falle wiirde die linke Seite von (11) 
in jeder der Variabeln p und g nicht homogen sein und es wiirde 
daraus dann folgen, dass die betreffende Covariante tiberlaupt ver- 
schwinden miisste, wenn nicht ein weiteres Glied von den gleichen 
Orduungen in p und gq vorhanden ist. Damit nun die linke Seite von 
(11) in jeder der Veriinderlichen p und qg homogen wird, miissen die 
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Zahlen g; + 4 und g; + m; — 4 fiir alle Coefficienten in (10) dieselben 
Werthe haben d. h. die Coefficienten in (10) miissen alle dasselbe 
Gewicht g; + 4 und die in die Covarianten K; eingehenden Formen f 
miissen dieselbe Ordnungssumme 


DM = (Git me— A) + (gtd) = m + 2g; 


besitzen: wie auch a priori erkannt werden kann, Da die Coefficienten 
einer Covariante alle verschiedenes Gewicht haben, so folgt demnach, 
dass zwischen denselben eine lineare Relation nicht stattfinden kaun, 
obwohl Relationen héherer Ordnung nicht ausgeschlossen sind. Ferner 
ergiebt sich, dass in dem Falle, wenn mehrere Covarianten linear 
unabhiingig sind, es auch deren Coefficienten sein mtissen. Die Um- 
kehrung ist selbstverstiindlich. 
Durch Benutzung dieses Hilfssatzes kann nun der folgende erste 
Hauptsatz bewiesen werden: 
Wenn die simultanen Covarianten K;. mehrerer Formen linear 
unabhingig sind, dann sind es auch alle Ueberschiebungen dieser 
(11) Covarianten iiber eine dem Formensystem nicht angehdrige, iibrigens 
aber beliebige Form . Auch folgt wmgekehrt, dass die Covarian- 
ten K; linear unabhdngig sein miissen, sobald die Formen (K;p)*i 
es sind. 
Sei nimlich zum Beweise eine lineare Relation zwischen den Ueber- 


schiebungen durch 
B ¢;(Kig)* = 0) 


dargestellt, dann liisst sich dieselbe, indem wir fiir die Variabeln x, x, 
specielle Zahlenwerthe annehmen, in eine lineare Relation zwischen 
Coefficienten der Covarianten K; umsetzen. Dass diese Relation keine 
identische sein kann, folgt einerseits daraus, dass jede Covariante K; 
nur einmal vorkommen kann und andererseits auch daraus, dass bei 
der angegebenen Specialisirung offenbar nicht alle Ueberschiebungen 


(K;) ‘ identisch verschwinden kénnen , da m von den K; ganz unab- 
hingig ist. Nach dem vorigen Hilfssatz folgt also, dass jede lineare 


Relation zwischen den Ueberschiebungen (K;@)‘ eine oder mehrere 
solcher zwischen den Coefficienten der K; und somit auch zwischen 
den Covarianten K; selbst nach sich zieht, womit der erste Theil des 
Satzes bewiesen ist. Da nun auch umgekehrt jede lineare Relation 
zwischen den Covarianten XK; leicht in eine solche zwischen den 


(Kig)* verwandelt werden kann, so ist auch die Umkehrung des 
Satzes richtig. 
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In tihnlicher Weise kann nun der allgemeinere Satz bewiesen 
werden: 


Wenn die Covarianten K; linear unabhingig sind und man 
verbindet dieselben mit einer zweiten Reihe von Covarianten K;, 
die ebenfalls linear unabhdngig sind und einem andern Formen- 
systeme angehiren, dann sind alle Ueberschiebungen von Formen 
der ersten Reihe tiber Formen der zweiten Reihe ebenfalls linear 
unabhiingig. 

Wir zeigen, dass jede lineare Relation zwischen den betreffenden 
Ueberschiebungen eine solehe zwischen den Covarianten K; oder K; 
nach sich zieht. Sei erstere durch 


>in (Ka Ky) = 0 
Au ; 
dargestellt, dann folgt aus vorigem Satze, dass diejenigen Theile dieses 
Aggregates, welche dieselben Formen Kj, enthalten, nicht fiir sich 
verschwinden kénnen, da dann eine lineare Relation fir die K,’ folgen 
wiirde. Demnach miissen fiir die Coefficienten der K,’ stets solche 
numerische Werthe existiren, fiir welche die erwiihnten Theile des 
Aggregats nicht alle verschwinden, da sie im andern Falle identisch 
verschwinden miissten. Setzt man ausserdem noch fiir 7, und 2, be- 
sondere Zahlenwerthe, danu hat man eine lineare Relation zwischen 
Coefficienten der Formen K,. Dass diese nicht identisch ist, folgt aus 
dem Umstande, dass jede Form K in der angenommenen Zusammen- 
fassung des Aggregats in jedem Theile nur einmal vorkommt und 
dementsprechend auch die Relation zwischen den Coefficienten in 
gleicher Weise zusammengesetzt ist. Durch Beniitzung des Hilfssatzes 
erscheint somit der Satz bewiesen. 
Auch hier gilt die Umkehrung: 

Sind die Ueberschiebungen (Ki K,)*" linear unabhdngig, dann 

(13) sind es auch die Covarianten K, und K,, vorausgesetat, dass die- 
selben verschiedenen Formensystemen angehdren. 

Der Beweis ist derselbe wie bei der Umkehrung des ersten Satzes, 


(12) 


§ 7. 
Nachweis, dass die Formen einer Gruppe linear unabhingig sind. 


In ganz iihnlicher Weise wie die Ueberschiebungen aus drei Formen 
sich zu Gruppen von bestimmtem Gewichte zusammenstellen lassen, 
kann dies auch fiir die einfachen Ueberschiebungen 


Us (fa fi fe» Tedasmrnieg 


geschehen, die beliebig viele Formen fj, f,, f,,.-. fy enthalten, 
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ausserdem eine beliebige aber unter sich gleiche Art der Zusammen- 
fassung aufweisen und dasselbe Gewicht 


i i ne 
besitzen. Von den Formen ein und derselben Gruppe gilt dann der 
wichtige Satz, dass dieselben linear unabhingig sind. Der Beweis 
kann auf zwei verschiedene Arten gefiihrt werden. 

Nehmen wir den Satz ftir Gruppen aus @ und weniger Formen 
als richtig an, so ist nur nachzuweisen, dass er auch fiir Gruppen aus 
o +1 Formen gilt. Die Formen dieser Gruppen haben nun die Gestalt 

U; = (K: Ki’)? 
wo K; eine Ueberschiebung aus x Formen und Kj’ eine solche aus 
o —x-+1 Formen ist, wobei der Fall nicht ausgeschlossen ist, dass 
Ki’ eine Grundform selber ist. 

Die Formen K; und KX, gehéren nun aber Gruppen an, die aus 
* bez. og — x-+ 1 Formen gebildet sind und fiir welche der Satz als 
richtig vorausgesetzt wurde. Da die Formen K; und KX,’ auch ausser- 
dem verschiedenen Formensystemen angehéren, so kann der Satz des 
vorigen Paragraphen angewendet werden und es folgt, dass die U; 
linear unabhingig sein miissen. Da fiir Gruppen aus zwei Formen 
der Satz selbstverstindlich ist, so gilt er allgemein. 

Der zweite Beweis stiitzt sich auf die Reihenentwicklungen fiir 
symbolische Producte. Seien die Formen f symbolisch durch 


No . be] * 
ye — > = atte 
fy = a ’ f, = a) rc tfe=ale 

dargestellt, dann kénnen aus dem Producte 
P= a” al a”... aoe 
a y Py u 


durch Anwendung von Q Processen und Gleichsetzen der betreffenden 
Variabeln alle Formen U; einer bestimmten Gruppe erhalten werden. 
Daraus folgt, dass die Coefficienten der U; durch die Coefficienten vou 
P linear ausdriickbar sind. Aber auch umgekehrt kénnen letztere 
Coefficienten durch erstere ausgedriickt werden. Deun P ist entwickel- 
bar nach Polaren von Ueberschiebungen 
Uv, U;, U® a U ie 

die alle dieselbe Art der Zusammenfassung der Formen besitzen, und 
Gruppen von den Gewichten 0, 1, 2,...g... angehdren. Da nun die 
Coefficienten von P linear unabhiingig sind, so folgt dasselbe auch 
fiir die Coefficienten der Formen U und somit auch fiir die Formen 
ein und derselben Gruppe. 
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§ 8. 
Aufstellung simmtlicher linearer Relationen zwischen einfachen 
Ueberschiebungen aus beliebig vielen Formen. 


Das in § 3 bewiesene associative Gesetz fiir die Ueberschiebung 
kann dazu benutzt werden, um lineare Relationen zwischen den Ueber- 
schiebungen verschiedener Gruppen aufzufinden und, was wesentlich 
ist, es lisst sich nachweisen, dass auf diese Weise alle linearen Rela- 
tionen erhalten werden, die existiren. 

Zuniichst mége der folgende Satz bewiesen werden: 

Jede einfache Ueberschiebung der Formen f,f,...f9, bei welcher 
die Reihenfolge der Formen die folgende 


fay fas fy +++ fr 


und die Zusammenfassung eine beliebige ist, kann linear durch 
Ueberschiebungen ausgedriickt werden, welche dieselbe Reihenfolge 
der Formen, aber die folgende einfache Zusammenfassung besitzen: 


(15) ( ee (fafa) fi)” ve fy)”. 


Die zu entwickelude Ueberschiebung U wird am Ende eine gewisse 
Anzahl Klammern besitzen, welche durch die Art der Zusammenfassung 
bedingt sind und es wird zuniichst zu zeigen sein, dass U durch solche 
Vormen linear ausgedriickt werden kann, welche am Ende nur eine 


Klammer besitzen. Wenn U die Form (Pf, ® schon haben sollte, ist 
diese Entwicklung iiberfliigsig und es kommt daher nur der Fall in 
Betracht, wenn U die Form [P, (QR)“]” besitzt, wo P, Q, R Ueber- 
schiebungen aus weniger als g -+ 1 Formen oder auch Grundformen 
selber sind. Aus Formel (2) folgt nun aber die Entwicklung 


U -> o [(P Q)* RYi= > 6,0; 
i ‘ 
woraus zu ersehen ist, dass die Formen U;, durch welche U linear 
dargestellt ist, am Ende eine Klammer weniger enthalten als U. Setzt 
man das Verfahren fort, indem man auch die U; in gleicher Weise 
entwickelt, so wird JU schliesslich durch Formen ausgedriickt sein, 
welche am Ende nur eine Klammer enthalten und die folglich die 


Gestalt haben (M fi) *; wo M eine Ueberschiebung aus @ Formen 
bedeutet. . 
Die Ueberschiebungen M aus g Formen kénnen in gleicher Weise 


durch solche ausgedriickt werden, die von der Art (N figs) °* sind 
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und es erhellt, dass man bei Fortsetzung der Entwicklungen schliesslich 
auf die verlangte Beziehung 


v= Da(---( (Afi) ‘fay ' fy)" 
kommen muss, 


Hieran schliesst sich nun der folgende Satz an: 


Jede Ueberschiebung (. 3 (fafa, )" fr) +f) ® kann durch 


solche Ueberschiebungen linear ausgedriickt werden, bei welchen die 
Art der Zusammenfassung die gleiche, die Anordnung der Formen 
aber eine beliebige andere z. B. die natiirliche fyf, fr... fo at. 
Wenn wir niimlich die Formel (2) in der Gestalt 


(Prag) Pica) 4! = > ce ((P fac gs)”* fas)” 


(16) 


beniitzen, so erhellt, dass eine form /;, durch wiederholte Anwendung 
dieser Formel an die Stelle jeder beliebigen anderen Form /;,, gebracht 


werden kann. Somit ergiebt sich durch Verbindung der beiden Siitze 
das Resultat, dass jede Ueberschiebung 


— (fi, fa, fa, eee fap)aya,---a9 


durch Anwendung einer bestimmten Reihe von Entwicklungen in der 


Weise 
U=—> a(- (( (fof:)” fe) ‘fay ; ‘) ‘= Da 


ausgedriickt werden kann. Die Formen A; kénnen weiterhin durch 
die Formen Uj; einer beliebigen anderen Gruppe linear ausgedriickt 
werden. Denn wenn die U; durch die A; ausdriickbar sind, dann 
muss bei umgekebrter Reihenfolge der Entwicklungen auch jede Form 
A; durch die Formen U; dargestellt werden kénnen. Demnach folgt 
der Satz: 
Jede einfache Ueberschiebung einer Gruppe ldsst sich durch 
(17) die Ueberschiebungen einer beliebigen anderen zugehirigen Gruppe 
linear ausdriicken. 
Verbindet man damit den friiher bewiesenen Satz, dass die Ueber- 
schiebungen derselben Gruppe linear unabhiangig sind, dann folgt ferner: 
Die Entwicklung einer Form wach Formen einer anderen 
Gruppe kann nur auf eine Weise vorgenommen werden. 
Denn zwei verschiedene Ausdriicke fiir dieselbe Form U wiirden eine 
lineare Relation zwischen den Formen ein und derselben Gruppe nach 
sich ziehen, die nicht méglich ist. Ferner ergiebt sich auch, dass 
alle Gruppen gleichen Gewichtes gleichviel Formen enthalten miissen. 
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Im anderen Falle kénnten offenbar lineare Relationen zwischen den 
Formen der grésseren Gruppe abgeleitet werden. 
Sei nun die Gruppe der Ueberschiebungen 


(fof) f) +f)" , 


als ,,primdre“ bezeichnet und mégen alle Formen der anderen y — 1 
Gruppen nach den p Formen dieser Gruppe entwickelt werden, dann 
folgt 
Die p . (y—1) Gleichungen 
Uy" = > c&” A,, 

durch welche die p.(y—1) einfachen Ueberschiebungen U;* der 
(18) Formen f, f, ... fe nach Formen der primdren Gruppe entwickelt 

sind, reprdsentiren alle Relationen, welche zwischen den Covarian- 

ten von derselben Ordnung und vom ersten Grade in den Coefficienten 

der Grundformen stattfinden. 


§ 9. 
Anwendung auf Gruppen aus vier Formen vierter Ordnung. 


Um die Entwicklungen des vorigen Paragraphen an einem Beispiele 
zu erliutern, nehme ich vier binire Formen vierter Ordnung f, 9, ¥, x 
an und setze die Aufgabe, alle linearen Relationen zwischen den ein- 
fachen Ueberschiebungen dieser Formen vom Gewicht 6 aufzufinden. 
Es lassen sich aus 4 Formen, wie in § 5 schon gezeigt wurde, 15 
verschiedene Gruppen bilden und man findet, dass jede Gruppe 16 
Kormen enthalten muss. Die primaire Gruppe wird namlich von folgen- 
den 16 Ueberschiebungen gebildet: 


(((f9) ¥)'x) (((f9) ¥) x)» (fo) 9) x). (((F9) ¥)'x)' 
- (((¢9)'¥)'x)', (((t9)'¥)'x), (fo) #)'2), (Fo) ¥ di 
((F9)'¥)'x x)» (((f9) ¥) ¥) ‘n)s (((f) v )'x)' (((f9) ¥) v “t) 
((f9)'¥)'x), ((r 9) v) ‘)) (((f9) ¥) x) ( ((f9)'¥)° x) . 


Hieraus ergeben sich weitere 11 Gruppen, wenn man die Formen auf 
alle méglichen Arten mit einander vertauscht. Da die Formen alle 
von gleicher Ordnung sind und die Indices der Ueberschiebungen nur 
von jenen Ordnungszahlen abhiingen, so braucht an diesen nichts 
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geindert zu werden. Die Gruppe jedoch, welche durch Vertauschung 
von f und @ entsteht, wird nicht als neu betrachtet, da ihre Formen 
héchstens nur durch das Vorzeichen sich von den urspriinglichen unter- 
scheiden. Die 13’ Gruppe ist alsdann die folgende: 


(fo (vx), (fo)(wx', (fe)*(ox?, [(fe)?(ox)*I', 
(20) (fe) (wx)"l', Ure) a?, Ufo? wayrl, fen? 
(fo)'\(warl, (fe)? (x)'), (fe) (oxy, fe)" (ex)')', 
[(fp)?(oxyl, Lfe)(ex)'?, (fe) (ay l®, (fe)? 2)!" 


und hieraus ergeben sich die beiden letzten Gruppen durch passende 
Vertauschung der Formen. Dabei werden wieder solche Vertauschungen, 
bei denen héchstens nur die Vorzeichen der Ueberschiebungen geiindert 
werden, nicht beriicksichtigt. 

Um sémmitliche lineare Relationen zwischen diesen 15 - 16 = 240 
Formen aufzustellen, miissen zuniichst die Formen der zweiten Gruppe 
durch diejenigen der primiren Gruppe linear ausgedriickt werden. 
Durch Anwendung der Formel (2) hat man die Entwicklungen: 


(((¢9)'2) ¥)'= . (((¢9)'¥)'x) — ia (((f9) v) x) 


+35 (((fo) “)'x) ; 

(21) (((f9)'x)' ¥) =— = y( (Fe) ¥) 4 x) 4 : ((r0)9)'2) 
+ ic (((f9)'¥) x)» 

(((¢9)'x) ¥) = (((r9)"¥)'2)'+ ((ir0y os) 
+3 (((¢9)')'x), 


ete. ete., die ohne Schwierigkeit bis zur letzten Form der zweiten 
Gruppe fortgesetzt werden kénnen. Ebenso lassen sich auch die 
Formen der folgenden 10 Gruppen durch diejenigen der primiren 
Gruppe darstellen, doch kann man auch diese Beziehungen zum Theil 
aus den schon gefundenen durch Vertauschung der Formen ableiten. 
Darch die Substitution (py) folgen aus (21) die Beziehungen: 


(22) (((7%)"2)' 9) =} ¢ (((f#)'9) 2) — ir (((f¥) 9) 2 x) 


+H (fv) y )'x) 


ete, ete. 
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wodurch die Formen ((¢ v) x) ») durch die Formen ((( f ¥) )"2) 


linear ausgedriickt sind. Ganz ebenso lassen sich durch Beniitzung 
der Substitutionen (px), (fv), (fx) und (fx) (pv) vier weitere Systeme 
von Gleichungen ableiten, so dass nunmehr die Formen von 6 Gruppen 
durch diejenigen der 6 iibrigen ausgedriickt sind. Dabei ist zu bemerken, 
dass durch Anwendung anderer Substitutionen als der eben angefiihrten, 
keine neuen Beziehungen erhalten werden. 

Um die noch fehlenden 5 — von Gleichungen zu gewinnen, 


wird man auf die Formen ((r v) 9)" x) die Formel (2) anwenden, 


indem @ mit # vertauscht wird. Dann folgen die Bezichungen: 
(((f) 9) 1) = ‘ ((\r9) —— o (((fo) vy) 1). 
+ 9 (((F y) v)’ 1)» 
(((f¥) 9) 2) =—; y (((f9) ¥) 1) + z (fo) ¥) x x) 
+r (((F9) ¥)'2)' 


ete. ete., worin dieselben Zahlencoefficienten auftreten, wie in den 
Relationen (21), was aber nur zufillig hier vorkommt, da diese Coef- 
ficienten bei Formen von verschiedenen Ordnungen im allgemeinen 
von den friiheren auch verschieden sind. In gleicher Weise kénnen 
nun auch die Formen 


(7 x) ¥)" °)' (ow fy" x): ((@ vf)" 8)’, ((v » ty) 
durch entsprechende von folgender Art 


(rey x) x)" 9) (((Foy ») w)' “n)'» (((roy x)"¥y, (((f¥ 2)"9)" 


linear ausgedriickt werden, wodurch dann der ganze Zusammenhang 
zwischen den ersten 12 Gruppen von Formen hergestellt ist. 

Es eriibrigt noch, die Formen der drei letzten Gruppen durch 
diejenigen der primiaren oder irgend einer davon abhingigen linear 
auszudriicken, 

Die erste Form der 13. Gruppe kann in folgender Gestalt ge- 
schrieben werden 


(23) 


(Fo)*(vx)' = (wa) 'f)'9) 


und ist damit in gewiinschter Weise ausgedriickt. 


SS —— —*s —- 
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Fiir die 2’ Form ist nach Formel (2) 
3 \0 \3 3 \1 \2 
(24) (vx) (Fo) =(((F9) ¥)'x) —(((r) ¥) 2) 
3 3 \2 \1 
+55 (((9) ¥) 2) 
und ebenso ergeben sich auch die Ausdriicke fiir die tibrigen Formen 
der 13. Gruppe. Indem wir dann in diesen Gleichungen pm mit wy 
and @ mit y vertauschen, erhalten wir zwei weitere Systeme von 
Gleichungen, wodurch auch die beiden letzten Gruppen durch friihere 
ausgedriickt sind. 
Damit sind dann alle linearen Relationen gefunden, welche zwischen 


denjenigen einfachen Ueberschiebungen der Formen /, 9, ¥, x, die 
vom Gewicht 6 sind, existiren. 


§ 10. 


Anzahl der in einer Gruppe aus einfachen Ueberschiebungen 
befindlichen Formen. 


Nachdem bewiesen wurde, dass alle Gruppen, die zusammen- 
gehéren, die gleiche Zahl von Formen enthalten, ist es von Interesse, 
diese Zahl selbst anzugeben. Am einfachsten geschieht dies fiir die 


primaire Gruppe, deren Formen die Gestalt (---( ho f) fh) fe) * 


haben. Da alle zu einer Gruppe gehérigen Formen gleiches Gewicht 
g haben, so muss zuniichst die Bedingung 
(I) Ti a Sie a 
erfiillt sein. Damit die Ueberschiebung aber iiberhaupt gebildet werden 
kann, darf keine der iiberzuschiebenden Formen geringere Ordnung 
haben, als der Index der Ueberschiebung anzeigt, da sonst die Ueber- 
schiebung identisch verschwindet. Die hieraus folgenden Bedingungen 
zerfallen in zwei Arten. 

Kinerseits ergiebt sich 


(il) a<m +1, aon +1,---a<<m+1 
und andererseits folgt in iihnlicher Weise 
(IIIa) a, <<m +1, «& << m+n, — 2a, +1,--- ete, 

Ge < (MyM, +--+ Mp1) — 2(a, + a, +--+ %-1) + 1, 
welche Bedingungen auch in folgender Form geschrieben werden 
kénnen : 


(IIT) (%—a@, + 1 >, (m —e,—a,) + (m, — a) +1 > 0--- ete. 
(1% — 0, — Gy— ++» — Ge) (My — &,) oF (M1 — Mi) +1 D0. 
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Um die Zahl der Lésungen von Gleichung (I) mit Riicksicht auf 
die Bedingungen (II) zu erhalten, hat man bekanntlich den Ausdruck 


Joe 1—_et 1— ae 
1—2x 1—2 1—z 


TT(2) = 





nach steigenden Potenzen von x zu entwickeln und den Coefficienten 
von a? zu nehmen. Wenn nun g <»,-+ 1 ist, dann sind die Be- 
dingungen (III) von selbst erfiillt, da alle darin vorkommenden 
Differenzen positiv oder Null sind, Dann giebt also der Coefficient 
von 2% direct die Anzahl der zu der Gruppe gehérigen Formen an. 
Fiir gréssere Werthe von g muss jedoch ein anderes Verfahren ein- 
geschlagen werden. 

Sei m eine Hilfsform von beliebig hoher Ordnung, dann wird 
nach dem soeben Gesagten die Grésse der Gruppe 


0; =(- oid ((¢ f,)” fi)" a fe)" (> A= 9) 


durch den Coefficienten A, in folgender Entwicklung angegeben. 


— ptt — prt get 
Eines. ete NORIO. deesk. serait a 2) Ava! 


l1—2z li—2zx a 


Da alle zugehérigen Gruppen die gleiche Zahl von Formen umfassen 
(§ 8), so besteht auch die Gruppe der Formen 


0/ =[9,(---(fofy"A)”--- eye] (2 “= 9) 


vom Gewicht g aus A, Formen. Aus der Zusammensetzung der 9; 
folgt dann, dass alle primiiren Gruppen der f von den Gewichten 0 
bis g zusammen A, Formen enthalten miissen. Beriicksichtigt man die 
entsprechende Bedeutung der Zahl A,_;, so erhellt, dass die Differenz 
A, — A,, die gesuchte Anzahl ist. Durch Multiplication mit 1 — x 
treten in obiger Entwicklung diese Zahlen als Coefficienten auf und 
es folgt: 
Eine Gruppe aus einfachen Ueberschiebungen vom Gewichte g 
enthilt so viele Formen, als der Coefficient von x* in folgender Ent- 
(35) wicklung angiebt: 


wena) ne 


<a 





Mathematische Annalen. XXXIII, 6 
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§ 11. 
Specialisirung fiir Formen gleicher Ordnung. 
Wenn die Ordnungen aller Formen =~» sind, dann wird der 


soeben gefundene Ausdruck : 


ce-s eet tated 2 Per" al 


(1— x)° 
“fare et) (etHs) 6 
wobei A und uw alle Werthe annehmen kénnen, welche die Bedingung 
A(n+1) + 4u=—g 


erfiillen. Setzt man uw = g — w(m+1), dann wird diese Bedingung 
einfach 4 =u’ und der gesuchte Coefficient von 2’ hat die Form 


= ~19 (etl) (eo+tg—4(m+1)- 1). 

(6) oy 2 | 5 ae Ds | adit nsar 
wobei A die Werthe 0, 1,2... bis zur gréssten in ma enthaltenen 
ganzen Zahl durchiiuft. 

Ist g << ~-+ 1, daun wird die Grésse der Gruppe einfach durch 
eae 

eo—l 
Ueberschiebungen, die iiberhaupt gebildet werden kénnen. Man kann 
sie daher als ,,vollstiindige Gruppe“ bezeichnen. 

Liegt das Gewicht der Gruppe zwischen » und 2n+ 2, dann 
enthalt dieselbe nur ie + ls :)- (e+1) ¥ + . me 1 wa *) Formen 
und es ist ersichtlich , hie von den Ueberschiebungen , die iiberhaupt 


gebildet werden kénnen, in diesem Falle (9+ 1) e+ A vr a *) 


‘) angegeben, und in diesem Falle enthialt dieselbe alle 


1 
identisch verschwinden. Eine solche Gruppe ist daher eine ,,unvoll- 
stiindige.“ Dazu gehéren auch alle Gruppen, deren Gewicht noch 
héher als 2n + 2 ist. Dasselbe kann jedoch selbstverstiindlich den 


Werth et} m nicht tibersteigen und daher kann auch 4 hiéchstens 
den Werth ett 5" erreichen. 

Als Nebenresultat zur Entwicklung des vorigen Paragraphen mag 
Folgendes hervorgehoben werden. Ebenso wie dort die primdre Gruppe 
zu Grunde gelegt wurde, kann natiirlich auch jede andere Gruppe 
z. B. die folgende 


[Ce Fofid CFafaI (fy fad [= Di 
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der Untersuchung zu Grunde gelegt werden. Die Gleichung 

Wy +O +--+ amy 
bleibt dann dieselbe, aber die Bedingungen fiir die Indices a werden 
ganz andere, oft complicirter Natur. Trotzdem muss die Zahl der 
Lésungen obiger Gleichung in beiden Fallen tibereinstimmen. Hieraus 
kénnen dann zahlentheoretische Sitze gewonnen werden, deren directer 
Nachweis erhebliche Schwierigkeiten bereiten wiirde. 


§ 12. 
Gruppen aus mehrfachen Ueberschiebungen. 


Im Vorhergehenden wurden nur solche Ueberschiebungen betrachtet, 
in denen jede Form f nur einmal vorkam und die daher einfache ge- 
nannt werden sollen. Es erscheint nun nothwendig, auch solche Ueber- 
schiebungen (und deren Relationen) zu untersuchen, bei denen jede 
Form wiederholt auftritt, wie z. B. [(ff)?+ (p@)*“)” und die daher 
mehrfache heissen sollen. In dieser Hinsicht kann nun der folgende 
wichtige Satz bewiesen werden. 

Jede lineare Relation swischen mehrfachen Ueberschiebungen 
(37) mehrerer Formen f vom Gesammtgrade v kann erhalten werden aus 
einer linearen Relation, welche zwischen einfachen Ueberschiebungen 
aus v Formen stattfindet. 
Sei eine mehrfache Ueberschiebung der Formen f/f, y, ~,... durch 


U= (AGA, ae 9, 9, 9, 7 4 y, Y, y ee «ery ty++-@y 4 
dargestellt, worin die Formen bez. v,, v,, ¥3,... mal wiederholt vor- 


kommen sollen, ferner eine lineare Relation zwischen derartigen 
Covarianten durch 


(38) > alff en ee *)eey ty+++@y = 0, 

a 
die selbstverstiindlich in den Coefficienten jeder Form homogen sein 
muss, dann liisst sich diese Relation auch bilden, wenn an Stelle der 
Grundformen /, », ~... lineare Combinationen derselben mit fremden 
Formen gleicher Ordnung 


af taf, + fp ++--+G—-fy-1) 

by + b, V1 + bP» + mes + Dy,—1 Pv.—1 
etc. ete. gesetzt werden, Durch Anwendung des distributiven Gesetzes 
fiir Ueberschiebungen (§ 1) folgt dann, dass die linke Seite von (38) 


nach Potenzen der a;, b;, 4, ... entwickelt werden kann und zwar 
fassen wir speciell das Glied ins Auge, welches den Factor 


Oy Syn oo Og OB 0... Qn OG Ree te os 
6* 








E. Srron. 


84 
besitzt, Nach Formel (1) ist der andere Factor eine Summe, welche aus 


> alffits 2 DDD. --- UW We + + -Jerar--ay 3 


a 
dadurch hervorgeht, dass man die Formen 


fhife++-PPrPr---¥Uy--- 
jede Reihe fiir sich auf alle méglichen Arten vertauscht und die 
Resultate addirt. Da dieses Glied der Entwicklung, wie auch jedes 
andere, fiir sich verschwinden muss, so folgt eine Beziehung, die wir 
in der Form 


(39) SD a (Fife «© 9 O12 = BY Ye > Jara agy = 0 
LQ- A 


schreiben kénnen. Hieraus folgt dann riickwirts wieder die Relation 
(38) (bis auf einen Zahlencoefficienten), indem man alle /; = f, 
Pi =, etc. setzt. 

Diese Relation (39) enthilt nun ausschliesslich einfache Ueber- 
schiebungen der Formen f/f, f,.-. 9 9; 92... ete. Das vollstiindige 
System der Relationen unter denselben ist nach § 8 bekannt und es 
ist nun klar, dass hieraus alle in Rede stehenden Relationen dadurch 
gewonnen werden kénnen, dass man alle Formen f, =f, 9; = etc. 
setzt. Demnach gilt der Satz: 

Das volistiéndige System der linearen Relationen zwischen den 
mehrfachen Ueberschiebungen 


U; =(fff---9og-:-: * east + yg 
(40) vom Gesammigrade v ergiebt sich aus demjenigen der einfachen 
Ueberschiebungen aus v verschiedenen Formen 
fy fis fa+++ Pr Pr» Po +. ete. 
durch Gleichsetzen aller Formen f;, 9; , etc. 
Es ist dabei bemerkenswerth, dass durch das Gleichsetzen der Formen 
fi, 9 ete. ausser den schon bestehenden Relationen zwischen den ein- 
fachen Ueberschiebungen keine neuen Relationen zwischen denselben 
eintreten. Diese Specialisirung findet vielmehr nur darin ihren Ausdruck, 
dass manche Formen idenvtisch verschwinden, andere wieder identisch 
gleich werden. Allein auch unter den linearen Relationen wird Aehnliches 
eintreten, indem mehrere derselben bei dieser Specialisirung dasselbe 
Resultat liefern. Es wird daher eine wichtige Aufgabe sein, solche 
iiberfliissige Relationen, die schon in anderen enthalten sind, von 
vornherein auszuscheiden. 








cna & F&F 
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§ 13. 
Mehrfache Ueberschiebungen von Formen vierter Ordnung. 


Um die Resultate des vorigen Paragraphen an einem Beispiele 
klarzulegen, beniitze ich das in § 9 fiir Formen vierter Ordnung auf- 
gestellte vollstdndige System linearer Relationen. Durch Specialisirung 
desselben kénnen dann alle linearen Relationen zwischen den folgenden 
mehrfachen Ueberschiebungen 


1. (FFF \aaa, = Ui, 
2. (fff Pa,a,0 os V;,; 
3. (fF PP)ama, = Wi 
alle vom Gewichte a, + «, + a, = 6 gewonnen werden. 
Um die Relationen zwischen den U; zu erhalten, hat man (nach 
Satz (40)) in §9 alle Formen f,—f zu setzen. Die 16 Relationen 


(21), durch welche die Formen der zweiten Gruppe mit derjenigen der 
primiiren verkniipft sind, reduciren sich dabei auf folgende drei: 


(rreny+ (rnp — > (entry =o, 
(Hf)°f)* + 2 a = (ayer) += (AN*s)' 
= (Aff) =9, 
(Hryf)* -— + mes + (af)! —4 (apt) =0 


worin abkiirzend (ff)? = H gesetzt ist. 

Die fiinf iibrigen Systeme von Gleichungen, die aus dem ersten 
durch Vertauschen der Formen erhalten werden, liefern offenbar nichts 
Neues, Erst die Gleichungen (23) ergeben wieder die folgenden vier 
Beziehungen : 


(rrer) —+ (anf) =, 
(Fnf) “ (Hf) f) = 
(n't)? + > (Ann -— = on f)'f) = 


(ary) +3 (nf) f) =9, 


womit der Kreis dieser Relationen — namlich zwischen Formen der 
primiren Gruppe — abgeschlossen ist. Da nun die primire Gruppe, 
wenn alle Formen f einander gleich gesetzt sind, nur mehr 9 Formen 
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enthilt (die andern 7 verschwinden identisch), so folgt aus vorstehen- 
den Relationen, dass davon 7 Formen durch die andern 2 linear aus- 
gedriickt werden kénnen. Die primiire Gruppe enthilt also schliesslich 
nur mehr 2 linear unabhingige Formen. 

Um das System der erhaltenen Relationen zu einem vollstindigen 
zu machen, ist nun nur noch erforderlich, in den Gleichungen (24) 
des § 9 alle Formen f; einander gleich zu setzen. Es bleiben alsdann 
nur folgende vier Gleichungen iibrig: 


(A! =(((i) FY Tt) 


EOE = 6 (At + 5 (HOY — a (ANY 
— - (Hf) f)' kd (HP)! f)’s 
[PENN = a9 (AN)! + ) 


3 
os (HPI /)"s 
“rns? + 3 (en's. 


Durch dieselben sind dann auch noch die Formen der drei letzten 
Gruppen durch diejenigen der primiren Gruppe dargestellt. Diese 
drei Gruppen werden nimlich beim Gleichsetzen der Formen nicht nur 
identisch gleich, sondern es verschwinden auch siimmtliche Formen 
bis auf die angeschriebenen vier. Von diesen kénnen jedoch nur zwei 
linear unabhiingig sein, wie es einem spiiter zu beweisenden allgemeinen 
Satze auch entspricht. 

In gleicher Weise kann aus § 9 das vollstindige System der Rela- 
tionen zwischen den Ueberschiebungen V; und W; gewonnen werden. 
Es ist nur erforderlich, im ersteren Falle f, = /,=/,;—=/ und f/f, = 9, 
und im anderen Falle f, = f, =f und /, =f, = zu setzen. Je nach 
dem Zwecke, dem diese Relationen dienen sollen, wird selbstverstiind- 
lich auch nicht selten ein Theil derselben geniigen; insbesondere wenn 
es sich darum handelt, eine Ueberschiebung wie z. B. [( ff)? (p)*]* 
durch zerfallende Ueberschiebungen linear auszudriicken , alsdann wer- 
den bloss solche Relationen herauszugreifen sein, in welchen diese 
Form auch vorkommt. Dieselben habe ich in Bd. XXII dieser 
Aunalen pag. 290 durch Anwendung der Gordan’schen Formel III 
(Formensystem pag. 11) bereits abgeleitet, nur in einer andern Form, 
als sie sich aus § 9 ergeben wiirden. Wihrend aber dort die Gruppirung 
der Relationen uniibersichtlich und zusammenhangslos erschien, wess- 
halb auch der Gang einer solchen Rechnung von yornherein gar nicht 


-- 
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angegeben werden konnte, sind dieselben in der jetzigen Gestalt als 
Ausdruck eines allgemeinen Princips — des associativen Gesetzes — 
dargestellt und der Gang der Reduction ist unzweideutig festgestellt. 


§ 14. 
Zusammenhang zwischen den Gruppen aus mehrfachen Ueberschiebungen. 


Obgleich durch den Satz (40) des § 12 in Verbindung mit Satz 
(18) des § 8 alle Beziehungen zwischen mehrfachen Ueberschiebungen 
bereits hergestellt sind, ist es doch von Interesse, iiber die Anordnung 
derselben genauere Angaben zu besitzen. 

Zunichst ist ersichtlich, dass die mehrfachen Ueberschiebungen 
auch in Gruppen geordnet werden kénnen, so dass die Ueberschiebungen 
gleicher Zusammenfassung und gleichen Gewichts zu derselben Gruppe 
gehdren. Wenn also beispielsweise nur mehrfache Ueberschiebungen 
einer einzigen Form f in Betracht kommen, dann wird die primiire 
Gruppe von allen Ueberschiebungen 


0) oo (((fA)"F)” ae ry" 


vom Gewichte a, + @,-+----+ a =—g gebildet. Jede solche Gruppe 
kann nun aber aus einer Gruppe einfacher Ueberschiebungen durch 
Gleichsetzen von Formen f entstanden gedacht werden. Im angefiihrten 
Beispiele wire dies die Gruppe der Formen 


Aj) = ((rf)"h)”: + fe) 


oder auch eine aus dieser durch Vertauschung der f hervorgehende 
dihnliche Gruppe. Es ist somit deutlich, dass jeder Gruppe mehrfacher 
Ueberschiebungen mehrere Gruppen einfacher Ueberschiebungen zu- 
geordnet werden kénnen, die beim Gleichsetzen von Formen / simmt- 
lich in erstere iibergehen. Dieses letztere System von Gruppen kann 
daher — seiner Bedeutung entsprechend — kurz als System der 
Urgruppen bezeichnet werden. 

Ein bemerkenswerther Unterschied zwischen den Gruppen aus 
mehrfachen Ueberschiebungen und denen aus einfachen Ueberschiebungen 
besteht nun darin, dass die Formen der ersteren nicht mehr linear 
unabhdngig sind. Wenn nimlich in der Relation (38) des § 12 nur 
mehrfache Ueberschiebungen eimer Gruppe vorkommen, dann treten in 
(39) Relationen zwischen einfachen Ueberschiebungen der zugehdrigen 
Urgruppen auf, die in der That existiren. Durch Anwendung des 
associativen Gesetzes fiir die Ueberschiebung kann jedoch das voll- 
stiindige System dieser letzteren Relationen aufgestellt werden und es 
gilt demnach der Satu: 
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Alle linearen Relationen, welche zwischen mehrfachen Ueber- 

(41) schiebungen ein und derselben Gruppe stattfinden, werden aus den 

Relationen zwischen Formen der zugehidrigen Urgruppen durch 

Gleichsetzen von Formen f erhalten. 
Sind in solcher Weise alle Beziehungen innerhalb einer Gruppe mehr- 
facher Ueberschiebungen hergestellt, dann kénnen dieselben dazu 
benutzt werden, um einen Theil der Formen durch die tibrigen linear 
auszudriicken. Diese letzteren asyzygetischen Formen der Gruppe kénnen 
jedoch noch in verschiedener Weise gewihlt werden, doch liisst sich 
allgemein der Nachweis fiihren, dass — ahnlich wie bei einfachen 
Ueberschiebungen — auch hier alle zusammengehérigen Gruppen 
gleichen Gewichtes die gleiche Zahl asyzygetischer Formen enthalten 
miissen. 

Wir haben nimlich auch hier ein zu Satz (17) analoges Theorem: 

Jede mehrfache Ueberschiebung einer Gruppe ist durch die 

(42) asyzygetischen Ueberschiebungen einer beliebigen zugehirigen Gruppe 

linear ausdriickbar. 
Der Beweis kann in folgender Art gefiihrt werden. Soll die mehr- 
fache Ueberschiebung YA; durch die asyzygetischen Formen 

B,, Boy... Be 

einer zugehérigen Gruppe linear dargestellt werden, so wird man 


zunichst die zu beiden Gruppen gehérigen Urgruppen bilden. Eine 
der ersteren enthalte die Formen 


Qa (a a P| 
, &...8..4, 
wahrend eine der anderen durch die Formen 
BY, a ,.... ae... BP 


gebildet werde. Da dies einfache Ueberschiebungen sind, so erbiilt 
man nach Satz (17) des § 8 die Relationen 


A} = > oo BY = i= 1, 2,3,... 9, 
e=0 
durch welche jede Form der Gruppe der A durch die B linear dar- 
gestellt ist. Werden hierin die Formen f; in solcher Weise einander 
gleich gesetzt, dass dadurch die Gruppen A und B beziehungsweise 
in die Gruppen % und % iibergehen, dann folgen die Relationen 


e= 
A, — >'cqBe i—1,2,3,..., 
e=0 
wodurch jede Form Y; zuniichst als lineare Function sémmtlicher Formen 
% dargestellt ist. Durch Benutzung der Relationen, welche innerhalb 
der Gruppe der B selbst stattfinden und deren System nach Satz (41) 
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bekannt ist, kann dann %; bloss durch asyzygetische Formen der andern 
Gruppe ausgedriickt werden: 
A — >’ B, i—1,2,3... 
e=0 
Da die Wahl der Urgruppen A und B noch eine sehr willkirliche ist, 
so kénnen die in Rede stehenden Relationen auch auf viele verschiedene 
Arten entwickelt werden. 

Betrachten wir nun die Beziehungen zweier zusammengehdriger 
Gruppen mehrfacher Ueberschiebungen, so folgt, dass die asyzygetischen 
Formen derselben gegenseitig linear ausdriickbar sein miissen. Dies 
ist aber nur dann méglich, wenn die Anzahl dieser Formen in beiden 
Gruppen die gleiche ist. Daher gilt der Satz: 

(43) Alle zusammengehirigen Gruppen aus mehrfachen Ueber- 
schiebungen enthalten die gleiche Anzahl asyeygetischer Formen. 


§ 15. 
Ueber eine besondere Gattung von Gruppen. 


Die erhaltenen allgemeinen Siitze sollen nun auf eine besondere 
Gattung von Gruppen angewendet werden, bei welchen die Relationen 
zwischen den Formen in besonders einfacher Weise sich gestalten. Es 
ist dies die Gruppe der Ueberschiebungen 


40 = (len A- A 


nebst allen durch Vertauschung der /; (unter entsprechender Abiinderung 
der Indices @;) hieraus hervorgehenden Gruppen. Die Zahl simmt- 
licher Gruppen ist durch g! angegeben und es mége auch gleich die 
Bedingung eingefiihrt werden, dass die Ordnung m der Form @ nicht 
kleiner als das Gewicht g dieser Gruppen sci. 

Die Anordnung der Formen A;") innerhalb der ersten Gruppe sei 
nun derart, dass die Formen zuniichst nach steigendem diusseren Index 
w, geordnet seien. Diejenigen mit gleichem a, sollen dann wieder 
nach steigendem a», geordnet werden u. s. w. Alsdann kann jede 
Ueberschiebung dieser Gruppe durch ein symbolisches Product ersetzt 
werden. Denn das Product 


(0)%1—- 


Tr” = (pa)" (@ a)” mm (p at) ¢ 7 Par gr” 
kann in folgender Weise entwickelt werden: 
Tr” = A}? + c, At, + c, Als +:-°, 
woraus hervorgeht, dass die symbolischen Producte einer Gruppe, 
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ebenso wie die Ueberschiebungen A linear unabhiingig sind, sowie auch, 
dass die symbolischen Producte verschiedener Gruppen gegenseitig linear 
ausdriickbar sind. Diese letzteren Beziehungen gestalten sich aber 
hier ganz besonders einfach. Denn es ist leicht einzusehen, dass die 
Gruppen der symbolischen Producte TT alle die gleichen Formen nur in 
verinderter Reihenfolge enthalten wmiissen. Die Gleichungen des 
Satzes (18) werden daher einfach von der Form: 


(44) TI?) = 1", 


und es sind dadurch alle Gruppen auf die primiire bezogen. Ersetzt 
man hierin die TT durch die angegebenen Ausdriicke der A, so gehen 
dieselben in solche Relationen zwischen den Ueberschiebungen A iiber, 
die sich nur der Form nach von denen des Satzes (18) unterscheiden 
und daher jene vertreten kénnen. 

Wenn nun mehrere der Formen f; z. B. f,, f,,.-.. bis f,, eimander 
gleich gesetzt werden, dann sind die Formen A;") (oder TT,“)) nicht 
mehr linear unabhiingig. Nach Satz (41) kénnen jedoch alle betreffenden 
Relationen aus dem System (44) durch Gleichsetzen von Formen / ge- 
wonnen werden. Fiir die Gruppe der TT) bedeutet dies, dass alle 
Formen, die durch Vertauschung der Indices «,, @,,... a,, aus einan- 
der hervorgehen, identisch gleich sind. Wird daher nur die erste 
derselben, fiir welche 


(45) a 2 a, 2 Oy ++ + Oy, —1 = Gy, 


ist, beibehalten und werden alle iibrigen entfernt, dann besitzt diese 
reducirte Gruppe wieder linear unabhidngige Formen. 

Ganz dasselbe gilt nun auch fiir die Ueberschiebungen A;{. Be- 
zeichnen wir diejenigen derselben, fiir welche die Bedingungen (45) 
erfiillt sind, als Normalformen A, dann lisst sich offenbar durch Be- 
niitzung der Gleichungen (44) jede aus einer Normalform durch Ver- 
tauschung der @,, a, ... «a, abgeleitete Form durch die Normalform 
selbst und solche Formen linear ausdriicken, welche beiden in der 
Gruppe vorangehen. Da nun jede Normalform allen aus ihr abgeleiteten 
Formen vorangeht, so folgt, dass jede der letzteren durch solche 
Formen linear darstellbar ist, welche ihr selbst vorangehen. Daher 
sind alle Formen der Gruppe durch die Normalformen linear dar- 
stellbar. Andrerseits sind diese letzteren aber auch asyzygetisch. Deun 
das System der Relationen (44) ist ein vollstindiges, und keine Rela- 
tion blieb bei der vorgenommenen Reduction unbenutzt. 

In thnlicher Weise lassen sich die asyzygetischen Formen der 
Gruppe bestimmen, wenn noch weitere Formen / etwa /y,41,.. - biS fx4x, 
einander gleich gesetzt werden. Das Resultat kann dann in folgendem 
Satze ausgesprochen werden: 
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In der Gruppe der Ueberschiebungen 
AM =(((9h)"h)*: 33 fh)" 


bleiben beim Gleichsetzen der Formen f, bis f,,, ferner der Formen 
fati bis fir42, ele. nur diejenigen Formen asyzygetisch, fiir welche 
die Bedingungen 


(46) @ 2a Pa, ... >My, 
Oy +1 = QXy,+2 = Ce t3 + = Oy +x, 
etc. ete. 


erfiillt sind, und alle tibrigen sind durch diese linear ausdriickbar. 
Dabei darf jedoch die Ordnung von » nicht kleiner sein als das 
Gewicht der Gruppe. 
Was die Anzahl dieser asyzygetischen Formen betrifft, so ist dieselbe 
durch die ganzzahligen Lésungen der Gleichung 


G%+a+-+-+a=—g 


bedingt, wobei jedoch keine der Zahlen a; die Ordnung der zugehdrigen 
Form /; iiberschreiten darf, wiihrend ausserdem noch die im Satze 
angegebenen Bedingungen erfiillt sein miissen. Bezeichnen wir die 
Ordnungen der Formen /,, /;,41, ete. durch m,, m,, etc., dann kénnen 
offenbar die Lésungen obiger Gleichung dadurch gewonnen werden, 
dass aus den Zahlenreihen 


0,1,2,...m,; 0,1,2,... m3 ete. 
je *,, *, ete. Zahlen (mit Wiederholung) herausgegriffen werden, so 
dass ihre Summe = g ist. Wenn dabei die Zahl ¢ der ersten Reihe 
in der Wiederholung w,") vorkommt und entsprechend die Zahl ¢ der 


zweiten Reihe in der Wiederholung w;® etc., dann miissen die Zahlen 
w den folgenden Bedingungen geuniigen: 


wy’ + wh) +--+ + wh, = x: 
an $= 1,2,... 
D (0 ed 1 nel 2a opm lll) = g. 


Der grésste Werth, den ¢ in dieser Summe annehmen kann, ist nichts 
Anderes, als die Anzahl der verschiedenen Formen f, aus denen die 
mehrfachen Ueberschiebungen gebildet sind. 
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§ 16. 


Entwicklung der asyzygetischen Covarianten beliebigen Grades in 
einem simultanen Formensystem. 


Aus den asyzygetischen Ueberschiebungen A;") der im vorigen 
Paragraphen betrachteten Gruppe kénnen nun diejenigen der folgenden 
zugehérigen Gruppe gewonnen werden 


BY =| 9, (‘fy fr)” +> fe)" 


wobei selbstverstiindlich das Gewicht der Gruppen das gleiche sein 
muss, wihrend ausserdem auch dieselben Formen /f, bis f:,, fx,41 bis 
fete, ete. als gleich anzunehmen sind. Es ist nur erforderlich, die 
Formen A; nach Formen B;") za entwickeln und von letzteren eine 
solche Zahl auszuwihlen, dass simwmtliche asyzygetischen Formen A,{!) 
durch sie ausdriickbar sind. Da nach Satz (43) die Gesammtzahl dieser 
Formen die gleiche sein muss, so ist die Zah) der Formen B,”) aus 
dem vorigen Paragraphen ebenfalls schon bekannt. 

Aus der Gruppe der Formen B;") erhilt man dann die Reihe der 


Formen 
C= (‘fd fh)” --- fe) 


welche nach obigen Festsetzungen als simultane Covarianten der Formen 
fi» fx-41, ete. von den entsprechenden Graden x,, x,, etc. zu betrachten 
sind. Das Gewicht dieser Covarianten ist jedoch verschieden und liegt 
zwischen 0 und g. Aus dem Umstande, dass die Formen 
Bo = [o, Q,}Pe 

asyzygetisch sind, wihrend gm von den Covarianten C; in keiner Weise 
abhingig ist, folgt nun, dass Satz (11) des § 6 hier in Anwendung 
kommen kann, Darnach sind also die Formen C; ebenfalls asyzygetisch. 
Da ferner das System der asyzygetischen Formen B“) ein vollstdndiges 
war, so gilt das gleiche auch von den Formen C;, weil jede Relation 
zwischen Formen der ersteren Gruppe (durch Specialisirung der Form ) 
in eine solche zwischen Formen der abgeleiteten Reihe der C; tiber- 
gefiihrt werden kann. Ks sind also alle ausser den C; noch existirenden 
Covarianten derselben Art durch diese linear darstellbar. Damit sind 
dann im simultanen Formensystem der Formen f,, f:,+1 etc. alle asyzy- 
getischen Covarianten, welche in diesen Formen von den Graden x, , %, ete. 
sind und deren Gewicht g nicht tibersteigt, in der Gestalt mehrfacher 
Ueberschiebungen dargestelit. 

Die Anzahl dieser Formen stimmt nach dem Gesagten mit der 
Zahl der Formen A;, welche im vorigen Paragraphen bestimmt 
wurde, tiberein. Nennen wir dieselbe N,, dann giebt N, — No-: die 


- 
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Anzahl derjenigen asyzygetischen Covarianten C; an, welche das Ge- 
wicht g haben. Dieses Resultat steht im Einklange mit dem be- 
kannten von Cayley herriihrenden Satze und es ist somit zugleich 
eine Verbindung gewonnen zwischen der von Cayley und Sylvester 
ausgebildeten Seite der Formentheorie, welche sich mehr mit der Be- 
stimmung der Anzahl der Covarianten beschiftigte und andrerseits 
mit der von Clebsch und Gordan verfolgten Richtung, welche auf 
die wirkliche Herstellung der Covarianten nebst ihren gegenseitigen 
Beziehungen das Hauptgewicht legte. 


§ 17. 
Die Syzyganten zwischen einfachen Ueberschiebungen. 


Unter den linearen Relationen, welche zwischen den einfachen 
Ueberschiebungen zusammengehériger Gruppen stattfinden und deren 
volistindiges System in § 8 aufgestellt wurde, verdienen diejenigen 
besonderes Interesse, welche ausschliesslich Producte (nullte Ueber- 
schiebuugen) von Covarianten enthalten. Dieselben werden nach 
Sylvester ,,Syzyganten“ genannt und es ist die Aufgabe, das voll- 
stiindige System dieser Syzyganten (fiir einfache Ueberschiebungen) 
aufzustellen. 

Zunichst soll die Vertheilung der Covariantenproducte in den ver- 
schiedenen zusammengehdrigen Gruppen naher festgestellt werden. Ks 
moge eine beliebige Gruppe die Ueberschiebungen 


U; = (Pi.Qay"e 
vom Gewichte g enthalten, wobei P; und Q, ihrerseits wieder Ueber- 
schiebungen aus x + 1 und g — x Formen sind: 


Pi =(fohi +++ fadaray..ag) Qa = (Fatt fete + ++ Peleus tga 
dann kénnen die zerfallenden Formen dieser Gruppe, fiir welche 
a, = ( sein muss, durch Verbindung der Formen anderer einfacherer 
Gruppen entstanden gedacht werden. Man hat nur unter den Formen 
P; und Q, solche auszuwihlen, deren Gewichte sich zum Gewichte g 
erginzen und je zwei zu multipliciren. Diese Formen P; und Q, 
bilden nun aber ebenfalls Gruppen und zwar gehdrt zu einer Gruppe 
der P; nur eine ergiinzende Gruppe der Q,. Enthilt die erstere Ni” 
und die letztere N,@) Formen, dann entstehen durch Verbindung dieser 
beiden N;")-. N,@ zerfallende Formen U;. Nach Satz (35) des § 10 
sind die Zahlen N durch folgende Entwickelungen bestimmt: 


(1 — amet) (1 — amet... (1 — ®t) (1 — 2)-* = S) Nia, 
i 


(48) 
(1—ateett) (1— atte)... ate) (1—2)-e 0 SIN, Oe, 
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wobei vorausgesetzt wird, dass alle diejenigen Zahlen N, welche etwa 
negativ ausfallen, durch Null ersetzt werden. Die Anzahl v, der zer- 
fallenden Formen U; bestimmt sich dann aus 


>) NM at SS) Nar = >) vy a 
7 r y 


und es ist ersichtlich, dass diese Entwicklung bis zu einem gewissen 
Grade mit derjenigen des folgenden Ausdruckes 


(1 — act) (1 — att)... (1 — ate) (1 — nye = So 


iibereinstimmen muss. Es ist dies nimlich so lange der Fall, als das 
Gewicht g eine der beiden Zahlen 


Mo +m, +---+n, 
2 








und ett TMape Fo tM 

nicht tiberschreitet. Alsdann treten in den Entwicklungen (48) negative 
Coefficienten nicht »af und die Multiplication derselben geschieht in 
gewohnlicher Weise. Sobald jedoch g die angegebene Grenze iiber- 
schreitet, miissen negative Coefficienten der Entwicklungen (48) durch 
Null ersetzt werden und es werden desshalb die Zahlen v, von hier ab 
im Allgemeinen grésser ausfallen als die Zahlen v,. Die Bedeutung 
dieser letzteren kann nun allgemein festgestellt werden. Da niimlich 
die Anzahl N, der Formen U; durch die Entwicklung 


(1—areH)(1—at)...(1—a"eM).(1 —2z~—>' N, x? 


bestimmt wird, so folgt ohne Weiteres 
Vg => N, — Nj-1- 

Es giebt demnach in der Gruppe der U; vom Gewichte g gerade um 
v,, mehr Formen als in der Gruppe vom Gewichte g — 1. So lange 
also g die angegebene Grenze nicht iiberschreitet, ist dies auch die 
Bedeutung von v, und es sind also dann gerade die zerfallenden Formen, 
durch welche sich die beiden Gruppen von den Gewichten g und g— 1 
unterscheiden. Alle anderen Formen der ersteren Gruppe kiénnen aus 
denen der letzteren einfach dadurch abgeleitet werden, dass der iiussere 
Index @ um eins erhéht wird. Alsdann ist auch deutlich, dass unter 
der angegebenen Beschriinkung des Gewichtes g alle zusammengehirigen 
Gruppen gleichen Gewichtes auch die gleiche Zahl zerfallender Formen 
enthalten miissen. 

Fiir gréssere Werthe von g gilt dieser Satz nicht mehr und ich 
verweise in dieser Hinsicht auf das Beispiel in § 9, wo die primiire 
Gruppe nur eine zerfallende Form, dagegen jede der 3 letzten deren 
3 besass. 








Sa &@= = b> 
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Nachdem die Vertheilung der zerfallenden Formen in den einzelnen 
Gruppen nunmehr festgestellt ist, soll eine allgemeine Methode an- 
gegeben werden, um jede Syzygante zwischen einfachen Ueberschiebungen 
aufzufinden. 

Man wird zuniichst alle zerfallenden Formen der zusammengehérigen 
Gruppen nach Formen der primiiren Gruppe (oder auch einer beliebigen 
anderen Gruppe) entwickeln, welche Entwicklungen schon in denen 
des Satzes (18) enthalten sind. Durch Elimination der nicht zerfallenden 
Formen der primaren Gruppe folgen dann alle Syzyganten, welche 
zwischen Formen dieser Gruppen existiren. Man erkennt daraus, dass 
die Aufstellung einer beliebigen Syzygante, nachdem der Weg vor- 
gezeichnet ist, nur noch Sache mechanischer Rechnung ist. 

Noch eine andere Frage ist hiermit erledigt. Die angegebene 
Elimination kann nimlich in dem Falle nicht vollstiindig ausgefiihrt 
werden, wenn die linear unabhdngigen zerfallenden Formen ihrer Zahl 
nach gleich oder geringer sind, als die nicht zerfallenden Formen der 
ersten Gruppe. Alsdann findet man anf dem angegebenen Wege die- 
jenigen Formen der primaren Gruppe, durch welche unter Zuhilfe- 
nahme der zerfallenden Formen alle iibrigen linear ausgedriickt werden 
kénnen. In dem Beispiele des § 9 wiirde sich dieses Verfahren in 
folgender Weise gestalten. Es kommen daselbst in den 15 Gruppen 
zusammen 21 zerfallende Formen vor, von denen jedoch wegen der 
Identitaten 

(fo)? ¥)*- x4 =((fvyo)*-1=((p ey s)*+ x 
etc, nur 13 von einander verschieden sind. Diese kénnen durch die 
15 nicht zerfallenden Formen der primiiren Gruppe linear ausgedriickt 
werden, Durch diese Ausdriicke erhilt man dann Aufschluss 

1) tiber die Frage, ob die 13 zerfallenden Formen linear unab- 
hiingig sind oder nicht, und 

2) welche Formen der primiren Gruppe den zerfallenden Formen 
adjungirt werden miissen, um durch diese zusammen alle anderen Formen 
der Gruppen linear ausdricken zu kénnen. 


g 18. 


Die Syzyganten zwischen einfachen Ueberschiebungen aus 3 und 4 
binéren Formen. 

Die aus 3 Formen /,, f, und f, gebildeten 3 Gruppen haben, wenn 
sie vollstdndige Gruppen sind, die Besonderheit, dass in jeder nur eine 
zerfallende Form vorkommt und da alsdann (Math. Annalen Bd. 31, 
pag. 449) erst je g +2 Anfangsformen durch eine lineare Relation 
verbunden sind, so muss, wenn eine Syzygante midglich sein soll, 
g9+2=3 also g=1 sein. Dies ist die bekannte Beziehung 


— a = = —_— 





— 
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(49) (hhh) =h - (hh) +h: Gh) +f: (if) = 0 

die somit zugleich als einfachster Fall der a. a. O. abgeleiteten Formel 
(6) betrachtet werden kann. Nimmt man zu den 3 Formen noch eine 
weitere Form f, hinzu, dann besteht zwischen den 4 mdglichen Syzy- 
ganten erster Art die folgende Syzygante zweiter Art: 


(50) (Ahhh) =fhilhhfy = A(fifsh) + fs Ahehs) v7" hi (ffs) = 0. 


Dieser Ausdruck (/,/,f;/,) verschwindet nimlich nicht allein unabhiingig 
von den Variabeln und Coefficienten der Formen, sondern auch in 
Bezug auf die Grundformen, aus welchen das simultane System der 
Formen f; besteht. In aihnlicher Weise kénnen bei noch mehr Formen 
die Syzyganten hdherer Art gebildet werden. 

Um die Syzyganten erster Art zwischen einfachen Ueberschiebungen 
aus vier bindren Formen zu erhalten, kann man in folgender Weise 
verfahren. Aus den Identitiiten 


(ab) cz + (be) az + (ca) be = 0, 
(cd) az + (da) ¢e + (ac) d, = 0 
folgt durch Elimination der letzten Terme die neue Beziehung 
(ab) ced, + (cd) debe = (ad) b,c, + (cb) ard., 
welche schon die einfachste Syzygante (vom Gewicht eins) der ver- 
langten Art darstellt. Indem man aber beiderseits mit ¢ potenzirt und 
mit passenden Potenzen von az, b,, ce und d, multiplicirt, ergiebt 


sich eine allgemeinere Syzygante vom Gewichte +, welche in folgender 
Form geschrieben werden kann: 


> (;) (fife (Af)- = > (3) (f; fi (fsf>)-?. 
a=o — 


Es kommen darin — wie ersichtlich — simmtliche zerfallende Formen 

zweier Gruppen vor. Zur kiirzeren Bezeichuung fiihren wir die Ab- 

kiirzung ein 

; a ii i 

G1) (Afehtde= > (4) (ate (afi — > (2) i (at 
4=0 A=vu 

dann kénnen durch Vertauschung der Formen / noch weitere Syzy- 

ganten abgeleitet werden, von denen jedoch nicht alle verschieden 

sind. Man erweist leicht folgende Beziehungen: 


CAhfsfik = S; Ahifsfe] = — S; 
(52) (hf fifsk = (— 1 S; Lffsfihik = (—1)"S; 
[Afhhk = — S; (fhshih) = S; 


Cithhtk=(-D"'S; [Afphhk=(— DS. 
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Ks bleibt also die Syzygante ©, ahnlich wie die bei der biquadratischen 
Gleichung vorkommende bekannte Wurzelfunction, bei 8 Substitutionen 
der Formen insoweit unveriindert, als eine Vorzeicheniinderung gleich- 
giiltig ist. Somit reduciren sich alle 24 Werthe der Syzygante auf 
nur 3 wesentlich verschiedene. Diese sind die folgenden 
[AAGAL=S; (Ahhhk=—Ss (Abhfik = S. 

Durch Combination derselben lassen sich alsdann weitere Syzyganten 
ableiten, welche zerfallende Formen aus drei Gruppen enthalten und 
die hiufig einfacher sind, als die urspriinglichen. Man erhiilt bei- 
spielsweise: 


(53) { fifafshi}, = > (S + S + S) 


=> (81) ha ato" — > (92) ator (af 
a a 


+ > (ea, 1) nr (Af =o, 
ferner ; 
(Ahbsfik= y (S — S, — G) 


= Sea) GW hh + > (e151) (hfe a 
. ° a 


is Zz (oa, 1) (fis) (fof, 44 = 0. 
a 


Aus diesen ganz allgemeinen Formeln sollen nun einige besonders 
hiutig vurkommende Specialformeln abgeleitet werden. 


§ 19. 
Die Syzyganten bis zum Gewichte vier. 


Aus den Entwicklungen des vorigen Paragraphen folgt, dass die 
Syzygante [/,/.f,f,], vom Gewichte eins aus zwei einfacheren Syzy- 
ganten durch Multiplication mit Formen f linear zusammengesetzt 
werden kann und somit reducibel ist. 

Die Syzygante vom Gewichte zwei ist die folgende: 


(Ahfsfiae = Ah (fs) + 2A) (Ah) + (AR? Bh — hihi (fsfe)? 
— 2(Af) (Bh) — (ALY hh = ©. 
Beniitzt man die Beziehung 
(Ah) (fsfs) — (Ah) (ah) = (Af) (fofs) 
noch zur Vereinfachung, so erkennt man leicht die von Clebsch 
(biniire Formen pag. 119 (11)) entwickelte Formel wieder. 


Mathematische Annalen. XXXIII. 7 
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Als Syzyganten vom Gewichte drei ergeben sich zunichst die 
folgenden beiden: 


lAAfsfils = fh (fshs® + 3(Ah) (hy? + 3(AAY (BAY + Ah fohs 
ss Ahi (fsfeY® ae BCA fy)" (fsfey 4 3(AAY (fsf2)" =2 (Af,)® fhe = 0, 
{fifefsts}s = (ih) fala — (Ata) hefs + (hf) Ah + 3(fAifs) (Af) 
+ 3(Af)' (ffs — 3(Afs)? (Af) = 9. 


Da nun aber hiiufig der Fall vorkommt, dass eine oder mehrere 
der Formen f von der zweiten Ordnung sind, so muss eine der vor- 
stehenden Syzyganten fiir diese Fille umgeformt werden. Sei bei- 
spielsweise f, = q von der zweiten Ordnung, dann wird man die ge- 
wiinschte Umformung in der Weise vornehmen kénnen, dass man an 
Stelle von f, g? einftihrt und den entstehenden Ausdruck derart ver- 
iindert, dass der Factor q sich heraushebt. Dann kommt man schliess- 
lich zu der Syzygante*) 


{fhhsd};= (Af) tsa + ((f:9)? fi)’ fs ~ (fh; q) fe)’ fs 
+ 2(ff)' 9" — 2CAf)? (A9' + 2A (Ag! = 9. 


Diese bleibt auch noch giiltig, wenn /f, ebenfalls eine quadratische 
Form ist, da diese Form in keiner dritten Ueberschiebung auftritt. 
Wenn endlich auch noch f, von der zweiten Ordnung ist, dann existirt 
die folgende Syzygante, welche aus einer von Clebsch (biniire Formen 
pag. 205) entwickelten symbolischen Identitit leicht direct erhalten 
werden kann: 


{faga"},= (ay (gf) + a") (fa)' + (fa aa’) 
— (aa) f)’ ¢¥ =. 
Weitere Specialisirungen der allgemeinen Syzygante vom Gewichte 3 
bieten kein Interesse. 
Unter den Syzyganten vom Gewichte 4 miissen zuniichst die beiden 
folgenden angefiihrt werden: 


(fifsfafd = Di) irate —> (4) (ht¥ Gf = 0, 
a 


+ (fibefalds = (fife) (ff + (fife)! (fafa)? + (fifo? (fafa 
+ (fA) (fefs)® — Af)’ (Afi)' — (Af) (ff)? = (). 


Von diesen kann die letztere auch dann noch beniitzt werden, wenn 
mehrere der Formen f von der dritten Ordnung sind, dagegen wird 


*) In derselben kommen zerfallende Formen aus 5 verschiedenen Gruppen vor, 
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dieselbe unbrauchbar, wenn irgend zwei der Formen f einander gleich 
werden. Fiir solche Fille muss dann die erste der beiden Syzyganten, 
ahnlich wie dies fiir die Syzygante vom Gewichte 3 geschehen ist, so 
umgeformt werden, dass die Form dritter Ordnung héchstens in der 
dritten Ueberschiebung vorkommt. Auch wenn eine oder mehrere 
Formen von der zweiten Ordnung werden, lassen sich eine Reihe von 
besonderen Syzyganten herstellen, auf deren Ableitung jedoch hier 
nicht eingegangen werden soll*). 


g 20. 


Zurickfihrung der Syzyganten zwischen mehrfachen Ueberschiebungen 
auf solche zwischen einfachen Ueberschiebungen. 


In athnlicher Weise wie in § 12 jede lineare Relation zwischen 
mehrfachen Ueberschiebungen auf eine solche zwischen einfachen Ueber- 
schiebungen zuriickgefiihrt wurde, kann nun auch jede Syzygante 
zwischen mehrfachen Ueberschiebungen aus den in den vorigen Para- 
graphen betrachteten entstanden gedacht werden. 

Wenn nimlich die Relation (38) des § 12 eine Syzygante ist, 
also von der Form ist 


> a: Pi- a=, 


a 
wo P, und Q mehrfache Ueberschiebungen der Formen /, 9, ¥,... 
sind, dann wird die Relation (39), die aus der ersten entspringt, eben- 
falls eine Syzygante. Der Grund liegt darin, dass bei Bildung eines 
Productes P, - Q, fiir die Combinationen 

af + af, + mfp t-:- + Gah 

by + b,9, + beg, + +++ + by-1 Py-1, 

etc. etc. 


wegen des fiir die Ueberschiebung giiltigen distributiven Gesetzes 
(§ 1) wieder ein Aggregat von Covariantenproducten erhalten wird. 
Die Relation (39) ist demnach im vorliegenden Falle eine Syzygante 


*) Es ergeben sich beispielsweise fiir eine Form zweiter Ordnung k die 
weiter unten verwendeten Syzyganten: 


[ffkk], = (ff)? (RY — (FR)* (fk) + f+ (FR) — 2k (( ff)? + . ke (ff)*=0 
und 


[Fook] = (Fp)* (ek)* — (f)* (ph? + > Fok)’ + 5 (fh) 


— k[ (Po)? + (wb 1) ] +5 Fo)! =o. 
q° 
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zwischen einfachen Ueberschiebungen, deren vollstandiges System nach 
§ 17 aufgestellt werden kann. Durch Gleichsetzen von Formen /,;, g; etc. 
ergiebt sich dann das vollstiindige System der Syzyganten zwischen 
mehrfachen Ueberschiebungen. 

Allein diese Methode kann noch wesentlich vereinfacht werden 
durch den Nachweis, dass allein durch Anwendung der in § 18 ent- 
wickelten Syzygante |f,f,f,f,]: = 9 alle Syzyganten in einem Formen- 
systeme gewonnen werden kénnen. Zur Vereinfachung des Beweises 
werde ich denselben blos fiir das vollstandige System einer biniren 
Form fiihren. 


§ 21. 
Die Syzyganten im vollstaindigen Formensysteme einer biniren Form. 


Das vollstiindige System der Form f setzen wir als bekannt voraus 
und machen iiberdies die Annahme, dass alle Covarianten vom vierten 
Grade an (fiir diejenigen vom dritten Grade ist dies selbstverstindlich) 
als Ueberschiebungen der Formen hk, = (ff)** (A= 1, 2,3,---) tiber 
Formen von niedrigerem Grade definirt seien. Dass dies gestattet ist, 
folgt aus dem Umstande, dass alle Covarianten C; von der allgemeinen 
Form 


C= (ANA) f) = (ay AY" 
und vom Gewichte g durch Formen der zugehérigen Gruppe 
Kim [ha ((f4" + -#)'*]* = (Ki 


ersetzt werden kénnen, da beide Gruppen nach Satz (43) die gleiche 
Zahl asyzygetischer Formen enthalten. Nun ist aber schon fiir die 
Grundformen vom 2" und 3'* Grade 4 > 0 und folglich kann unter 
den Formen k, die erste f? weggelassen werden. 

Weiterhin kann bei dieser Darstellung der Grundformen stets er- 
reicht werden, dass in denselben nur n** und niedere Ueberschiebungen 
vorkommen. Nehmen wir diesen Satz fiir eine Form (m — 1)'* Ord- 
nung @ als richtig an, dann sind also alle Grundformen von » in der 
angegebenen Weise darstellbar, so dass in ihnen héchstens (m — 1) 
Ueberschiebungen auftreten. Ersetzt man in diesen Formen gp durch f 
(von der n‘*" Ordnung), dann erhilt man Covarianten von f, die schon 
die gewiinschte Gestalt besitzen und in denen nur (n—1)* und niedere 
Ueberschiebungen vorkommen. Wendet man nun den Gordan’ schen 
Zerlegungssatz an (Clebsch, biniire Formen pag. 257), so folgt, dass 


alle iibrigen Covarianten von f den symbolischen Factor (ab), A>> 
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enthalten miissen und daher durch Ueberschiebung derjenigen Formen 
k,, deren Ordnungen n nicht iibertreffen, iiber Formen niederen Grades 
erhalten werden kénnen. Dann versteht es sich von selbst, dass auch 
in diesen Covarianten keine héhere als die n'* Ueberschiebung vor- 
kommen kann und da nun der Satz fiir Formen der niedersten Ord- 
nungen richtig ist, so gilt er allgemein. 

Die Anordnung der Grundformen mége nun so gedacht werden, 
dass zunichst alle Formen von gleichem Grade (in den Coefficienten 
von f) als zusammengehérig gelten sollen. Diese sollen dann wieder 
nach steigendem Gewichte geordnet werden, wobei die Reihenfolge 
solcher Formen, die gleichen Grad und gleiches Gewicht besitzen, 
gleichgiiltig ist. 

Durch Beniitzung der in § 18 entwickelten allgemeinen Syzygante 
erhalten wir nun folgende Beziehung: 


(54) O = (ff Ki halu 
= i K; + > (26 nm 2) Nott (Ki ky ye-2e-2 _ p> () crhaye frre. 
@ @ 


Die niihere Betrachtung dieses Ausdrucks lehrt, dass derselbe den 
ersten Term f? K; nur einmal enthalten kann. Denn in der darauf 
folgenden ersten Summe kommen blos solzhe Formen vor — ab- 
gesehen von den k, — die ein kleineres Gewicht haben als K;, folglich 
dieser Form vorangehen. Ferner in der zweiten Summe kommen nur 
Formen vor, die von niedrigerem Grade sind als K;, vorausgesetzt, 
dass K; selbst von héherem als dem dritten Grade ist. Schliessen wir 
diesen letzleren Fall aus, so ist ersichtlich, dass der vorstehende Aus- 
druck unter allen Umstiinden eine Syzygante darstellen muss, zumal 
der Index w nach oben bewiesenem Satze nie grésser als m werden 
kann. Es gilt also der Satz: 

Zu jeder Grundform K; von hiherem als dem dritten Grade 
gehirt eine Syzygante, welche das Glied f? K; enthalt. Ist jedoch 
K; Functionaldeterminante von Formen eweiten oder hiheren Grades, 
so ist die augehirige Syzygante stets durch f theilbar.*) 

In letzterem Falle kann daher auch die allgemeine Syzygante (54) 
durch die einfachere 


(f Ki a) = (Ki + Ki (laf) + ka(f Ki) = 0 
ersetzt werden. 
Allein auch einige Formen dritten Grades geben zu Syzyganten 
Veranlassung, nur mit dem Unterschiede, dass bei ihnen die dritte 
Potenz von f als Factor zur Grundform hinzutritt. Nach einem von 


(55) 


*) Abgesehen von anderen Fiillen, in denen dies auch eintreten kann, 
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mir bewiesenen Satze (Math. Annalen Bd. 31], pag. 451) sind diese 
Grundformen durch 


A= (fete «56—3| 5] 


darstellbar, wobei 8 > 0 sein muss. Maultipliciren wir jede derselben 
mit f, dann sind diejenigen Producte A;-/f, fiir welche B > 1 ist, 
in folgender Weise ausdriickbar 


(56) f Ai = >? coo rte ktyo)® + ¢(lgky)?, 

0,0, 
wobei 0 nur Null oder 1 sein kann, je nachdem das Gewicht von A; 
gerade oder ungerade ist. Denn durch Anwendung der Formel (2) 
ergiebt sich fiir das Indicessystem 


f ka f 
0 0 B 
n—B, 2n—2a— 6, n 
zunichst die Beziehung 


— 19 2 ae dG) iy (kt; kg)P** 


Von den rechts auftretenden Ueberschiebungen liisst sich jedoch die 
erste (k, k,.)? durch die Ueberschiebungen (k, k,+;)?—** und solehe linear 
ausdriicken, welche k, nicht enthalten. Entwickelt man niimlich das 
symbolische Product 


= (ab)** (ac) (bd)? az ira te hon 


auf zwei verschiedene Arten, indem man einmal den Factor (ab)** 
bevorzugt, so erhalt man 


P = (Keg ky)? + €, (Koapa hey)? -* 4- Cy (Kea ey P-*® + - 
und indem man andrerseits die Factoren (ac) und (bd)*-' einander 
gegeniiberstellt, so ergiebt sich ein f&hnlicher Ausdruck fiir P, in 
welchem aber k, nicht vorkommt. Durch Gleichsetzen dieser beiden 


Ausdriicke kann dann eine Gleichung gewonnen werden, mittelst 
welcher (k, ky)? durch 


(Kap kyP*, (kate ky), ete. 
und durch solche Ueberschiebungen, die k, nicht enthalten, linear 
ausgedriickt werden kann. In ganz ihnlicher Weise lisst sich dann 
auch (ke: ky)’-* ete. behandeln und es erhellt die Richtigkeit der oben 
angenommenen Gleichung fiir /- A; Es muss jedoch besonders darauf 
hingewiesen werden, dass 6 mindestens den Werth 2 haben muss, da 
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sonst in der zweiten Entwicklung des symbolischen Productes P das 
Auftreten von k, nicht vermieden werden kann. 

Um nun schliesslich zu einer Syzygante zu gelangen, in welcher 
A, vorkommt, ist nur erforderlich, alle Syzyganten 


[ff Tite hitole = 0 
entsprechend der Relation (56) zu bilden, dieselben mit den Zahlen- 
coefficienten ¢,, zu multipliciren, dann wird die Summe 


(57) >) cool ff kate hisele = £24: — cf 2(y hy)? + T= 0 


got 
die gesuchte Syzygante sein. Derjenige Theil derselben, der durch 
TT bezeichnet ist, enthalt dabei nur solehe Grundformen von /, welche 
entweder niederen Grad oder niederes Gewicht als A; besitzen. Darunter 
werden sich auch im Allgemeinen Grundformen vom 3'*" und 4'*" Grade 
befinden, die jedoch alsdann ein niederes Gewicht als A; besitzen 
miissen. Was die Ueberschiebung (k, ky)’ betrifft, so kann dieselbe, 
wenn das Gewicht von A; ungerade ist, durch das Product 
f (f k,)' 

ersetzt werden. Man erkennt sonach, dass der Term f?A; in dem 
Ausdruck (57) nur einmal vorkommen kann und dass dieser folglich 
stets eine Syzygante sein muss. 

Der oben ausgesprochene Satz kann daher noch durch den folgenden 
ergiinzt werden: 

Zu jeder Grundform dritten Grades A;, welche nicht Functional- 

(58) determinante ist, gehdrt eine Sysygante, die den Term f* A; 

Im Ganzen haben wir nun ¢— m Syzyganten gewonnen, wenn 
das System z Grundformen umfasst und aus deren Zusammensetzung 
folgt zugleich , dass dieselben gegenseitig ganz unabhingig sind. Durch 
dieselben ist folglich, da nur » unabhiingige Grundformen existiren, 
auch der ganze algebraische Zusammenhang zwischen den Formen des 
Systems bereits festgelegt und alle anderen Syzyganten kénnen durch 
einfache Eliminationsprocesse aus ihnen abgeleitet werden. Doch soll 
nicht unerwéihnt gelassen werden, dass die erhaltenen Syzyganten in 
Bezug auf ihren Grad (in den Coefficienten von f) zum Theil hiaufig 
noch erniedrigt werden kénnen, wenn niamlich entweder direct der 
Factor / heraustritt oder wenn dies erst nach vorausgegangener Ver- 
bindung mit friher erhaltenen Syzyganten erreicht werden kann. Die 
so vereinfachten Syzyganten, die wir durch 

S,=0, 6, =0,--- G=—0 

bezeichnen, sollen ,fundamentale Syeyganten“ genannt werden. Sie 
bilden das kleinste System derjenigen Syzyganten, durch welche alle 
iibrigen (in Bruchform) ausdriickbar sind. 
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§ 22. 
Typische Darstellung von Syzyganten. 
Es moge eine beliebige Syzygante durch 


(69) S= Sa CHOP... Om KP Kf... Ki = 0 


dargestellt sein, wobei die unabhiingigen Grundformen /, k; und (/ k;)' 
durch C, C,---C, bezeichnet sind, wiihrend die abhiingigen Grund- 
formen — nach Grad und Gewicht geordnet — K,, K,--- K, ge- 
nannt sind. Aus der fundamentalen Syzygante, welche zu K, gehdrt, 
folgt nun 


K, == ( — M), 


wo M nur Grundformen niederen Grades oder Gewichtes (als K,) 
enthalt. Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die allgemeine Syzy- 
gante kann dann in dieser K, entfernt werden, wofiir jedoch einer- 
seits ©, und andrerseits eine Potenz von f als Nenner darin auftritt. 
Ganz ebenso lassen sich die folgenden Grundformen K,_,, K,-» etc. 
entfernen, deren Anordnung in zweckentsprechender Weise vorge- 
nommen werden muss, und es wird schliesslich ©, abgesehen von 
einer Potenz von f im Nenner, nur noch die fundamentalen Syzy- — 
ganten ©; und die unabhiingigen Grundformen C; enthalten. Es ist 
also dann in folgende Form gebracht: 


cheat a a -~ 
f*o= > b Ch Om... Cl. St oe... Sk, 


Da nun zwischen den C; keine Relation besteht und © zugleich mit 
den ©; verschwinden muss, so folgt ausserdem, dass jedes Glied 
dieses Aggregates mindestens einen Factor ©, enthalten muss. 

Es ist damit der folgende Satz bewiesen: 


Alle Syzyganten im vollstindigen Formensysteme einer bindren 
Form f sind durch die fundamentalen Syzyganten als rationale 
(60) Functionen mit Nennern f* darstellbar. Dabei treten als Coeffi- 
cienten dieser Syzyganten nur ganze Functionen der unabhiingigen 
Grundformen f, (ff) und ((ff)**f) auf. 
Noch eine zweite typische Darstellung verdient bemerkt zu werden, 
weil sie sich dadurch auszeichnet, dass in ihr die fundamentalen Syzy- 
ganten linear auftreten. Multiplicirt man (59) mit f?, so kann in 


dem rechts stehenden Aggregate iiberall f? K, durch ©, — M ersetzt 
werden, Dann erhalt man 


PS=—9-S +S", 
wo @ eine ganze Function der Grundformen und ©") eine Syzygante 
ist, die entweder K, gar nicht mehr enthilt, oder doch in einer 
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niedrigeren Potenz, als diese Form urspriinglich in © vorhanden war. 
In derselben Weise hat man weiter 


PSY — oS + S®, 
f? S* — 9, S, + S%, 
etc, etc. 
und es ist klar, dass die letzte Syzygante © dieser Reihe, da sie 
nur die unabhiingigen Grundformen enthilt, identisch verschwinden 
muss. Substituirt man dann riickwirts die Werthe von 6'-)), S*-*) ete. 
in die jedesmal vorhergehende Gleichung, dann folgt schliesslich 


rc= P gi S; 
‘ 
und es gilt der Satz: 


Alle Syzyganten von f sind auch als lineare Functionen der 
fundamentalen Syzyganten mit Nennern f* darstellbar. Dabei treten 
jedoch als Coefficienten dieser Syzyganten ganze Functionen siimmt- 
licher Grundformen auf. 

Um schliesslich die entwickelte Methode an einem Beispiele zu 
erliiutern, lasse ich die fundamentalen Syzyganten einer biniiren Form 
fiinfter Ordnung hier nachfolgen. 

Die Grundformen seien in folgender Weise definirt und bezeichnet: 


f; H=(ffe; i= (ff); T=(fA); a=); J=— (FY; 
m=(iH); h=—(GHY—S i; A=(ii; r= (GH); 
e= (ji) «= —Gi y= hiy t= —(hiP; n= (jh); 
B=(ia); ®=—(it), B=(it?; Q—(jt)s y=—(ta); C= (Ba); 
d=(8a); R=(By). 


(61) 


Die 18 fundamentalen Syzyganten sind dann die folgenden: 
S, = 3[/f HH), = fj — > PiH + 3H* + 6T? = 0; 
©, = (ftH) =fm+ Hq—iT=0; 
s= — (ffi), = (th — Hi —fHj +> fi? — 27 =0; 
S, = [ffi — fA + 2fij + i? H+ 2q? =O; 
S, = (4jH) =/r — Hm —jT=0; 
Se = (/91) = fe — im — jg =; 
S; = [fii], =pa + HA+ 2ih++i®—j?—=0; 


bY 


oO 


S, = (fhi) =/y + ir —gh =0; 
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S, = [Hii], =fr + Ha — 2jh—— i?j =0; 

So = (faH) = fn + fie + 2Hy — Ta =0; 

Su = (fia) = fp — 2in + qa =0; 

Sip = (fit) = fo — in + qr =0; 

Sis = [hii], — (B+ F#a+4 + Aij+ 2%jr—ha= 0; 

Si = (ft) =/Q —jn—tm=0; 

©, = (fra) = fy — 2ey + an=—0; 

Sis = ((Ba) = fC — 26y + oj ~ a Ah — % iat =0; 

Sy, = (fa) = fd — 20y + jar + Bfa— ha? =0; 

Sig = (FB) =f R— Ahy — BhB + jay — 2 prer—Siry =0. 


Durch dieselben ist der ganze algebraische Zusammenhang zwischen 
den 23 Grundformen festgelegt. Alle anderen Syzyganten kénnen 
dann durch diese typisch dargestellt werden. So ist z. B. die folgende 
abgeleitete Syzygante 


S = (tHj)=jm+ He —ir 
in der Form darstellbar 
f-S=jS, + HS, — is, 


und man hat damit eine fundamentale Syzygante zweiter Art ge- 
wonnen: 


2, =/S —jS, — HS, + iS, =0. 


Ks erhellt, dass jede abgeleitete Grundsyzygante erster Art zu einer 
fundamentalen Syzygante zweiter Art Veranlassung giebt und dass 
folglich die Gesammtzahl beider dieselbe sein muss. 

Der wichtigste Zweck aber, der durch Aufstellung der fundamen- 
talen Syzyganten erreicht werden kann, scheint mir der folgende zu 
sein. Nehmen wir an, es befinde sich unter den Formen des Systems 
noch eine reducibele Covariante und es werde die ihr entsprechende 
Syzygante gebildet. Alsdann muss sich der Factor f?, womit die 
Covariante multiplicirt vorkommt, entweder direct aus der ganzen 
Syzygante ausscheiden lassen, oder es muss dies nach gehdriger 
Umformung wittelst friiherer Syzyganten erreichbar sein. Man erhiilt 
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dann eben die Formel, durch welche diese Covariante auf andere 
reducirt werden kann. Liisst sich jedoch der Factor der Covariante 
nicht entfernen, so ist dies ein Beweis, dass die betreffende Covariante 
irreducibel ist. Demnach ist deutlich, dass durch diese Syzyganten 
ein Mittel geschaffen ist, um die Frage nach der Reducibilitét oder 
Irreducibilitét einer als Grundform aufgestellten Covariante endgiiltig 
zu entscheiden. 


Miinchen, im Marz 1888. 








Ueber die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen 
zweiter und dritter Art in trigonometrische Reihen. 
(Dritte Abhandlung). 


Von 


Martin Krause in Dresden. 


Im Folgenden soll die letzte directe Methode gegeben werden, um 
die Primfunctionen: 
3, (nv + na, nr) 
a, (v, t) 





in trigonometrische Reihen zu entwickeln. Auf diese Methode ist schon 
in der ersten Arbeit gleichen Titels als der sich zuniichst darbietenden 
hingewiesen worden. Sie beruht im Wesentlichen auf der Multipli- 
cation zweier trigonometrischer Reihen. Der grosse Vorzug, den die- 
selbe vor allen andern bisher angegebenen Methoden besitzt, besteht 
darin, dass die unbestimmten Constanten aus den fertigen Formeln 
verschwunden sind, so dass wir unmittelbar die Entwickelung der 
Primfunctionen in expliciter Form kennen lernen, Diese Methode 
schliesst die Theorie der Entwickelung der doppelt periodischen Fuuc- 
tionen zweiter und dritter Art ab fiir den Fall, dass die Zahl der 
Nullstellen grésser ist, als die Zahl der Unendlichkeitsstellen und 
diirfte am klarsten den Unterschied darlegen, der zwischen den Unter- 
suchungen des Herrn Appell und denen des Verfassers besteht. 

Die Entwickelungen sollen in mehrfacher Form gegeben werden. 
Erstens ergeben sich durch Multiplication von: 

Soy und @.(nv-+na, nt) 

unmittelbar die gesuchten Reihen, zweitens aber soll in den fertigen 
Ausdriicken noch ein Factor 


1 
#, (na, nz) 


abgesondert werden. Es geschieht das um die erhaltenen Resultate 
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unmittelbar mit den friiher gewonnenen in Verbindung setzen zu 
kénnen. 

Um die Methode klar hervortreten zu lassen und weil die ein- 
fachsten Fiille aus nahe liegenden Griinden das hauptsiichlichste 
Interesse darbieten, wollen wir vor Behandlung des allgemeinen Falles 
den Fall der Functionen zweiter Art und den Fall n = 2 gesondert 
betrachten. Es entsprechen diese in gewisser Weise der linearen und 
quadratischen Transformation in der allgemeinen Transformationstheorie, 
mit der ja unsere Theorie enge verkniipft ist. 

In den fertigen Ausdriicken treten gewisse unendliche Reihen auf, 
die noch wenig bemerkt sind und die auch abgesehen von dem vor- 
liegenden Problem sich von grosser Bedeutung zeigen diirften. Der 
Zweck des ersten Paragraphen ist es, die Entstehung dieser unend- 
lichen Reihen nachzuweisen und einige Eigenschaften derselben zu 
entwickeln. Im zweiten Paragraphen wird dann der Fall der Func- 
tionen zweiter Art behandelt, im dritten der Fall n — 2, im letzten 
der allgemeine Fall. 

Wir beschrinken uns im folgenden auf ein bestimmtes Beispiel 


die Function: 
3, (nv-+ na, nt) 
@(v, t) ; 





indem wir bemerken, dass die Zusammenstellung der fertigen Formeln 
fiir alle andern Fille an anderer Stelle gegeben werden wird. 


§ 1.. 
Definition und Haupteigenschaften gewisser unendlicher Reihen a,. 
Die Definition der #,-Function lautet bekanntlich: 


2 L 
(1) @,(v, t) = 2q* - cos mv + 2q*-cos3av+---- 
2 


Aus dieser Form folgt, dass wir berechtigt sind, den Factor cos xv 
abzusondern, d. h. dass wir setzen kénnen: 


(2) ,(v, zt) = 4c0s xv| © 4 a,:cos2av-+a,-cos4avu-+-- |. 


Hierbei ergeben sich dann fiir die Gréssen a, die Werthe: 
cA) 1\? 
r+m+— 
(3) A, = >(- 1)". | 3) ; 
0 
Ks leisten diese unendlichen Reihen den Gleichungen Geniige: 


1 2 
(4) Or44 + Or = A +) , 


A, = Ay. 
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Ihre Einfiihrung gestattet eine recht iibersichtliche Darstellung vieler 
doppelt periodischen Functionen der verschiedenen Arten in trigono- 
metrische Reihen. Wir greifen zuniichst die folgenden Formeln 
heraus. Die iibrigen drei Thetafunctionen lassen sich darstellen: 


#, (v,t) = 4 sin xv (2 — a,-cos 2av + a,-cos 4a0-- ), 
ail fo 
(5) M%(v,t) = gq *(1—eae. > (—1y-a, -q"- e'*re, 


a | +2 
4; (0, T) om 7 . (1 + eine . ) > ay +O - etinmre. 


Hieraus folgt unmittelbar : 


+o 
a, =—2 >" am 
+o 
(6) B, = 2a Dm (—1)"- an, 
+o 


Ebenso einfach aber ergeben sich die Entwickelungen der reciproken 
Thetafunctionen in trigonometrische Reihen. In der That, es ist: 


rm 


zee ag 4 2 Dm Am* ™.cos2mnv, 
1 
= ss ee 2 a] ™ AH) ia 
a.%,(v,t)  sinzvo m+1* | sin (2m-+1)x0, 
0 
(7) we , ; ca (nt) 
+ O(0, t) — cos mv + 2>" (— Lett *Am+i* q -cos(2m-+]) xv, 


0 


a 6 — —m? 
= @,(0, 3) = a, 4. 2 >" (--1)"+an+q-™ + cos 2mav. 
1 


Durch Nullsetzen des Argumentes ergiebt sich: 


(8) B, 9, = 2a) + 4 Aman -™, 


1 








n 


v; 
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a, ‘ a, se 2a, f+ 4 > (— 1)™ + Am* qc, 
1 


(8) 


Bey 


9-8 — 1 £25819 any a 
0 


Diese Formeln kénnen zahlentheoretisch interpretirt werden. In 
der That, nehmen wir die erste Gleichung, so kénnen wir die linke 
Seite auch schreiben: 

$e fe (ertuyttae 


die rechte Seite dagegen nimmt die Form an: 


+o @ (2 ¢-++-2 m-+1)* —4 m? 
ware 
—@ 0 
Wir kommen demnach zu einer Vergleichung der beiden Formen: 
(2r+1)? + 4s? 
(2u-+2m +1)? — 4m? == (24-+1) (2u-+4m-+1). 


Dieselbe erlaubt in voéllig elementarer Weise die Darstellung einer 
Zahl als Summe von Quadraten einer geraden und einer ungeraden 
Zahl zu entwickeln. Es mége hierauf bei dieser Gelegenheit nicht 
niher eingegangen werden, es sei nur bemerkt, dass Herr Hermite 
in einigen classischen Arbeiten die Eigenschaften der doppelt periodischen 
Functionen dritter Art zur Ableitung ebenso wichtiger wie fundamen- 
taler arithmetischer Siitze gebraucht hat und dass ausser den von ihm 


herriihrenden Anwendungen, noch eine Fiille anderer aufgestellt wer- 
den kann. 


und 


§ 2. 


Die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen zweiter Art in 
trigonometrische Reihen. 


Multipliciren wir die beiden Reihen fiir: 


@,(v+a) und NO 


mit einander, so ergiebt sich, wie schon in der letzten Arbeit bemerkt 
worden ist, die Reihe: 


o- 0 3 > 
(1) ore as k P Cpy  C2R+I) Riot (er+1) aia, 





-eo —@ 











| 
| 
| 
) 
| 
| 
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wobei gesetzt ist: 
(+5) -a@-r 


(2) Cer = — 24(—1)" -q + Ur: 
Diese Reihe multipliciren wir noch mit: 
= 
m+ Bo(a, tr)’ 
dann erhalten wir die zweite Darstellung: 
+2 +o 
(3) Seo aaa a a PoP Agr « e2E+1) tie -2rpi)aia, 


betty 


+e (att 
Ane = Se (—1)™-q) 3 


Es lisst sich diese zweite Darstellung in eine bedeutend einfachere 
Form bringen. 

Zunichst ist klar, dass die Coefficienten der Gleichung Geniige 
leisten : 
(4) A, — Mantint,npmd . 
Dann aber wird: 


$5 (27st) amy — (rpm? 
Axii,r =>" (— 1)". q Agti-m * Or—m 
— @ 


— (k—m)? — (r—m)* 
Ak—m * Ar—m+ 


oder also nach leichten Reductionen: 


2r+1 +o 
(kp)? 
(5) Agitr = grt. A, —(— 1) -q 2 > (—1)™-g2m™@*+1).4,,. 


Ist demnach k verschieden von — 1, so folgt: 


Antiyr = OH - Aayr 
Genau so wird: 
att +o 


(r+1) 
r+1)?+ 2 > (—1)™-g?™"+) .a,,. 


— @ 


(6) Ag rpim=qg?*t!- A,,—(—1)"-q 


Ist also r verschieden von — 1, so wird: 
Anns = ght! Ap, 
Sind demnach & und r beide positiv, so wird: 
Aj, - = GtOr+)) Ay, = gt@rHtr Ayo. 
Ferner ist nach Formel (6): 
1 
Aoo =q + Ag—1 +4°-5! 
a,’ 
“Qa 


1 
Aya=q!+Aartritg®¢ * 
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oder also: 
1 


1 
Aoo = 9° Aga + Phe — Agi — gs Ait gs St. 
Mithin folgt: 





1 


(7) Ao,o = q° ? ot 
oder also wir erhalten fiir positive k und r 
Ses .. 
2 
(8) hap ng wt. 


Ferner folgt: 


und damit allgemein 
(9) Ay, =O, 
falls eine und nur eine der beiden Zahlen k und r negativ ist. Sind 


beide negativ, so ergiebt sich der dazu gehérende Werth des Coef- 
ficienten aus der Gleichung: 


Aj, — A_j-1,-r-1. 
Wir erhalten auf diese Weise die bekannten Resultate. 


§ 3. 
Behandlung des Falles » = 2. 
Durch Multiplication der beiden trigonometrischen Reihen fiir: 


@,(20+2a,2r) und - . 


=: Fo(0, t) 
ergiebt sich zuniichst der Ausdruck: 
a ’ gs ( ot ° ) + +a 
. 2 2a,2t a: om F 
2(r+3)'-a-1 - 2r)? 
bk, = (—1)"-¢ * Ap—1-2r- 
Hieraus wiederum erhalten wir durch Multiplication: 
+o +o 


5 ,'-0,'-,(20+2a, 2r) . 2 k-4-2) wi o+-2 (2r4-1 ; 
(2) “a?- G(0,t)-P2a,2) 6 FF re Aa Perr 


—~o—@ 


~* ; 2 (m te 5) —te-amp—20r -m)* P 
Axr = (1g * Ak—2m* Ar—my 
—@ 


ao a 7 
[Ly ea, 


Mathematische Annalen. XX XIII, 8 
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Die Resultate gestalten sich iibersichtlicher, wenn wir andere 
Summationsbuchstaben einfiihren. Wir setzen: 


Qk+~2@—A%er+142141 


oder: 
k=r+l 
dann wird: 
+o +o 
(3) ts I ee ae —— y > By, -- C81 mie (2r+1) ai(ot2a) 
0 0 = 
—o2 —o@ 


(mtr > 3): — (l—r—2 m)? — 2m? 5 
= \— ly > m (— 1)"-q * Gi-r—2m * Gm> 


Der Ausdruck, den wir fiir B,, gefunden haben, ist ein recht 
complicirter, es handelt sich darum ihn einfacher zu gestalten. 
Es leisten die Gréssen B,, nun den Gleichungen Geniige: 


al oe 
Bi wu = gr+r+s B,, + {= 1 yr+t q m (—1)™ gin +).a,,, 


(4) +o < 
Burne By, + greiner Sh (— 1) gay. 


— @ 


Die Richtigkeit der beiden Gleichungen braucht wohl kaum_nach- 
gewiesen zu werden. 
Setzen wir der einfacheren Bezeichnung halber: 


+a 
(5) F= >» (— 1)" q-?* * dam) 


so wird, wenn ¢ positiv und von Null verschieden angenommen wird, 
nach der letzten Formel (4): 
a 
Bine = — F. gr! ‘ m qe tr—t)+ +i} 
0 


oder also: 
1y°_ @r—D@tH) ~~ 


tune D4 


0 


(i+2m4 >) 


Nun gilt allgemein die Relation: 
Bir = — Bi4-1,-r-13 


daraus folgt, dass, wenn jetzt r positiv oder Null ist: 


q Sete 8 fron 3) 
(7) By = F.q ( 7 3) + > B . z) 


0 
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Hiermit sind die Constanten in einfacher Weise bestimmt. Die gemein- 
same Summe F ist leicht zu interpretiren. In der That es ist: 


+4 e,' 
Boo=PU-Bitd “+953 
andrerseits folgt aber 
1 , 2h 
i+ 3 &-F 
. Bo—gt!- Biasqgi * =, 
also wird: 
0, 
7 fo 
Somit finden wir schliesslich das Resultat: 
Hg: 9, +d, (20-24, 27) ~ x ° 034i) at — 
(8) m-%,(v,t)-%(a,t) 4i >> Cie 0 Parr, 
| (+3), ceenmee = (amt) 
7 = q mq ? 
0 
1\2 (2r—1)(2i-++1)  @ 3\2 
= = +2m+ > 
re ) ; v ) 


0 


In der vorletzten Formel ist r positiv oder Null, in der letzten positiv. 
Der Werth von F' kann auch geschrieben werden: 
(9) F = + 9, + 8(0, 2). 


Hiermit sind wir fiir den Fall » — 2 vollkommen am Ziele. 


§ 4. 
Behandlung des allgemeinen Falles. 


Bei einem allgemeinen m haben wir zunichst zu unterscheiden, 
ob m gerade oder ungerade ist. 

Sei m eine ungerade Zahl, so ergiebt sich durch Multiplication 
der entsprechenden Reihen: 


: +o +a 
Oy -O(no+ na, me) __ >! > Dy « C2R+ mie (Brpt)nani 
22+ B(v, 7) -j ’ 
—-2—o@ 


1\" a 
bap = (— ItH.ig (-+3) % (:- 2 ) be 8 
2 


oder auch: 
8 * 
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+o+to 
a, -3,(nv+ na, 
(1) 2 -Bime-tmaeme) SUSY g,. etbinaietartinens, 
1 2 
: n(r+—) —(k—nr)? 
k =(—1)'-i gq ( z) * Ak—nr- 


Sei zweitens m eine gerade Zahl, so ergiebt sich analog: 


+o +o 
‘+3; (nv-+na, nt) om >! >F bs _ ethniot(arpiyncai, 
2a -B(v, t) . 
-eo2—@ 


PON sie oe ae 


k—f—mr 


oder auch: 





+a +o 

a - 3, (nv ) ; 

(2) — Bens hl >! > Coe el2k-+n) miot+ (2r+l)nani 
—-2—@ 


a) a~aer 
eine 
So haben wir eine gemeinsame Form gefunden und kénnen jetzt 
ohne weiteres annehmen, dass » gerade oder ungerade ist. Wir setzen 
es als gerade voraus. 
Jetzt mége mit: 
o, an 
22 -d)(na, nz) 


multiplicirt werden, wobei gesetzt ist: 


0,’ sek i= oe] 


: : o(nv) 
Es ergiebt sich: 
#,'-0,'-; (nv-++na, nz) VS 
r, -O1 1 (Nv-- na, nt) ial ig (2 k+ a)ate+(ir+lnasé 
(3) 4n?. 3, (2, tT): -O(na, nt) nt) : | At, ” 


2 
= n (m+) —(k—nm)? —n(r —m)? : 
A;., = 7 —- (- 1)" q *Ak—nm* Ar—m 
a 


a, -> (—1)" conn 


Die Formen gestalten sich iibersichtlicher, wenn wir einen anderen 
Summationsbuchstaben einfiihren. Wir setzen: 


2k + n = (2r+1) (n—1) + 2174 1 
k=r(n—1) +1. 


oder: 
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Dann wird: 


’ 5 : +2 +m 
(4) 3-0/3, (nv-+-na, mt) i>'> By,p- MH Rio HEr+1) ni ((n—t)o4na) 


42?-H(v,t-Fy)(ma,nt) 


-o-—@ 


<2 m+r sy. —r—nm)—nn? 
Bi, —_ (- 1y > (— 1yn.g"! bi r) ; st *Gime—am* Gg: 


- @ 


Der Ausdruck, welchen wir hiermit fiir den allgemeinen Coefficien- 
ten gefunden haben, ist wiederum wenig tibersichtlich. Es soll ver- 
sucht werden, ihn in einer einfacheren Form darzustellen. 

Es folgen mit leichter Miihe die Recursionsformeln: 


Bi rsa — q?t (s—1)-+8++80—1 P B, " 


Sn «68 +o 
n(r-f-1)?-- —- — — 4+r(n—1)+1 
+(—1y+.q¢ 4 m (— 1)", g2mr-+Hm. 


—@ 


(5) 


Sra ota 
Brsn,r —— g* r+) ‘Bi, + (— 1)'+! ‘i q ; 
+2 
F, = q-&+ Qri, yn (— 1)" 7 qa — tae +1) . 
—@ 
Nehmen wir daher an, dass r positiv und von Null verschieden ist, 
so folgt: 


~ rs 


—n (>) +(n—1)r? <— 
(6) B-—(—lq¢ POD. Figur: 
. 0 
An Stelle der einen Function F, die wir im vorigen Paragraphen 
fanden, treten hier also deren unendlich viele. Es ist nun aber nicht 
schwer nachzuweisen, dass sich diese unendlich vielen Functionen 
simmtlich auf deren » — 1 zuriickfiihren lassen, 
In der That, aus der Definitionsgleichung der Functionen F folgt 
unmittelbar die Recursionsformel : 
(7) Fipn—1,—1 om on qe tie tti+er—t ‘ Fine, 
und zwar gilt diese Formel fiir positive und negative r. 
Allgemein wird: 
(8) Figuan—,—e = (— 1k + git arnt int aetir—t tuum), Fy, 
Diese Formel lehrt, dass durch » — 1 auf einander folgende Summen: 
Fe; Fiss.—-; eery Frpn-2,-r 
sich die iibrigen unmittelbar darstellen lassen. 
Unsere Gréssen B,_, nehmen nun zunichst die Form an: 
n(2r—1) 


Byo=(= Veg 3 





ee 
‘ > (-- 1) 1 Qh trttitn) tmnt, Fy pe 
0 
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Hieraus folgt, dass wir schreiben kénnen: 
(9) By — F,-+ ° D, + Fis, : D, + —s + Fiin—2,-r . Dy-2. 
In dieser Formel hat D, die Bedeutung: 
2r—1 
— (———) nt+r? (n—1)+-4(n-+-2/+4-2r)+F'(n+1) 
Qo) Daca g FF) 
7 m gi*—lnmi-+a- mini ekn+1) | 
0 

Die Gréssen B,, bei denen r positiv oder Null ist, folgen dann aus 
der Gleichung 
(11) B,, — Tictidngains 

Hiermit sind wir auch im allgemeinen Falle ans Ziel gelangt und 
es wird sich jetzt noch lediglich darum handeln, die verschiedenen 
Methoden mit einander in Verbindung zu setzen und an Beispielen 
ihre Bedeutung auseinanderzusetzen. 


Den 29. April 1888. 











Ueber die Convergenz unendlicher Producte. 
Von 


ALFRED PRINGSHEIM in Miinchen. 


Die Hauptsiitze iiber die Convergenz unendlicher Producte sind 
zuerst von Cauchy*) mit Hiilfe der Theorie der Logarithmen und 
der logarithmischen Reihe bewiesen worden. So bequem dieses Aus- 
kunftsmittel auch erscheinen mag — denn in der That wird dadurch 
die ganze Theorie der unendlichen Producte mit eimem Schlage auf 
diejenige der unendlichen Reihen zuriickgefiihrt — so kann dasselbe 


‘ doch da, wo es sich um einen wirklich methodischen Aufbau der 


Analysis handelt, schwerlich als ein befriedigendes gelten: vielmehr 
blieb es — bei der Stellung, welche die unendlichen Producte als 
vollig gleichberechtigte analytische Darstellungsformen neben den un- 
endlichen Reihen einnehmen — durchaus wiinschenswerth, jene Siitze 
unmittelbar aus der Definition des Productes abzuleiten, ohne die 
Heranziehung von Transcendenten, welche mit dieser Definition gar 
nichts zu thun haben, gleichwie es wohl Niemandem einfallen wird, 
die elementaren Siitze tiber endliche Producte mit Hiilfe der Loga- 
rithmen aus den entsprechenden Additionssiitzen herzuleiten. In Folge 
dessen erscheint es sehr begreiflich, dass Herr Weierstrass, ge- 
legentlich seiner Bearbeitung der Theorie der analytischen Facultiten™*), 
sein Augenmerk u. a. auch darauf gerichtet hat, das -fundamentale 
Criterium fiir die Convergenz unendlicher Producte rein elementar zu 
begriinden. Dasselbe sagt aus, dass das unendliche Product 1T(1-+-a,) 
stets convergirt, wenn die unendliche Reihe 2a, wnbedingt convergirt, 
und es hat keinerlei Schwierigkeit, diesen Satz dahin zu vervoll- 
stiindigen, dass das obige Product dann auch wnbedingt convergirt. 
Da sich hiernach die unbedingte Convergenz jener Reihe als eine hin- 
reichende Bedingung fir diejenige des Productes ergiebt, so entsteht 


*) Cours d’Analyse algébr. (1821) p. 562 ff. 
**) Journal fiir Mathematik Bd, 51 (1856), p. 18 ff. 
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sofort die Frage, ob sich diese naimliche Bedingung auch als eine 
nothwendige erweist, Diese — weder von Cauchy, noch von Herrn 
Weierstrass erérterte — Frage ist erst von Herrn Dini*) im bejahenden 
Sinne beantwortet worden, und zwar wiederum unter Anwendung jener 
ailteren Cauchy’schen Methode, mit Hiilfe der Logarithmen. Dagegen 
ist die elementare Theorie der unendlichen Producte nach dieser Seite 
hin bisher unvollstindig geblieben. Allerdings wird in der kiirzlich 
publicirten ,,Zheorie der analytischen Functionen“ des Herrn Bier- 
mann auf Grund einer rein elementaren Deduction, der Satz von der 
Nothwendigkeit jener Bedingung ebenfalls ausgesprochen (p. 58): der 
dort versuchte Beweis fiir diese Behauptung ist aber schlechthin un- 
brauchbar, wie ich sogleich zeigen werde. 
Herr B. formt zunichst das endliche Product: 


P, = (1 + a) (1 + a) +--+ (1+ an) 
(wo die a, reelle oder complexe Gréssen mit Ausschluss des Werthes 
~— 1 bedeuten) in die folgende Reihe um: 


Pe= 1+ a, +4,P,4----+ a,Pr-1 
=J+At+ Jo t+ +Gn (ge = (1+ 4,)--- (1 + aus) ax), 


worauf dann das unendliche Product [-] (1+ a,) als Summe der 
1 


unendlichen Reihe > g efinirt wird. Nun heisst es (a. a. O. 
1 


§ 56, letzte Zeile) weiter: 
Soll ein solches Product unabhiingig von der Anordnung 
der Factoren endlich sein, so muss die unendliche Reihe 
Jo +9: +92 +:::+ unbedingt convergiren. 

Um diesen durch kein weiteres Wort begriindeten Ausspruch, in 
welchem offenbar der Kern des ganzen Beweises steckt, richtiy zu 
verstehen, muss vor allen Dingen festgestellt werden, was hier mit 
dem Worte ,,endlich* gesagt sein soll: Herr B. operirt nimlich in 
seinem Buche je uaci Bedarf mit zwei ganz verschiedenen Endlichkeits- 
begriffen und iiberlisst es im Allgemeinen dem Leser, zu errathen, 
welcher von diesen beiden gerade gemeint ist. Er definirt zuniichst 
(S. 19 ff.) nach dem Vorgange des Herrn Weierstrass die Irrational- 
zahlen als Summen unendlich vieler Elemente und sagt alsdann (8. 28): 


Kine aus unendlich vielen positiven und negativen Ele- 
menten zusammengesetzte Grisse a heisst endlich, wenn eine 


*) Annali di Matematica, Ser. II, T. If (1870), p. 35. Vgl. auch: Stolz, 
Vorlesungen iiber allg. Arithmetik, Bd. Ll, p, 238. 
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positive Grosse existirt, die grésser ist als der absolute Betrag 
irgend eines Bestandtheils von a. 

Da hier der Ausdruck ,,Bestandtheil“ nach der auf S. 19 ge- 
gebenen Definition jede willkiirliche, aber beschriinkte Anzahl heraus- 
vegriffener Elemente bedeutet, so ist offenbar nach der obigen Begriffs- 
bestimmung fiir die ,,§ndlichkeit einer solchen Grosse erforderlich, 
dass die Summe jeder herausgegriffenen Aizahl von ausschliesslich 
positiven und ebenso von ausschliesslich negativen Elementen — letztere 
uatiirlich absolut genommen — unterhalb einer festen positiven Zahl 
liegt, sodass man jene Definition folgendermassen in die gewohnliche 
Sprache der Analysis tibersetzen kénnte: 

Eine durch eine unendliche Reihe definirte Zahl heisst 
endlich nur dann, wenn diese Reihe absolut — also auch wm- 
bedingt — convergirt. 

Dass man mit diesem gewiss richtigen, aber nach den. heute 
iiblichen Anschauungen viel zu engen Endlichkeitsbegriffe nicht aus- 
reicht, liegt auf der Hand, und so fiihrt auch Herr B. neben der eben 
erwihnten Definition der Irrationalzahlen auch noch die Heine- 
Cantor’sche durch sog. ,,Fundamentalreihen“ (Zahlenfolgen) ein 
(S. 33 ff.), bei welchex an eine derartige Einschriinkung des Endlich- 
keitsbegriffes gar nicht gedacht werden kann; denn hier definirt die 
»undamentalreihe“: 


1 , 5 1 1 1 
fhe g i- ote. tee e es 
gerade so gut eine bestimmte endliche Zahl, wie die folgende: 
2 2 3 
1 1+d 14+54+() 14+34+G6)+@Q > 

obschon bei unendlich wachsender Stellenzahl die definirenden Terme 
der ersteren nach der urspriinglichen Veiinition gar nicht mehr als 
yendlich“ zu betrachten wiiren. In der That spricht auch Herr B. 
spiterhin urplétzlich von den Swmmen bedingt convergenter Reihen 
(S. 55, 62), deren blosse Existenz auf Grund der erst genannten Defi- 
nition einer ,,endlichen“ Grésse schlechthin unverstindlich erscheinen 
miisste. 

Da es nun aber Herr B. vollig unterlisst, diesen Zwiespalt an 
irgend einer Stelle aufzukliren ,}bezw. sich fiir eine bestimmte dieser 
grundverschiedenen Definitionen zu entscheiden,}so bleibt schliesslich 
nichts anderes iibrig, als die Richtigkeit des oben citirten Ausspruches 
mit Riitksicht auf jene beiden Endlichkeitsbegriffe zu priifen. 

Dabei zeigt sich denn sofort, dass bei Zugrundelegung der ersten 
Definition nicht das Geringste gegen die in jenem Satze ausgesprochene 
Schlussfolgerung einzuwenden ist — nur ist dieselbe dann leider absolut 
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werthlos: denn wenn man das unendliche Product zuniichst durch eine 
gewisse unendliche Reihe definirt und diese wiederum nur dann endlich 
nennt, wenn sie unbedingt convergirt, so wird eben bei der ganzen 
Sache tiberhaupt nichts bewiesen*). 

Fasst man dagegen den Endlichkeitsbegriff in der sonst tiblichen 
Weise, so enthilt der in Rede stehende Schluss geradezu eine petitio 
principii: es ware nimlich sehr wohl denkbar, dass das Product un- 
abhiingig von der Anordnung der Factoren denselben endlichen Werth 
liefert, auch wenn die Reihe 2g, nur bedingt convergirt. Denn be- 
zeichnet man etwa mit a,',a,,a;,... irgend eine neue Anordnung 
der Gréssen a,, 4), @,,... und setzt: 


Pn =f + a) =o) +9) +--+ + 9m 
1 


(wo die g,; gerade so aus den a, gebildet sein sollen, wie die g aus 
den a,), so erfordert die Existenz eines von der Factorenanordnung 
unabhingigen, endlichen Productwerthes lediglich die Convergenz und 
Gleichheit der beiden Reihensummen 2g, und 2g,': diese letztere 
kénnte aber sehr wohl gedacht werden, auch wenn diese beiden Reihen 
uur bedingt convergiren, indem ja die Reihe der g,’ keineswegs eine 
blosse Umordnung der Glieder g, darstellt, sondern aus ganz neuen, 
in anderer Weise aus den a, zusammengesetzten Termen bestebt. 
Hiernach kann ich in keinem Falle den beziiglichen Ausfiihrungen 
des Herrn B. irgend welche Beweiskraft zuerkennen. Da mir aber 
auf der andern Seite der vollstiindige Ausbau einer elementaren Theorie 
der unendlichen Producte von principieller Wichtigkeit zu sein schien, 
so habe ich im Folgenden den Versuch gemacht, nicht nur die oben 
angedeutete Liicke auszufiillen, sondern auch die Theorie der bedingten 


*) Uebrigens ist Herrn B.’s Beweis, selbst bei dieser Auffassung, in seinem 
weiteren Verlaufe noch nicht einmal einwurfsfrei. Denn soll nun — worauf es 
ja ankommt — weiter gefolgert werden, dass zur unbedingten Convergenz von 
2g, schliesslich diejenige von 2a, nothwendig ist, so erscheint das offenbar nur 
dann zulissig, wenn von vornherein angenommen wird, dass die P, nicht nur 
endlich schlechthin, sondern auch um ein angebbares von Null verschieden sein 
sollen (also lim P, nicht =0), Dass aber Herr B. nicht — wie man ja allenfalls 

n—D 
zu seinen Gunsten annehmen kiénnte — diese weitere Einschrinkung des Wortes 
»endlich* stillschweigend gemacht wissen will, geht zur Evidenz daraus hervor, 
dass er das Resultat der gedachten Deduction auf 8S. 58 dahin zusammenfasst: 
»Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass ein von 
der Anordnung der Factoren unabhiingiges Product endlich ist, besteht 
in der Convergenz der Reihe |a,| + |aq| + |a,| - - -“ 
wihrend er, vollkommen hiervon getrennt, erst ganze 4 Seiten spiiter nachweist, 
dass — im Falle der Convergenz von Z|a,| — das betreffende Product nicht ver- 
schwinden kann, 
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Convergenz wenigstens fiir Producte mit reellen Factoren elementar 
zu begriinden. Wenn ich dabei in den ersten drei Paragraphen 
wesentlich bekannte Dinge vorausschicke, so geschieht dies theils des 
besseren Zusammenhanges wegen, theils aber auch in der Hoffnung, 
dass die in § 1 an die Definition der Productconvergenz gekniipften 
Bemerkungen immerhin etwas zur Beseitigung von mancherlei Unklar- 
heiten beitragen kénnten, und dass auch die in §§ 2 und 3 gegebene 
Darstellung bekannter Siitze vor den sonst tiblichen Darstellungen 
vielleicht manche Vorziige besitzt. Fiir neu méchte ich hingegen — 
trotz ihres elementaren Charakters — die in § 4 angestellten Betrach- 
tungen halten, deren Resultat sodann im § 5 zum Beweise des oben 
urgixten Hauptsatzes verwendet wird. Ich schliesse daran im § 6 ge- 
wisse — wie ich glaube, ebenfalls noch nicht bekannte — Hiilfssiitze 
iiber endliche Producte; dieselben dienen dann im § 7 dazu, die be- 
dingte Convergenz reeller Producte zu behandeln. - Was die Theorie 
der bedingten Convergenz complexer Producte betrifft*) — der ich 
iibrigens, analog wie bei den unendlichen Reihen, nur eine secundiire 
Bedeutung zuerkeunen kann — so muss ich leider gestehen, dass es 
mir bisher nicht gelungen ist, dieselbe rein elementar darzustellen, 
und dass ich sogar beziiglich der Méglichkeit einer solechen Behandlung 
starke Zweifel hege. Dabei verstehe ich unter einer ,,rein elementaren“ 
Darstellungsweise eine solche, bei der nicht nur die Beniitzung der 
Logarithmen, sondern auch die Kinfiihrung der sogenannten trigono- 
metrischen Form der complexen Zahlen princiniel! ausgeschlossen ist. 
In der That sind diese beiden Hiilfsmittel dem Wesen nach gar nicht 
verschieden, und man wird da, wo es sich um die Untersuchung ganz 
elementarer Kigenschaften von Zahlen der Form a + bi handelt, bei 
einigem Sinne fiir Reinheit der Methode deren transcendente Form: 


Va+ v? {eos arctg td + i sin arctg aI, soweit das irgend angeht, zu 


vermeiden suchen (wie dies z. B. auch Herr Weierstrass in seinen 
Vorlesungen iiber analytische Functionen zu thun pflegt). Da dieser 
Standpunkt in den folgenden Betrachtungen streng festgehalten wird, 
so mége, um spiiter den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, 
beztiglich der complexen Gréssen an dieser Stelle noch Folgendes ein- 
geschaltet werden: 


Nennt man, wie iiblich, den positiven Werth von /a? + 6? den 
absoluten Betrag der complexen Zabl a + bi und setzt 


Vai +b? =|a+ bi| =r, 

*) Man vergleiche hieriiber — ausser dem oben citirten Aufsatze des Herrn 
Dini — noch: Stolz, a. a. O. p. 245 ff., sowie den Excurs tiber unendliche Pro- 
ducte in meiner Abhandlung: ,,Ueber die Werthveriinderungen bedingt con- 
vergenter Reihen etc.“, Math. Ann, Bd, XXII, p. 478 ff, 
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so hat man 
a+bier(44+ i). 
Ich will alsdann den Factor (2 a. i?) — welcher offenbar eine 


complexe Zahl mit dem absoluten Betrage 1 ist — die Charakteristik*) 
der complexen Zahl a + bi nennen. Darnach kann also eine complexe 
Zahl stets zerlegt werden in das Product ihres absoluten Betrages und 
ihrer Charakteristik. Diese Zerlegung ist offenbar nur auf eine einzige 
Weise méglich, und umgekehrt ist eine complexe Zahl durch ihren 
absoluten Betrag und ihre Charakteristik eindeutig bestimmt. 

Ferner ergeben sich dann ohne Weiteres die folgenden Siitze: 


Multiplicirt man eine complexe Zahl mit einem beliebigen 
positiven Factor, so wird die Charakteristik hierdurch nicht 
geindert. 


Wie der absolute Betrag eines Productes (Quotienten) 
complexer Zahlen gleich ist dem Producte (Quotienten) der 
absoluten Betriige, so ist auch die Charakteristik eines Pro- 
ductes (Quotienten) gleich dem Producte (Quotienten) der 
einzeluen Charakteristiken. 


$1. 


Definition der Convergenz eines unendlichen Productes und Aufstellung 
der nothwendigen und hinreichenden Bedingungen. 


Es sei p,;, Po, +--+ Pn --- eine unbegrenzt fortsetzbare Folge 
reeller oder complexer Gréssen von der Beschaffenheit, dass zu jedem 
endlichen Index n ein eindeutig bestimmter, endlicher, fiixr’s erste auch 
von Null verschiedener Werth p, gehort**). Setzt man dann 


*) Ich fiihre diesen Ausdruck ein, da eine allgemein acceptirte Bezeichnung 
fiir den fraglichen Begriff nicht existirt, und die allenfalls dafiir gebrauchten 
Ausdriicke, wie Richtungscoefficient, Richtungsfactor (bei Hankel, Stolz u. a. 
nach dem Vorgange Argand’s) wegen ihres rein geometrischen Ursprunges mir 
nicht recht zusagten, wiihrend die Cauchy’sche Bezeichnung ,,expression réduite 
(Anal. algébr. p. 183) mir zu umstiindlich und dabei wenig charakteristisch 
erschien. 


**) Ich sage keineswegs, dass die absoluten Betriige der p,, durchweg endlich 
und von Null verschieden sein sollen, d. h, genauer gesagt dass |p,| fiir jedes 
(noch so grosse) » sowohl «ber als wnter einer festen endlichen Zahl liegen soll, 
Vielmehr kinnen die |p,|, wenn m tiber alle Grenzen wiichst, sehr wohl simmtlich 
oder zum Theil unter jede Grenze hinabsinken oder tiber jede Grenze hinaus 
wachsen, sodass also der Werth oder wenigstens einer der Werthe von lim p, fiir 
«=o Null oder unendlich gross sein kiunte. 
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@) .., PP, +> Pn = fpf, = m) 
1 


so soll der Grenzwerth von P, fiir n — oo als der Werth des wnend- 
lichen Productes: 


ao 


I>. : 


1 


bezeichnet werden. Das letztere heisst convergent, wenn P, fiir noo 
einen bestimmten endlichen, insbesondere auch von Null verschiedenen 
Werth P besitzt*), und man hat in diesem Falle: 


TI» =P, =P. 
1 


*) Diese Definition der Convergenz eines unendlichen Productes ist freilich 
noch nicht allgemein acceptirt: den streitigen Punkt bildet das Auftreten des 
Grenzwerthes P,,=0, welches von manchen Mathematikern als ein Fall von 
Convergenz angesehen wird, z. B. von Herrn Stolz (a. a. O. Bd. Il, p, 281) und 
Cam. Jordan (Cours d’Analyse, T. I, No. 133), Herr Thomae — in seiner 
,»Elementaren Theorie der analytischen Functionen“‘ — schligt eine Art Mittelweg 
ein: ,Nihert sich mit wachsendem » P, immer mehr der Null, so ist damit die 
Convergenz des Productes ausgesprochen‘‘ — heisst es zuniichst a. a. O. p. 23. 
Dann wird aber hinzugefiigt: ,,Allein solche Producte, welche gegen Null con- 
vergiren, ohne dass ein Factor Null ist, verhalten sich anders als solche Producte, 
die gegen eine bestimmte von Null verschiedene Zahl convergiren, und es soll 
daher der Bequemlichkeit halber angenommen werden, dass ein Product nur dann 
convergirt, wenn es gegen einen von Null verschiedenen endlichen Werth convergirt.“ 

Andere Schriftsteller (wie Herr Weierstrass und Dini a. a. 0.) sprechen 
wohl ausdriicklich von Producten, die unter gewissen Bedingungen endliche und 
von Null verschiedene Werthe besitzen, ohne indessen den Begriff eines con- 
vergenten Productes tiberhaupt zu definiren; wihrend noch andere (vgl. Lipschitz, 
Grundlagen der Analysis, Bd. I, p.503; Mittag-Leffler in den Act, Math, T. IV, 
p. 29) die im Texte als nothwendige wnd hinreichende Bedingung fiir die Con- 
vergenz aufgestellte Ungleichung (3) geradezu als Definition zu Grunde legen. 
(NB. Die von Herrn Lipschitz a. a, O. noch hinzugefiigte Bedingung: es miissten 
ausserdem die P, fiir jedes noch so grosse » unter einer festen endlichen Grenze 
liegen, ist in Wahrheit dberflissig — ein ,,bis in idem“ — wie die im Texte an 
die Ungl. (8) gekniipfte Discussion lehrt). Diese letztere Definition ist offenbar 
von der hier gegebenen nur der fiusseren Form nach verschieden, und ich méchte 
dieser lediglich aus dem Grunde den Vorzug geben, weil es mir natiirlicher er- 
scheint, einen neu einzufiihrenden Begriff, wenn irgend thunlich, durch charak- 
teristische, unmittelbar fassliche Eigenschaften zu definiren und dann erst deren 
Einkleidung in analytische Zeichen vorzunehmen, als umgekehrt. , 

Was nun aber ferner die Ausschliessung der unendlichen Producte mit dem 
Grenzwerthe Null aus der Zahl der als convergent zu bezeichnenden betrifft, so 
will es mir scheinen, dass es sich hierbei nicht bloss — wie Herr Thomae sich 
ausdriickt — um eine Sache der griésseren Bequemlichkeit, sondern schlechter- 
dings um eine directe logische Nothwendigkeit handelt. Man hat dabei nur fest- 
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In jedem anderen Falle wird das unendliche Product divergeni 
genannt, und zwar sagt man: dasselbe divergire nach 0 bezw. co 
oder werde unbestimmt, je nachdem lim P, fiir » = co verschwindet, 
bezw. in bestimmter Weise unendlich wird, oder aber innerhalb end- 
licher oder unendlich grosser Unbestimmtheitsgrenzen oscillirt. 

Liisst man jetzt auch’ zu, dass unter den Gréssen p, solche mit 
endlichem Index vorkommen, welche Null oder unendlich gross sind, 
(was z. B. in dem Falle, wo die p, Functionen einer oder mehrerer 
Variablen sind, fiir gewisse Werthe dieser Variablen eintreten kann), 
und sind solche Factoren nur in begrenzter Zahl vorhanden, so soll 
iiber den Charakter des unendlichen Productes die Beschaffenheit des- 
jenigen Productes entscheiden , welches nach Ausschluss jener kritischen 
Factoren zuriickbleibt. (Man kénnte hierbei, im Falle der Convergenz 
des von Null- und Unendlichkeitsfactoren befreiten Productes, das 
Gesammtproduct, statt es schlechthin als convergent zu bezeichnen, 
vielleicht nicht unpassend hebbar divergent nennen). 


zuhalten, dass es hier nicht sowohl darauf ankommt, die Convergenz irgend einer 
Grissenfolge P,, P,,...P,,... im Allgemeinen zu definiren, dass vielmehr die 
Frage lautet: Was soll man unter einem convergenten unendlichen Producte 
verstehen? d. h, der Nachdruck ist darauf zu legen, dass die P,, durch eine un- 
begrenzt fortsetzbare Reihe von Multiplicationen entstehen, Wenn man nun iiber- 
haupt das Resultat einer unbegrenzten Reihe von Rechnungsoperationen als con- 
vergent einfiihrt, so geschieht das stets auf Grund des Principes, dass die defi- 
nirende Haupteigenschaft, welche das Resultat einer begrenzten Anzahl jener 
Operationen charakterisirt, erhalten bleibt. 

So erscheint z. B. die Summe S,, einer endlichen Anzahl (n) von Summanden 
stets als eine eindeutig bestimmte endliche Zahl, einschliesslich der Null: dem- 
gemiss wird die Summe einer wnendlichen Reihe von Summanden convergent ge- 
nannt, wenn lim S, fiir n= © einen bestimmten endlichen Grenzwerth hat, der 
auch Null sein darf. 


Dagegen ist es die erste wnd wesentlichste Eigenschaft des Productes einer 
endlichen Anzahl von Factoren, von denen keiner verschwindet, einen bestimmten 
endlichen, unter allen Umstiinden von Null verschiedenen Werth zu haben: diese 
Eigenschaft ist in dem Grade mit dem Begriffe eines solchen Productes verkniipft, 
dass man darauf geradezu den Charakter unseres complexen Zahlensystems als 
eines in sich abgeschlossenen, nicht mehr erweiterungsfiihigen begriinden kann 
(vgl. z. B. Hankel, Vorl. iiber compl. Zahlen, § 29; Stolz, a.a, O, Bd. Il, § 10; 
Weierstrass, ,,Zur Theorie der aus m Haupteinheiten gebildeten compl. Zahlen“\— 
Gott. Nachr. 1884, p. 410). 


Hiernach erscheint es mir aber geradezu als eine contradictio in adjecto, von 
einem nach Null convergirenden Producte zu sprechen; und wenn solche Producte 
mit dem Grenzwerthe Null sich, wie Herr Thomae ausdriicklich hervorhebt, ganz 
anders verhalten wie die gegen einen festen erdlichen, von Null verschiedenen 
Werth convergirenden Producte, so michte ich daraus folgern, dass es nicht nur 
unbequem, sondern geradezu unlogisch ist, dieselben als convergent zu bezeichnen. 
(Man vergleiche hierzu auch noch die Randbemerkung des § 5), — 
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Enthilt dagegen das betrachtete Product Factoren dieser Art in 
unbegrenzter Anzahl, sodass eine derartice Reduction desselben durch 
Ausschluss einer endlichen Factorenzahl nicht mehr mdglich erscheint, 
so wird dasselbe ein fiir allemal als divergent anzusehen sein: sein 
Werth ist wie der jedes anderen divergenten Productes 0, oo oder 
unbestimmt. 

Hiernach wird es fiir die weitere Untersuchung der ‘Convergenz- 
und Divergenzbedingungen eines unendlichen Productes bei der ur- 
spriinglich eingefiihrten Annahme sein Rewenden haben diirfen, dass 
die p, fiir jeden endlichen Index endlich und von Null verschieden 
sein sollen. 

Die oben gegebene Definition der Convergenz eines unendlichen 
Productes liisst sich — unter Zugrundelegung der iiblichen Definition 
eines Grenzwerthes tiberhaupt — folgendermassen analytisch formuliren : 
Es muss sich eine positive Grésse g und zu einer beliebig klein vor- 
gelegten positiven Grésse @ eine positive ganze Zahl N fixiren lassen, 
sodass gleichzeitig: 


- |\P.|>g ls 


(2) (b) | Pate — Pal <8 Cea 


Es ist ohne Weiteres klar, dass aus diesen beiden Gleichungen, 
welche zusammen die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Convergenz des unendlichen Productes darstellen, — unter Beriick- 
sichtigung des Umstandes, dass vermége der Ungl. (a) auch insbesefidere 
\P,| >g — sich stets eine Ungleichung von der Form 


Pre ofr <a 
(3) + aie \<e n>N ) 


ableiten lisst, wo ¢ eine positive Grésse von ebenfalls vorzuschreibender 
Kleinheit bedeutet. 

Um aber auch einzusehen, dass umgekehrt die Ungleichung (3) 
allein schon die beiden Ungleichungen (2) zu ersetzen geeignet ist, 
hat man offenbar nur nachzuweisen, dass‘ unter der Voraussetzung, 
welche durch Ungl. (3) ausgesprochen wird, P, fiir % > N stets so- 
wohl oberhalb als unterhalb einer festen éndlichen Grenze liegt; denn 
die erstere dieser Eigenschaften sagt offenbar im Wesentlichen dasselbe 
aus, wie die Ungleichung (2a), wahrend die zweite es ermdglichen 
wiirde, die Ungleichung (3) durch Multiplication mit P, ohne Weiteres 
in eine Ungleichung von der Form (2b) tiberzufiihren. 

Man denke sich nun « als positiven iichten Bruch, im tibrigen 
beliebig fixirt, und die endliche, positive, ganze Zahl N, welche zur 
Ungl. (3) gehért, passend bestimmt. Alsdann ist insbesondere: 


- 


9 ty tall 
\ ™™~ 
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P P 
Fre |_1|< pe -1]<. (9 = 1, 2,3,-->) 
N N 
und daher, wenn man  statt N+ @ schreibt und den — sicher be- 


stimmten, endlichen und von Null verschiedenen — absoluten Betrag 
von Py mit A bezeichnet: 


P 
—a¢ el 1 <+e (n>N) 
oder : 
(l1—a A<|P|< +a A >) 

d. h. |P,| — und folglich auch | P,| — bleibt in der That durchweg 
endlich und von Null verschieden. 

Die Ungleichung (3) stellt somit fiir sich allein die nothwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Convergenz von P,, dar. 

Hieraus ergiebt sich insbesondere als eine nothwendige Bedingung 
fiir die Convergenz die Beziehung: 
Prt 


P, 








=|Pai1—IAl<e (WN) 

d. h. es muss, falls tiberhaupt Convergenz méglich sein soll: 
lim |p, —1]|—O0 (m= oo) 

sein, oder auch, wenn man 

Pn = 1+ Up 


lim % =O (nm =o). 


setzt: 


Daraus folgt, dass in einem convergenten Producte von der Form 
TT(1 + «,) die absoluten Betrige der Gréssen u, von einer bestimmten 
endlichen Stelle ab achte Briiche sein miissen. 


§ 2. 
Producte der Form [Ja + a), Wo a, >0. 
1 
Lehrsatz: Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die 


Convergenz des Productes IT] (1+ a,), wo die a, reelle, 
1 


positive Grissen bedeuten, besteht in der Convergenz der 

Rethe > ay. Ist dieselbe erfiillt, so convergirt das Product 
1 

unabhiingig von der Anordnung der Factoren gegen denselben 
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Werth, wie die — auch in ihren einfachsten Bestandtheilen — 
unbedingt convergirende Reihe 


1+ > a,A,—1 
1 


Ay=1 und fiir n>1 A, =f fata) 
1 
zu setzen ist). 
Beweis: Man hat hier: 
Ase 
| Apt — 1] = (1 pants) (Langs) «Ut aintg) — 1 > Sug 


(wo 


wo 
Sng = Anti + Ants +++ + Ante: 





A 
~ ate - 1| durch 


Soll nun das Product Ax convergiren, also 


Wahl von »>WN beliebig klein werden, so ist nach der obigen Un- 
gleichung hierzu vor allem erforderlich, dass auch s,,. durch Wahl von 
n> WN beliebig klein gemacht werden kann — d. h. die Convergenz 


der Reihe >? a, ist eine nothwendige Bedingung fiir diejenige des 
1 
Productes. 


Angenommen jetzt, es convergire >? a,, so lisst sich, wenn ¢ 
; 1 
einen beliebig klein anzunehmenden, pos. iichten Bruch bedeutet, eine 
pos. ganze Zahl N so bestimmen, dass s,. < é¢ wird fir n> N und 
jeden Werth von g. Alsdann ergiebt sich: 
Anse 7 

-+- An+1 On+2 + Gn+1Gn4+3 + eke = + An+e-1 Un+¢ 

+ On+14n+2°*** An+e 

< Sno + Sas + yl + Sae 

é 

tz (n>N) 

und es wird daher, wenn 0 beliebig klein vorgelegt wird: 


Aye —1| <0, 





sobald 





& 8 
wy <@ ah eS 5a5 
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genommen wird, was bei der Convergenz der Reihe 2a, stets modglich 
ist: die letztere erscheint also auch als hinreichende Bedingung fiir die 
Convergenz des betrachteten Productes, 
Man hat nun ferner: 
A, = 1, 
A, = 1+a, = A, + 4,4), 
A, =(1+a,)4, = A,+ 4,4,, 


o = (1+ an) An—1 = An ttn A,-1 


und hieraus durch Addition dieser Gleichungen: 


An = 1 + Say Ay 
folglich : 


(4) [To +a,)=—=A, =1 + aan. 


Dass die aus lauter positiven Gliedern bestehende Reihe 1 + a, A,-, 
1 
absolut und unbedingt convergirt, folgt ohne weiteres aus der voraus- 


oo 


gesetzten Convergenz der Reihe > a, und der bewiesenen Endlichkeit 


1 
der Gréssen A,. Da aber: 


ay Ay_1 = (1-4) (1 ay) +++ (1+ a1) a, 
nach Ausfiihrung der angedeuteten Multiplication wiederum aus lauter 
positiven Bestandtheilen und zwar solchen von der Form ay, dy aa, 
Ay 4 M,.,..-. besteht, so bleibt die obige Reihe auch noch unbedingt 
convergent, wenn man jedes Glied in diese einzelnen Bestandtheile 
zerlegt und nun diese selbst als die Glieder der Reihe auffasst. 
Setzt man etwa zur Abkiirzung: 


Se = Da, 


1 
ao a 
> Dia. a => ana (* <A), 
2 1 xa 
a Pol a 
>>> Ay Any =D aaa, (x<A<m) 
8 2 1 wae 


uw am fF. 


so hat man insbesondere: 
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(5) Flo+e =1 +a, + Sava + dae aaa — 
i x wa 


edu 
oder auch als Doppelreihe geschrieben 


(6) PJata)=14+4,+a,+a,4--- 
+ a, a, + a, a, + a,a,-+--- 


+ a, A, 4, + 4, 4,0, + A, 4,0, + A,a3,a, +--- 
+ 


wo dann, nach dem gesagten, diese Doppelreihe in jeder beliebigen 
Anordnung convergiren muss. 

Hieraus folgt nun aber ohne weiteres, dass das betrachtete un- 
endliche Product unabhdngig von der Anordnung der Factoren gegen 
denselben Werth convergirt. Denn, denkt man sich die Factoren in 
irgend einer Weise umgeordnet, so kénnen — gleichgiiltig ob bei dieser 
Umordnung nur Factoren mit endlichem Index ihre Stellen vertauschen 
oder ob auch solche mit unendlich grossem Index vor andere mit end- 
lichem Index treten (durch Herausheben von unendlichen Partialpro- 
ducten und nachherige Vereinigung derselben) —-- schliesslich doch 
immer nur die Glieder der unbedingt convergirenden Doppelreihe (6) 
in irgend einer willkiirlichen Anordnung zum Vorschein kommen, 


*) Die Convergenz dieser Reihe kann auch unabhiingig von den angestellten 
Betrachtungen folgendermassen eingesehen’ werden. Bezeichnet man die Summe 
i> a] 


der als convergent vorausgesetzten Reihe >: a, mit s, so ist: 


1 
t= dat +2 ya, 4, >2 ya, 4, 
xh 


folglich: 
> 2 aa >'4, >2-3 > a, 4, 
aa nau 
und allgemein: 
o> nt >a, °° Oy 


Hy Hq Kay 
Es ist daher die Summe der Reihe 
1 +>, + >", a,+ ya, 030, +.:- 
x xa xdu 
kleiner als diejenige von: 
s s? s° 
‘+77 ew 
und die fragliche Reihe somit convergent. 
9* 
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sodass also das unendliche Product durch die gedachte Operation in 
der That keine Werthverinderung erleidet, 

Hiegpatt ist aber der ausgesprocheng Satz in allen seinen Theilen 
bewiesén. — 


a 


Zusatz. Ist die Reihe >? a, divergent, so muss das Product 


1 
© 


[-Jata) nach dem obigen divergiren (wie sich auch unmittelbar 


1 
aus der Ungleichung J+ (1 +-a,) >1 +> a, ergiebt) und zwar be- 
1 1 


stiindig zunehmend gegen + oo. 

Definition. Ein unendliches Product, welches unabhingig von 
der Anordnung der Factoren convergirt, heisst wnbedingt convergent. 
Hiernach ergiebt sich der Satz: ; 

Ein unendliches Prod dessen Factoren reell und > | 
sind, ist, wenn tiberhaupt, stets unbedingt convergent. 


§ 3. 
Absolute Convergenz eines reellen oder complexen Productes als 
hinreichende Bedingung der unbedingten Convergenz. 


Lehrsatz: Sind die Grossen u, beliebig reell oder complex und 


|u| == a,, so convergirt mit dem Producte [-] (1+ a,) auch 
1 


stets das Product Jv 1+ u,) und zwar unbedingt legen 
g 
1 


den niimlichen Werth wie die — auch in ihren einfachsten 
Bestandtheilen unbedingt convergirende Reihe 


14+ 400-3 


U,=1 und fiir n> U, =pJu+u) 
1 


(wo 


zu setzen ist). 


Beweis: Sei wiederam A, = [:] (1+<a,), so folgt aus der Con- 


1 
vergenz von A,, dass bei beliebig klein gegebenem 6 durch Wahl 
von n> N 
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A,, 
zt <8 (o=0, 1, 2,. . .) 


gemacht werden kann. Andererseits hat man: 


U 
a — 1 = (1+ trys) (1 tage) - ++ (Lage) — 1 


= Unti + Unde + Unpitage + °° 
also: 
' Un+¢ 
Lp NS Guta HF Gage + nti Gays + °° 
d. h. 
A 
ol. 
a l, 


n 
sodass auch: 


| “i ~ I|<o 


wird (fiir (n > N, 0,1,2,---), und somit 


Fate 


1 
convergirt. 
Ferner ergiebt sich — genau wie im vorigen Paragraphen — die 
Identitiat: 


U, = 1 +> uy U,_1 
1 


und es ist leicht zu sehen, dass die rechte Seite fiir » = oo in eine 
unbedingt convergirende Reihe itibergeht: denn die Gréssen U,_; sind 


fiir jedes v endlich, und die Reihe > u, convergirt absolut und un- 
1 


bedingt, da die vorausgesetzte Convergenz des Productes -] (1 + a,) 
1 


diejenige der Reihe > Ay => |u| mit sich bringt. 
1 1 


Hiernach wird nun wiederum: 


(7) [Jo+~)= 1 + Su 0,1 


und zwar bleibt die rechts stehende Reihe auch absolut und unbedingt 
convergent, wenn man die einzelnen Bestandtheile jedes Gliedes, 
nimlich 

Uy Uys = Uy hy Uy Eg Uy FE Uy Uy ly + Uy thy + + + Uy 








134 A. Prinasnem. 


als Glieder der Reihe auffasst. Denn die absoluten Betrige dieser 
Bestandtheile stimmen genau iiberein mit den einzelnen Termen der 
im vorigen Paragraphen angefiihrten Doppelreihe (6), welche — wegen 


der vorausgesetzten Convergenz des Productes [:] (1+ a,) — wiederum 
fe. 


unbedingt convergirt. Man kann daher — unter Einfiihrung der 
analogen Abkiirzungen wie in § 2 — die Reihe (7) auch folgender- 
massen : 


(8) Fo +u,) = 1+ u. + ut +> Ua, +> 


1 x nau 


oder in Form der absolut und unbedingt convergirenden Doppelreihe 
schreiben: 


9) pPfatuj—14+4 +uy +4, 4+: 
yt, fF yy yey + -- 
Uy Ugg 4+ Uy Uy Uy Uy Ug Uy f°: - 
woraus dann — durch wortlich dieselben Schltisse, wie im vorigen 
Paragraphen — folgt, dass das vorliegende Product wnbedingt con- 
vergirt. — 

Definition. Das unendliche Product /7(1-++u,) soll absolut con- 
vergent heissen, wenn J7(1-+-|u,|) convergirt: dass das erstere Product 
in diesem Falle stets diberhaupt convergirt, und die gegebene Definition 
demgemiiss wirklich einen Sinn hat, folgt aus dem eben bewiesenen 
Satze. 

Man kann nunmehr das Hauptresultat der beiden letzten Para- 
graphen auch folgendermassen aussprechen: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
absolute Convergenz des unendlichen Productes I1(1+ u,) 
besteht in der absoluten Convergenz der unendlichen Reihe Duy. 

Das absolut convergente Product convergirt auch stets 
unbedingt. (Die Umkehrbarkeit dieser letzten Aussage 
bleibt noch zu beweisen). 

Zusatz. Ist die Reihe Du, absolut convergent, so gilt das Gleiche 
von der Reihe Yu,x fiir jedes endliche x; folglich ist das unendliche 
Product 


f(#) -[[o +u,2) 


absolut und unbedingt convergent und kann daher in die Form der 
bestandig convergirenden Potenzreihe: 
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f(%) = 1+ (> tr) z+ (> tet) e4.. 
* aa 


gesetzt werden, d. h. f(a) ist eine transcendente ganze Function. 
(Ueber die Erweiterung dieses Satzes und den Begriff der gleichmdssigen 
Convergenz eines unendlichen Productes vgl. Stolz, a.a.O. p.243—245; 
Mittag-Leffler, Acta Math. T. IV, p. 31). 


g 4. 


4 
Besundere Producte, welche iiberhaupt nieht anders als absolut und 
unbedingt convergiren. 


Die in § 2 betrachteten unendlichen Producte von der Form 
I1(1-+-a,), wo a, > 0, convergiren und divergiren gleichzeitig mit der 
Reihe La,; sie convergiren also entweder absolut und unbedingt oder 
var nicht. Es ist nun fiir das folgende wichtig, nachzuweisen, dass 
die analoge Kigenschaft allen unendlichen Producten von der Form 
1(1+p,+q,i) zukommt, wo die reellen Gréssen p, unter sich und 
die g, unter sich — aber nicht nothwendig die p, mit den q, — 
gleiches Vorzeichen besitzen. Und da nach §3 ein solches Product 
stets absolut und unbedingt convergirt, wenn die Reihe 2\p,+-q,i| 
convergirt, so wird nur zu zeigen sein, dass dasselbe auch gleichzeitig 
mit der Reihe 2|p,-+-q,i| — oder, was hier auf dasselbe hinaus- 
kommt, mit der Reihe 2(p,+ 4,7) — divergirt. Hierzu betrachte ich 
zunichst unendliche Producte von der specielleren Form: J1(1 — a,), 
(1+ a,i), (l1—a,i), wo a,>0, lima,=0, unter der Voraus- 
setzung das Za, divergirt: aus den Ergebnissen dieser Special-Unter- 
suchungen wird sich dann das gewiinschte Resultat leicht zusammen- 
setzen lassen. 


I. Ks sei 
A, = (l—a,) (l—a,)... (l—aj). 
Man hat dann — da man die positiven Gréssen a, wegen lim a, = 0 
ohne Beschriinkung der Allgemeinheit < 1 annehmen kann — 
0<l—a/’<l 
also auch: 
0 = 1 — ay siz 
und somit 
1 1 


n< > ae ey a — 
(1+)... (1+4,) 1+ a +a,+-:'+4, 
sodass, im Falle der Divergenz von 2a,, sich ergiebt: 
A, =0 
d. h. das obige Product divergirt in diesem Falle nach Null 


A 
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Il. Sei jetzt 
A, =[-Ja +é.a,i) 
1 


wo « bestiindig die positive oder bestiindig die negative Kinheit be- 
deuten soll. Der absolute Betrag von A, geniigt alsdann der Gleichung 


|An|? = f>] +a, 


und nimmt somit mit wachsendem m bestindig zu. Daraus folgt aber, 
dass der absolute Betrag von A, entweder bestimmt endlich und von 
Null verschieden (nimlich > 1) oder positiv unendlich sein muss. 
Iusbesondere wird |A,|? und daher auch A, bestimmt und endlich — 
und zwar unabhingig von der Anordnung der Factoren — sobald 
2a,*? convergirt, mag dabei auch 2a, divergent sein. Dass hieraus 
noch nicht die Convergenz des unendlichen Productes A. folgt, ist 
klar, indem hierzu ausser der Endlichkeit des absoluten Betrages von 
A, auch die Bestimmtheit der Charakteristik erforderlich ist. Ich 
behaupte nun, dass diese Charakteristik, welche fiir 
A, = B, + Ci 
dargestellt wird durch den Ausdruck: 
B, C,i 
——— 
VB,? + C,* V8, + C,? 
bei unendlich wachsendem n stets unbestimmt wird, wenn Ya, divergirt, 
mag nun 2a,’ zu gleicher Zeit convergiren oder divergiren.*) 

Sollte niimlich der obige Ausdruck fiir » = co einen bestimmiten 
Werth haben, so miisste zum mindesten eine der Gréssen Ba, Cz, 
welche wegen L? + C2 —|A,|? > 1 niemals gleichzeitig verschwinden 
kénnen, entweder einen festen endlichen, von Null verschiedenen 
Grenzwerth haben oder in bestimmter Weise unendlich werden; es 
miisste sich demnach eine positive ganze Zahl N fixiren lassen, sodass 
fiir n> N mindestens eine der Gréssen B,, C, absolut genommen 
tiber einer festen endlichen Zahl g liegt und bestiindig dasselbe Vor- 
zeichen besitzt. Um die Hinfalligkeit dieser Annahme zu beweisen, 
bilde ich: 





Anti = Pra+i + Crpat = (Ba of Cr i) (1 4- €An+1 t) 


woraus: 
(10a) Bazi = By — FanyiG,, 
(10b) Crs == C,, + € Anti B, 





*) Die blosse Divergenz des betrachteten Productes fiir den Fall der 
Divergenz von Za, liesse sich bei weitem kiirzer beweisen; des folgenden wegen 
kommt es aber wesentlich auf die besondere Art dieser Divergenz an. 
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folgt, und weiter, wenn man hier fiir » der Reihe nach 


n+1,n+2,...n+e—1 


setzt und die resultirenden Gleichungen addirt: 


(11a) Bre = B, — € (Gn41 Cy + Gn+2 Catit:::+ ante Ca+e-1); 
(11d) Cagg = Cn + £041 Be+ ngs Bott +++ Onte Bote): 
Angenommen nun, es wire fiir n>N B, bestiindig positiv oder 
bestiindig negativ und lige, absolut genommen, stets oberhalb einer 
gewissen endlichen Zahl g. Dann will ich — um die beiden mig- 
lichen Fille eines positiven und eines negativen B, gemeinsam be- 
handeln zu kénnen — unter « die Einheit mit dem Vorzeichen von 
B,, verstehen, sodass also ¢ B, fiir n > N wesentlich positiv und zwar 
éB,>g (n>N) 
ist. Mit Beriicksichtigung dieser Ungleichung wiirde die mit ¢¢’ multi- 
plicirte Ungleichung (11b), niimlich: 
ée Cre coed sé C, +- { @n41 é Bat dng2® Bazit-:: + aapee Brzys} 
ergeben: 
(12) €8 Cape > €& Cr + 9 * Saige 
sofern, wie friiher, 
Anti + Ange + ++ + Gnie = Sue 
gesetzt wird. 

Da aber die positive Grosse s,.¢ — wie auch » fixirt sein mag — 
wegen der vorausgesetzten Divergenz der Reihe Ya, durch Wahl von 
e beliebig gross gemacht werden kann, so lisst sich g@ so bestimmen, 
dass die Ungleichung (12) iibergehen wiirde in: 

(13) EECrig > 
wo g eine beliebig grosse, endliche, positive Zahl bedeutet. 


Da ferner nach Gleichung (10b) — wenn man daselbst n + @ 
statt » schreibt — 


E& OCnpep1 = €& Cape + Antepi® Buse 


P && Care 
so folgt daraus in Verbindung mit Ungleichung (13), dass allgemein : 
(14) €& Casein > €& Crpg > GY (x—1, 2, 3,...). 


Schreibt man jetzt in Gleichung (lla) n+ @ statt » und 6 statt 9, 
so nimmt dieselbe, wenn man noch mit é multiplicirt, die Form an: 
& Burete = & Bure — {Antes €& Cute ++ +anteraé & Crto+o—} 

und folglich nach (14): 
& Barera < & Bate — GJ + Sntg,a+ 
Nun kann man aber wieder s,4o,6 durch Wahl von o beliebig gross 
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machen, jedenfalls also so gross, dass der absolute Betrag von g’.s,4,4 
die positive Grésse « B,49 beliebig viel tibersteigt, und daher 

& Bareto < 0 
wird. Das hiesse aber, dass Byi9;4 das entgegengesetzte Vorzeichen 
wie B, besitzen miisste — die Annahme, dass B, fiir » > N das 
Zeichen nicht mehr wechselt, war somit unzulissig. 

Durch die namlichen Schliisse lasst sich zeigen, dass die analoge 
Annahme fir C, auf den gleichen Widerspruch fiihren wiirde. Hier- 
durch erscheint dann zugleich auch die Méglichkeit ausgeschlossen, 
dass etwa die eine der beiden Gréssen B,, C, fiir n = oo gegen Null 
convergiren kénnte (in welchem Falle sie ja fiir » > N das Zeichen 
beliebig oft wechseln diirfte): denn alsdann miisste ja, nach dem 
gesagten, die andere fiir n = oo bestimmt endlich oder unendlich sein, 
was unmoglich ist. 

Als Resultat dieser Betrachtung ergiebt sich somit der Satz: 

Das unendliche Product Il(1+ea,i) — wo a,>0, 
eé=-+1 oder = —1 — divergirt stets mit der Reihe 
Za,, und gwar in der Weise, dass die Charakteristik un- 
bestimmt wird (gleichgiiltig ob der absolute Betrag endlich 
oder unendlich gross wird, was von der Convergenz, bezw. 
Divergenz der Reihe Za,’ abhiingt). 
Ill. Sei jetzt endlich 


P, =[>[ Q+ea+e'b,) 


wo é,é die positive oder die negative Einheit bedeuten sollen (sodass 
e =-+ «), und die wesentlich positiven, fiir v = oo verschwindenden 
Gréssen a,, b, wiederum ohne Beschrinkung der Allgemeinheit durch- 
weg <1 angenommen werden diirfen. Zerlegt man alsdann jeden 
Factor in folgender Weise: 


db 
1+ ea, + &byi = (1+ €a,) (1 wr te); 
so wird die Charakteristik dieses Ausdruckes, weil 1 + ea, > 0, nur 


von dem Theilfactor 


(+754, 4) 
1+ttia' 


abhiingen, und es wird daher auch die Charakteristik des unendlichen 
Productes P. ausschliesslich durch die Gesammtheit jener Theilfactoren 
bestimmt werden. Daraus folgt aber — nach I] — dass die Charakte- 
ristik von P.. unbestimmt werden miisste, falls das Product 


Be =P (i +33) 




















Convergenz unendlicher Producte. 139 


divergirte — d. h. die Convergenz dieses Productes ist sicherlich eine 
nothwendige Bedingung fiir diejenige von P.. Angenommen nun es 
convergire B~,.so ergiebt sich, wenn gesetzt wird: 


| a 


soften, mL + ee) 


als weitere nothwendige (und, wie man sofort sieht, dann auch hin- 
reichende) Bedingung fiir die Convergenz von P., dass auch noch Ay 
convergiren muss. Die Convergenz von Aw», Bs erfordert aber (da 


, 


wo 


. ; . R , ; 
die ¢a, unter sich und ebenso die tz unter sich gleiches Zeichen 
v 


haben, stets die Convergenz der beiden unendlichen Reihen Za,, 
b, e . . , 
a ; ia . Da aber die letztere Reihe wegen lim a, = 0 stets gleich- 


zeitig mit 2b, convergirt und divergirt, so liisst sich die obige Be- 

dingung auch ersetzen durch die Convergenz der Reihe 2(a,+ ),i) 

oder auch 2 (éa,-+ ¢b,i), sodass man den folgenden Satz erhiilt: 
Die nothwendige (und hinreichende) Bedingung fiir 


die Convergenz des Productes ] | (l+p,-+q,¢) — wo die p, 
1 
unter sich, desgl. die q, unter sich gleiches Vorzeichen be- 


siteen, besteht in der Convergenz der Reihe > ( + qt) 
1 


(ie, was auf dasselbe hinauskommt, der Reihen > Pr > «} 


1 

Da diese Reihen nicht anders als absolut und unbedingt con- 
vergiren kénnen, und in Folge dessen nach § 3 das vorliegende Pro- 
duct ebenfalls absolut und unbedingt convergiren muss, so kann man 
hinzufiigen: 

Ein Product der betrachteten Art ist, wenn tiberhaupt, 
stets absolut und unbedingt convergent. 

Aumerkung, Selbstverstiindlich lisst sich dieser Satz, auf welchem 
der Hauptschluss des folgenden Paragraphen beruht, etwas kiirzer 
beweisen, sobald man von der trigonometrischen Form der complexen 
Gréssen Gebrauch macht. Indessen wire diese Abkiirzung nur eine 
scheinbare, denn in Wahrheit wiirde hier an die Stelle der oben an- 
gestellten elementaren Betrachtung ein nicht unerhebliches Stiick von 
der Theorie der trigonometrischen und cyklometrischen Functionen 
treten. 
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§ 5. 
Die absolute Convergenz eines unendlichen Productes als nothwendige 
Bedingung fir die unbedingte Convergenz. 


v—[Jo+u) 


ein unbedingt convergentes Product. Zerlegt man dann die unbegrenzte 
Reihe der Gréssen u, in zwei derartige Reihen, deren Glieder resp. mit 
v,», w, bezeichnet werden médgen, und setzt 


Fat = Vu» [ [a+ = W.,..; 


so erheischt die wnbedingte Convergenz des gegebenen Productes, dass 
lim V,,- W,, = U 

wird, wenn , und n, wnabhdngig von einander ius Unendliche wachsen. 

Mit anderen Worten: es miissen sich dann zu jeder beliebig klein 

vorgelegten positiven Grosse 0 zwei ganze positive Zahlen N,, N, 

fixiren lassen, dergestalt dass 


\Vin, Wr, — U|<o 


n>N,, n,2=N, 
wird, In Folge dessen bestehen insbesondere auch die folgenden Un- 
gleichungen: 


Es sei 


wenn: 


|\Vy, W2 — U|<, 
|\V2 Wy, —U|<d 


und es miissen somit, da Vy,, Wy, (als endliche Producte) und U 
(nach Voraussetzung) bestimmte endliche Gréssen und von Null ver- 
schieden sind, V., W. ebenfalls bestimmte, von Null verschiedene 
Werthe besitzen, dergestalt, dass also die betreffenden unendlichen 
Producte convergiren miissen. 

Da im iibrigen auch die Convergenz eines solchen Productes, 
welches etwa durch Ausscheidung einer nur endlichen Anzahl von 
Factoren aus U, gebildet werden kann, evident ist, so lisst sich jetzt 
zur naiheren Charakterisirung der unbedingten Convergenz eines unend- 
lichen Productes folgendes aussprechen: 

Bei einem unbedingt convergenten Producte convergirt 
auch jedes beliebig herausgehobene Partialproduct.*) 


*) Es verhalten sich also in dieser Beziehung unbedingt convergirende Pro- 
ducte ganz analog, wie unbedingt convergirende Reihen. Diese Analogie wird 
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Halten wir jetzt die Annahme von der unbedingten Convergenz 


wo 


des Produetes [»f (1 +0,) fest (wo die u, beliebige complexe Grissen 
1 

bedeuten mégen), so liisst sich dasselbe im allgemeinsten Falle in vier 

Partialproducte von folgender Form zerlegen: 


vf (+a, + B04 ro] i —a,@ + 0,04), 
[a+ + dy), ak + b,) 


[Tota — b,i), I (1 —ay) — bi) 


1 1 


(wo die a,, b, wesentlich positiv sind, zum Theil auch Null sein kénnen, 
und wo einzelne dieser Producte auch von endlicher Factorenzahl sein 
oder ganz fehlen kénnen); jedes dieser Theilproducte muss dann nach 
dem eben gesagten convergiren. Hierzu ist aber nach § 4 nothwendig 
(und hinreichend), dass die Reihen 


sofort hinfiillig, sobald man auch solche Producte als convergent bezeichnet, 
welche den Grenzwerth Null haben, ohne dass ein Factor verschwindet. 

Bedient man sich niimlich dieser Terminologie, so miisste man zuvdrderst ein 
unendliches Product der Form JI(1—a,) — wo die Reihe der positiven Grissen 
2a, als divergent, lim a, = 0 vorausgesetzt wird — auch als ,,wnbedingt con- 
vergent bezeichnen: denn wie man die Factoren auch anordnet, man wird stets 
den Betrag des Productes einer hinlinglich grossen Anzahl von Factoren beliebig 
klein machen kinnen. Uebrigens wiirde dieses Product auch noch die fragliche 
Kigenschaft unbedingt convergenter Producte haben, dass jedes herausgegriffene 
Theilproduct ,,convergirt‘‘ — in diesem Falle natiirlich gegen einen endlichen 
Werth oder gegen Null. 

Sei nun aber ferner 2b, eine divergente Reihe positiver Grissen von der 
Beschaffenheit, dass 2b,? convergirt, so divergirt nach § 4, II das unendliche 
Product J1(1+-b,¢) in der Weise, dass sein absoluter Betrag unabhdngig von der 
Anordnung der Factoren endlich und bestimmt, die Charakteristik dagegen un- 
bestimmt wird. Vereinigt man daher die beiden unendlichen Producte J1(1—a,), 
T1(i1+0,%) zu einem einzigen, so wiirde dieses wnabhiingig von der Anordnung 
der Factoren den Werth Null besitzen, also wiederum als ,, unbedingt convergent “ 
zu bezeichnen sein, ohne dass hier jedes Partialproduct convergirt, da ja, wie be- 
merkt, J1(1-+-0,%) innerhalb endlicher Grenzen oscillirt, also divergirt. 

In der That, wenn: ; 

lim V,, W,, = 0 
sein soll, wenn %, ®, unabhiingig von einander ins Unendliche wachsen, so 
braucht nur eimer der beiden Grenzwerthe V,,, W,, zu verschwinden, wiihrend 
der andere iiberhaupt gar nicht bestimmt zu sein braucht, sondern innerhalb end- 
licher Grenzen oscilliren darf. 

Diese Betrachtung lehrt, dass bei der Zulassung des Werthes Null fiir ein 
convergentes Product, der wahre Charakter der wnbedingten Convergenz ganz ver- 
loren ginge. 
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> a, —>1b,) (x=1, 2,3, 4) 
1 


1 
nD 
convergiren, und da deren Convergenz diejenige von > |u| nach sich 
1 


zieht, so ergiebt sich schliesslich: 
Die nothwendige (und nach §3 auch hinreichende) 
Bedingung fiir die unbedingte Convergenz des Productes 


[. | (l-+-u,) besteht in der Convergenz der Reihe >? |u|. 
1 1 

Oder auch, da nach § 3 die Convergenz von Z|u,| die absolute 
Convergenz des gegebenen Productes zur Folge hat: 

Jedes unbedingt convergente Product muss auch absolut 
convergiren. 

Hiermit ist — in Verbindung mit dem Resultate des § 3 — die 
volistiindige Identitiit zwischen absoluter und unbedingter Convergenz 
eines unendlichen Productes erwiesen: es findet also in dieser Hinsicht 
volistindige Analogie mit den unendlichen Reihen statt. 

Zusatz. Wurde vorhin erkannt, dass die Convergenz jedes heraus- 
gegriffenen Partialproductes eine nothwendige Bedingung fiir die wn- 
bedingte Convergenz eines unendlichen Productes bildet, so zeigt die 
zuletzt angestellte Betrachtung nebenbei auch noch, dass diese Be- 
dingung sich stets auch als hinreichend erweist. 


§ 6. 


Hiilfssitze iiber gewisse endliche Producte. 


Es seien @,, @),...@m beliebige positive Gréssen, so ist: 


[fo+e) =14+ S504 s@4...4 Sm 


wenn S® die Summe aller Combinationen von a@,, @,,...@m zur x! 
Classe bezeichnet. Setzt man: 


™m 


> dy = Sm 


1 
sodass also: s,, == S, so hat man fiir x > 2 offenbar: 
Sa > xs” 


da sx jedes Glied von S” x! mal ausser anderen positiven Gliedern 
enthalt. In Folge dessen hat man: 


m 


(15) PJ ta)<1 tft sett set. - i ot. 
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Ferner ist, wenn b einen positiven echten Bruch, p eine beliebig grosse 
positive ganze Zahl bedeutet: 
Tare l thee ORT 
>1fOF Rf. $e 
b b? bP 
> +a + ar ++ +z 
Seien nun b,, b,, . . . b, lauter positive echte Briiche, so folgt zuniichst, 


wenn man Tk und cs unter Anwendung der letzten Unglei- 
chung multiplicirt und die resultirende Ungleichung noch dadurch 
verstirkt, dass man die Glieder von héherer als der p'* Dimension 
fortlisst : 

awd >1i+ Pa +b.) +3) (b, +b,P+- +50, +6,)” 
und durch Fortsetzung dieses Verfahrens: 


1 iw 
Tash iaty Pape ht +578 


Paine 
1 


wenn: 


gesetzt wird, sodass also: 


(16) [J a-» < : 


+ hatbeee ae 


(fiir jede beliebige positive ganze Zahl p). Durch Verbindung der 
Ungleichungen (15), (16) ergiebt sich nun: 


t+im+3 21 T Sint sind ! Sin 
(17) - (1+a,) (1—b,) < - . snkmerewarge 
I I 1+t, + si t+: 7 tr 
Sa-Sn<0 
1 1 
so folgt, da man ja p > m nehmen kann, dass: 


(18) FI +a) Pfam) <1. 


Da ferner: 


Ist nun Sp» <t, d. h, 


1 a, 1 b, 
? Sede OE Se 
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so ergiebt sich mit Benutzung von (18), dass: 
1 

FI e+ [To-% 

Fla+e F[a— > 


S a b 
v y v 
> ia, —> 5 =?- 
1 1 


und man erhilt somit den folgenden Satz: 





<i 


wenn: 
d. h. man hat: 


wenn: 


(1) Sind ¢,, ¢,..+¢m positive und negative Grissen von 
der Beschaffenheit, dass 1 + c, > 0 ist, so wird: 


<1, wenn: > <0, 


[0+ , 


>t, wenn: >? oe > 0.*) 
1 ¥ 


n 
Zusatz. Setzt man > Cy = S,, so ergiebt sich — wegen 
1 


> — S, = 0 — sobald 1 —s, > 0 d,h. sobald s, beliebig negativ 
1 
oder ein positiver echter Bruch ist: 


[J o+6)a—-s) < 1. 


Es gilt mithin die Beziehung: 


*) Setzt man 1-++¢,=p,, so nimmt dieser Satz die fulgende Form an: Sind 
die positiven Grissen p,, ~o,...p, nicht simmtlich = 1, so hat man stets 


n 
<1, wenn: Sp, <n, 
1 


n 
>1, wenn: am <n. 
I 


Pipe-+-P, 
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a9) PpJd+e)<>2,- falls: -0 <%= So <t. 
1 1 


(Diese Beziehung stellt eine nicht unerhebliche Erweiterung der beiden 
bekannten Specialfille dar: 


n , : 1 
IT (—@) < Taped re, [Ic FO) <a tat Fay 


wo die a, positive echte Briiche bedeuten und im zweiten Falle auch 


> ein echter Bruch sein muss). 
1 
Weiss man nur, dass s, die positive Zahl g nicht iiberschreitet, 


sodass also s, < g, so hat man sicher 


n 


ee — 9 <0 


1 


oder auch, wenn m eine beliebige, oberhalb g gelegene ganze Zahl 
bedeutet: 


Drom £ <0. 


1 


In Folge dessen ergiebt sich aber wiederum: 


EJorat-2re 


d. h. es wird: 


(19a) [ote <(Y falls: s, = SY’ g<m, 
1 1 


und insbesondere, wenn g ein iichter Bruch oder Null ist, sodass m = 1 
gesetzt werden kann: 


(19b) [[0+6)<i5 falls: S_ = : 1 <g <1. 


Um auch die zweite Ungleichung des Satzes (I) in ahnlicher Weise zu 
verwerthen, setze man: 


sodass also: 


Mathematische Annalen, XX XIII. 10 
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alsdann folgt aus: 


. Cy th ( 
2 ita tite 7° 
i 
dass : 


[-Ja+e)a+4)>1 falls: 144,>0. 


1 


Da aber 1 + ¢, = i-s, 


schliesslich : 


> 0 wird, wenn 1 + S, >0, so ergiebt sich 


(20) P[d+e)>148, falls: —1<8 => 2 <+o. 
1 1 ¥ 


Weiss man nur soviel, dass S, unter eine gewisse Zahl (— G) nicht 
hinabsinkt (wo G > 0), sodass also sicher: 


n n G 
> > M—G 
THe, +G= act — G > 0 
1 


‘ ‘+ WG 
(wo M eine ganze positive Zahl > G@ bedeuten soll), so ergiebt sich: 
n G - 
[fate)Q+ yt)" >1 
1 
d. h. so ist: 


(20a) i (Ite) > (45%) tals: > - a —_— 
1 1 ” 


und speciell, wenn G@ ein echter Bruch oder Null ist: 


n n ¢, 
(20b) Pfa+e)>1—@ falls: > itz eee 
- 1 1 





Fiir die im folgenden Paragraphen anzustellenden Convergenz- 
Untersuchungen reichen die soeben entwickelten Relationen, welche 
siimmtlich auf der Ungleichung (17) basiren, noch nicht vollstindig 
aus. Vielmehr erscheint es zweckmiissig, die obere Grenze, welche 
durch Ungleichung (17) fiir ein Product der betrachteten Art statuirt 
wird, noch in folgender Weise zu erniedrigen. 

Aus der Identitit: 


(+a)(i+-S)—1+e4+544 
folgt fiir |a| <1: 
(l+a)(i¢-*)<1+a+% 
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also: 


1fa+— 
+e. 


at 
1+ 1 


Sind jetzt a,, a.,...dm positive _ Briiche, so ergiebt sich we enes 
1+ (a; + ay) +5 = bast +3 = 5 (stay) +3 zu 


(1-+4,)(1+-a,) <——— 2 
+4 1 ata,t). + 16 a,*a,* 





x “ 
und wenn jetzt > dy = Sx, > ay? = Oy (x =2,3,-+-+m) ge- 


1 
setzt wird — a fortiori: 


(1 + a,) (1 fa,) < - AE BE, dl 

Da nun — 
(1 + se+ Ss ee ti th (1ta + a,,) 
= 2! ox p! on xl Q e+ 


1 1 
< 1+ Seti + 8! St ' + Gay eh 
und 


(1 . 1 MV+3 a2,,) 
=1+4++(6,+a3,,)+- i6 6,a2,,>14+16,,,, 


so ergiebt sich: 


s° m 


1 + mt ! Sm mt: + 9 Sin 
(21) [Ta +a). < = ae mi 
1 1 -+ = 6 im 


Man hat ferner fiir jeden pos. achten Bruch b, bei beliebigem, 
pos. ganzzahligem p: 


pap DL OF +... + be 
b? bo? b 

> (1404 Rg... 4) (144) 

und daher: ' 
(1 — by) (1 — by) » ++ (1 — 0,) 
‘ “ 
>(ite+par..-4+ tea) (14%), 

wenn b,, b,,..., pos. iichte Briiche bedeuten, und se = tp, 
> b=, gesetzt wird. Daraus ergiebt sich aber, hits 


10* 
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) [Ie mii< — : ——.- —t 
i+t,+ Fete +g o> 4, 


und in Verbindung mit Ungl. (21): 


(23) le +a) - [Io — by) 





1 + Sin om: 2! Sn +- -+- ail in i 
< rane rr’ se . 
i+,+ yet tig (i+ 4 4,) (++ 5) 


Ist nun wiederum s, <¢,, so erhailt man durch Wahl der be- 
liebig gross anzunehmenden pos. ganzen Zahl p > 2m: 


(24) IT (1+ «) Fa — by) 


“G+i6) . re i 1+ (0, +¢,) 


und man kann daher den folgenden Satz aussprechen: 
(II) Sind ¢,, ¢,... €n positive und negative dchte Briiche und 


1 














> ¢,? = 6,, so hat man stets: 
1 
_n ‘ n 
(25) w(i+e)< —— wenn: ey <0. 
Il i+ ; 6, 2 
Hieraus lisst sich wiederum noch schliessen — falls 
> <g9<m 
1 
(wo g positiv und m eine ganze Zahl) — dass: 
" m 1 
rte F< a 
1+4(c +m(2)) 2% 
also: 
(25a) [To + Cy) < g = 1 
1 (1 — ) (1 ~f- ry o,) 


und daher speciell, wenn g ein aichter Bruch ist: 


1 


(25 b) I (1+ 6) <- 


<s<!), a! 








ern 
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§ 7. 
Bedingte Convergenz reeller Producte. 


Sind La,, Yb, zwei divergente unendliche Reihen, deren Glieder 
fiir » = oo der Null zustreben, so kann man nach einem bekannten 
Riemann’schen Satze aus den Gréssen a, und den negativ genommenen 
Gréssen b, unendlich viele bedingt convergirende Reihen mit beliebig 
vorgeschriebener Summe S bilden. Mit anderen Worten: man kann 
zwei Systeme von niemals abnehmenden, positiven, gauzen Zahlen m 


m 


und m’ einander so zuordnen, dass lim {> ay — _ os} =S fiir 
1 


m= Co, mM’ = oo. 
Da unter den beztiglich der Gréssen a,, b, gemachten Voraus- 


setzungen das Product [Ia + a,) nach oo und [Ia — b,) nach 0 


divergirt, so lisst sich efluher durch ein — dem Beweise des oben 
angefiihrten Riemann’schen Satze véllig analoges Verfahren zeigen, 
dass man durch passende Einschaltung von Factoren der Form (1— b,) 
in ein Product von Factoren (1 -+ a,) ein endliches Product bilden 
kann, dessen Werth sich von einer beliebig vorgeschriebenen Zahl P 
beliebig wenig unterscheidet und zwar um so weniger, je weiter man 
den gedachten Process fortsetzt. Darnach kann man sagen, dass bei 
unbegrenzter Fortsetzung dieses Verfahrens ein aus Factoren der Form 
(1+ a,), (1 —b,) zusammengesetztes wnendliches Product entsteht, 
welches in dieser Anordnung , also ,,bedingt* gegen den Werth P con- 
vergirt. Dezeichnet man also die Folge der Gréssen a,, — b, in der 
betreffenden Anordnung mit ¢,, c,, ¢,,... und ist dann etwa: 


Fe + ¢,) -[ To + a,) [Io — b,), Fa +c) =P, 


so kann man den Inhalt des eben Gesagten auch folgermassen formu- 
liren: es lassen sich stets der unbegrenzten, Reihe bestindig ab- 
1ehmender und schliesslich gegen Null convergirender positiver Zahlen 
0,(* = 1,2,3,...) zwei Reihen niemals abnehmender, mit x tiber 
alle Grenzen wachsender, pos. ganzer Zahlen m,, m, zuordnen, der- 
gestalt dass: 


my » 


| Ec + woffa a by) te aif 


my 


dim [Te + oP To — &,) = 


also 


wird. 
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Es eutsteht nun die Frage: Entspricht hierbei einer solchen An- 
ordnung der Gréssen a,, — b,, fiir welche die nach der oben ein- 


gefiihrten Bezeichnung durch > c, dargestellte Reihe convergirt, auch 
1 


stets eine convergente Factorenanordnung Toa + c,)? Die Antwort 
1 


hierauf giebt der folgende — von Cauchy*) mit Hiilfe der logarith- 
mischen Reihe bewiesene — Satz, der an dieser Stelle mit Hiilfe der 
im vorigen Paragraphen abgeleiteten Beziehungen rein elementar sich 
ergeben wird: 


Dn 


Convergirt die Reihe > c, bedingt in der durch die In- 
1 
dices vorgeschriebenen Anordnung, so convergirt IT] (1++e,) 
1 


@ 


oder divergirt nach Null, je nachdem > convergirt 


1 
oder divergirt. 


Beweis: Es werde zunichst angenommen, dass ausser der Reihe 
2c,, auch die Reihe Xc,* — letztere eo ipso unbedingt — convergire: 


c 2 
alsdann convergirt auch die Reihe > = und folglich auch: 


byes “2° Da: 


(letztere Reihe natiirlich wieder nur bedingt). In Folge dessen lisst 
sich, wenn ¢ einen beliebig klein vorzuschreibenden, pos. iichten Bruch 
bezeichnet, eine Zahl N so bestimmen, dass fiir jede pos. ganze 


Zahl @: 
n+ 
& > <tz 


und man findet daher mit Beniitzung der Ungleichungen (19b), (20b): 


Cute __ - ffa+o)s <j=7(-7;+ 1) (n>N) 


- ‘A >t» 





nt 
<eé, (n>N) 











sodass: 


C. 
—e<—t —-1<-+-*. (n> WN) 


wird, und somit das unendliche Product C,, = I] (1+ ¢,) convergirt. 
i i 





*) Cours d’Anal, algébr. p. 563. 
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¢ 
i+c, 
gent, und es bleibt daher (in Folge der Convergenz von 2c,) nur die 
erste der eben beniitzten Ungleichungen bestehen, nimlich: 
Cn Ee 1 

G, Waa" t9< 7 (n>N), 





Sei zweitens 2c,* divergent, so wird jetzt auch > diver- ) 








woraus sich nur so viel ersehen lisst, dass das betrachtete unendliche 
Product nicht ins Unendliche wachsen kann: es kénnte dann immer 
noch convergiren, innerhalb endlicher Grenzen oscilliren oder nach 
Null divergiren. Zum Beweise, dass stets der letzte Fall eintritt, 
dient der Satz (II) des vorigen Paragraphen. 

Hat man nimlich zuniichst die Zahl N wie erforderlich bestimmt, 
so lisst sich jetzt noch eine Zahl R als untere Grenze fiir g be- 
stimmen, so dass: 


Se ee te 


Sar>4a @2m | 


n-+1 
wird, wo A in Folge der Divergenz von 2c,? beliebig gross angenommen 
werden kann. Alsdann erhilt man aber unter Anwendung der Un- 


gleichung (25b): 
; ‘Y 1 
i <G 8) (1+ A) 


und da die rechte Seite durch Wahl von A d. h. schliesslich durch 


Wahl von @ beliebig klein wird, so folgt dass |] (1+ ¢,) nach Null 
divergirt. — ; 

Zusatz I. Die Divergeng des betrachteten Productes nach Null 
bleibt auch bestehen, wenn Zc,? divergirt und Yc, so oscillirt, dass die 
obere Unbestimmtheitsgrenze einen endlichen Werth hat (NB. die untere 
darf dagegen beliebig, auch negativ unendlich sein). Da man nimlich 
in diesem Faile fiir jedes endliche oder unendliche n setzen kann 


>os9 (92), 


1 


so ergiebt sich nach Ungl. (25a): 


ETc +0) < (2742) (« - > “'), 


1 


wo m eine beliebige, pos. ganze Zahl > g bedeutet: die rechte Seite 
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dieser Ungleichung wird beliebig klein, wenn 6, durch Wahl von n 
gross genug gemacht wird, mithin hat man wiederum: 


[]o+0=. 


Wenn andererseits Xc,? convergirt uud Yc, wieder so oscillirt, dass 
fiir jedes n 


Dros 


1 
gesetzt werden kann, so lehrt die eben bLeniitzte Ungleichung (25a) im 
wesentlichen nichts anderes, als die einfachere Ungleichung (19a): 


I] (l+e¢) < (7— ° y” (wo m eine pos. ganze Zahl > g) 


nimlich, dass fiir dieses Product eine endliche obere Grenze existirt, 
wiihrend die wntere Grenze offenbar auch Null sein kann. 


Besitzt jedoch > auch eine endliche untere Grenze, und be- 


1 
achtet man, dass dann auch: 


Pits -Do- DiFe>-¢ ao 
1 . 1 1 : 


gesetzt werden kann, so folgt aus Ungl. (20a), dass 


To +c) > (“a q (wo M eine pos. ganze Zahl > G) 
1 


d. h. das Product besitzt in diesem Falle eine von Null verschiedene 
untere Grenze. 

Zusatz Il. Auch wenn die Reihe 2c, divergirt, lassen sich ge- 
wisse Criterien beziiglich des Verhaltens von TI(1 + ¢,) angeben 
(natiirlich immer unter der Voraussetzung dass lim ¢, =). Divergirt 
nimlich die Reihe Xc, nach — co, so kann man eine pos. ganze Zahl 
N so bestimmen, dass fiir ein beliebig gross gegebenes positives A: 


= Da <— A (n > N) 
1 
wird. Alsdann ergiebt sich aber nach Ungl. (19), dass: 


[Jo +4) <q; < ie7 (n> N) 


durch Wahl von A bezw. von m beliebig klein gemacht werden kann, 


Das unendliche Product [ote divergirt also in diesem Fall nach Null. 
~s 
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o 


Ist dagegen > ¢, = -+ %, so betrachte man zuniichst 
1 Cy 
eae =f: = ye) 


Da hier das rechts stehende Product fiir n —-% nach dem eben 
Gesagten gegen Null divergiren wird, sobald 


S(-a45 )-- ae 


so folgt, dass ll (1 + ¢,) nach Unendlich divergirt, sobald ausser 
1 


Dn 

der Reihe >) ey auch noch die Reihe >: eS nach + oo divergirt. 

y 
1 i 

Hierzu ist vermége der Beziehung: 


i" -d« 3 i 


hinreichend (aber nicht nothwendig), dass die Reihe a 
schliesslich die Reihe 2ec,* convergirt. 
Ist hingegen Xc,?, also auch > 


, also 


c,* 
1+¢, 


c,? ’ 
” — divergent (und zwar dann 
1+¢, 


stets = + oo), so kann die Reihe >’ eg , Wie die obige Zerlegung 
v 


lehrt, zwar ebenfalls noch nach + co divergiren, sie kann aber auch 
convergiren, oscilliren und sogar nach — oo divergiren. Hierbei wird 
nun — im Falle der Convergenz und der Oscillation mit endlicher wnterer 
Unbestimmtheitsgrenze — das betrachtete Product wieder nach + oo 
divergiren (der erste Theil dieser Behauptung folgt aus dem Hauptsatze 
dieses Paragraphen, der zweite aus Zusatz I, wenn man nur beachtet, 
dass die en in Betracht kommende obere esta ntitinit ac vee 


von > (— nF identisch mit der wnteren von >) : t< ist), Wenn 


jedoch +", die untere Unbestimmtheitsgrenze -- co besitzt oder 


auch nach — co divergirt, so lisst sich tiber den Werth von TT(1-+-¢,) 
allgemein nichts bestimmtes aussagen: das Product kann dann noch 
jeden. Werth, einschliesslich von 0 und co, annehmen, bezw. innerhalb 
der Grenzen 0 und oo oscilliren, 
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Es erscheint vielleicht nicht iiberfliissig, an einem Beispiele zu 
zeigen, dass, unter der Voraussetzung 2c, = + oo, die Reihe >’ : a 


wirklich auch convergiren oder nach — oo divergiren kann, und dass 
insbesondere in diesem letzten Falle der Werth des fraglichen Pro- 
ductes TT(1-++c,) wiederum noch oo, endlich oder 0 sein kann. 


Ich setze 
1 1 
Cy-1 = >= — , by = —- ——-— z>0 
v—1 V> aa ? 2¥ ie +2 ( ) 
und wahle, um im Falle eines ganzzahligen x den Werth v = 2? (fiir 
welchen ¢:,_,; = co werden wiirde) von vornherein auszuschliessen, als 


niedrigsten Summationsindex eine Zahl m > a. Alsdann hat man: 


= > 1 1 -> 2a 
GC = ) —e—- —— Y = >= co 
2 P - Vv —«2 no fi ae + 
e ie m 


und ferner: 


a r+; “Soa re ae ae 


Diese letztere Reihe divergirt nun, wie die Reihe Xc, nach + oo, so- 
bald « > 1; sie convergirt hingegen (nach Null) fiir «= 1, und sie 
divergirt nach — oo fiir «<1. In den beiden ersten Fallen wird also ; 
das correspondirende unendliche Product 


= 1 1 
=f] s(1 1!) 
- E-T\( +7-;)( exe) 
nach + oo divergiren, und man hat somit zuniichst: 
P=o fir z>1. 
Um nun auch den Werth dieses Productes fiir den dritten Fall (a <1, 








Ss’ “a co) zu bestimmen, bringe man dasselbe auf die Form: 
aed 1+ ty | 
- vy — 2 i 224 - i 
Pah 5 — H+ 2) 
und man erkeunt sofort, dass gerade wie friiher: ~ 


P=oco fir «<> 3 
wird, dass dagegen: 

P=1 fir c=} 
(d. h. das Product convergirt in diesem Falle, obschon die entsprechende 
Reihe divergirt) und schliesslich : 


P=0 fir x<4 


sich ergiebt. — 
Berlin, im April 1888. a 








Zur Weierstrass’-Cantor’schen Theorie der I[rrationalzahlen. *) 


Von 


Eseru. Inticens in Beckum. 


Das Bestreben, die Irrationalzahlen in streng logischer und zugleich 
rein arithmetischer Weise zu erkliiren, hat in neuerer Zeit zu ver- 
schiedenen Definitionsformen gefiihrt, von denen neben der Dedekind’ - 
schen die des Herrn Weierstrass und des Herrn Cantor bei Weitem 
den gréssten Anklang gefunden haben. Trotz des Ansehens aber, 
dessen sich die Theorien der beiden letztgenannten Autoren erfreuen, 
diirfte sich dennoch in beide Theorien ein eigenartiger Fehler ein- 
geschlichen haben. Um diese Behauptung rechtfertigen zu kénnen, 
erscheint es angebracht, die Grundziige beider Erklirungsweisen kurz 
voranzuschicken, indem bemerkt wird, dass eine weitere Entwickelung 
u. A. in den Mathem. Annalen Band 5, 8S. 123, Crelle- Borchardt's 
Journal Band 74, 8. 172, Cantor, Mannigfaltigkeitslehre 8. 21 (Leipzig 
1883) und Stolz, Allgem. Arithmetik 8. 72 (Leipzig 1885) enthalten ist. 

Bezeichnet nach Herrn Weierstrass J,,a die Summe von » positiven, 
rationalen Zahlen a,, a), a@,,... der Art, dass, wie gross auch 
gewahlt wird, a immer unterhalb einer angebbaren Zahl bleibt, so 
bieten sich bei Vergleichung zweier solcher Summen 2,a@ und 2, a! 


drei Fille: es ist bei hinreichend grossem m jedes - entweder erstens 


in 2,a und 2, a' stets gleich oft, oder zweitens in 2,a@ stets fter 
als in 2, a', oder drittens in 5,a' stets ofter, als in 2,a@ enthalten. 
Es werden nun den Reihen a,, a,, a, ... und a,', a,', a,',... als 


*) Indem wir den nachstehenden Aufsatz zur Veréffentlichung bringen, 
wiinschen wir dazu beizutragen, dass die wichtige Frage der Irrationalzahlen 
unter mdglichst vielseitigen Gesichtspunkten zur wissenschaftlichen Discussion 
gelangt; wir itibernehmen damit aber keine Verantwortung fiir den besonderen 
Inhalt des betr. Aufsatzes. Herr G. Cantor hat uns in Aussicht gestellt, dem- 
nichst in unseren Annalen eine Entgegnung auf die Darstellung des Hrn. Illigens 
folgen lassen zu wollen. 


D. Red. 
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neu einzufiihrende, durch diese Reihen zu definirende Zahlen die 
Zeichen b und b' zugeordnet, und b im ersten Falle gleich b', im 
zweiten grdsser als b', im dritten Kleiner als b' genannt. Weiterhin 
werden die den Reihen a, + a,', a, + a,'... resp. @,-@,', ay-a,',... 
resp. a@,':a,', @,:a,'... zuzuordnenden neuen Zahlen die Summe 
resp. die Differenz resp. das Product, resp., falls b' nicht 0, der 
Quotient von b und b' genannt. Wird noch festgesetzt, dass der 
Reihe a,, @,, @,,..., falls sie einen rationalen Grenzwerth habe, dieser 
Grenzwerth selbst zuzuordnen sei, so gelten die neuen Zahlen fiir ein- 
gefiihrt, da sowohl die Beziehungen des Grésser-, Gleich- und Kleiner- 
seins untereinander und zu den rationalen Zahlen, als auch die Rech- 
nungsoperationen fiir sie definirt seien. 

Skizziren wir nunmehr auch die Cantor’sche Erklirungsart. Nach 
derselben wird einer, kurz durch das Zeichen (a,) bezeichneten sog. 
Fundamentalreihe oder Zahlreihe a,, a,, a,, ... von der Beschaffenheit, 
dass die einzelnen Glieder rationale Zahlen sind, und dass lim (@n44$— Gn) 


fiir jeden Werth von w gleich Null ist, als neu einzufiihrende Zahl das 
Zeichen 6 zugeordnet. Sind nun (a,) und (a,') zwei Zahlreihen, 6 
und 6' die ihnen zugeordneten Zahlen, so wird b gleich b' genannt, 
wenn lim (4, —a,') gleich 0 ist, grésser als b', wenn von einem 


gewissen ” an a,—4,' stets grosser ist, als ein positives, rationales ¢, 
und endlich kleiner als b', wenn a, — a,' von einem gewissen ” an 
stets kleiner bleibt, als ein negatives, rationales — «. Zur Ermég- 
lichung der Rechnungsoperationen werden ganz dieselben Definitionen 
wie bei der Weierstrass’schen Theorie aufgestellt. Um eine Beziehung der 
neuen Zahlen zu den rationalen zu haben, wird die Festsetzung getroffen, 
dass der Zahlreihe a, a, a... die rationale Zahl a@ selbst zugeordnet 
sei. Nun kann gefolgert werden, dass b minus a, bei wachsendem » 
kleiner wird, als jede denkbar rationale Zahl; diese Schlussfolgerung 
driickt Herr Cantor dadurch aus, dass er sagt, b ist der Grenzwerth 
von d,. Diese Theorie ist spiiter von Herrn Cantor etwas umgestaltet 
(Mannigfaltigkeitslehre S. 23); doch betrifft diese Aenderung den 
leitenden Gedanken nicht, und kommt fiir unseren Zweck nicht in 
Betracht. 

Die Aehnlichkeit der beiden kurz dargelegten Theorien trotz ihrer 
Verschiedenheit und Selbstiindigkeit in den Einzelheiten der Ausfiithrung 
ist leicht zu erkennen; insbesondere ist der Grundgedanke bei beiden 
derselbe, weshalb sie im Nachfolgenden zumeist als eine einzige Theorie 
behandelt sind. MHinsichtlich dieses Grundgedankens bemerkt Herr 
Cantor treffend: ,,es muss als wesentlich hervorgehoben werden, dass 
(bei der Weierstrass’schen Definitionsform) nur die Summation einer 
stets endlichen Anzahl von rationalen Elementen zur Anwendung kommt 
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und nicht etwa von vornherein die zu definirende Zahl b als die Summe 
2,a der unendlichen Reihe (a,) gesetzt wird; es wiirde hierin ein 
logischer Fehler liegen, weil vielmehr die Definition der Summe 2,a 
erst durch Gleichsetzung mit der nothwendig vorher schon definirten, 
fertigen Zahl 6 gewonnen wird. Ich glaube, dass dieser erst von 
Herrn Weierstrass vermiedene logische Fehler in friiheren Zeiten fast 
allgemein begangen und aus dem Grunde nicht bemerkt worden ist, 
weil er zu den seltenen Fillen gehért, in welchen wirkliche Fehler 
keinen bedeutenderen Schaden im Calciil anrichten kénnen‘‘ (Mannig- 
faltigkeitslehre S. 22) und weiter: ,,es wird nicht etwa die Zahl b 
definirt als Grenze der Glieder a, einer Fundamentalreihe (a,), denn 
dieses wiirde ein ihnlicher logischer Fehler sein, wie der bei Besprechung 
der ersten (Weierstrass’schen) Definitionsform hervorgehobene und zwar 
aus dem Grunde, weil alsdann die Existenz der Grenze lim a, prisumirt 


wiirde; vielmehr verhilt sich die Sache umgekehrt so, dass durch unsere 
vorangegangenen Definitionen der Begriff 6 mit solchen Eigenschaften 
und Beziehungen zu den rationalen Zahlen bedacht worden ist, dass 
daraus mit logischer Evidenz der Schluss gezogen werden kann: lim a, 
existirt und ist gleich b“ (a. a. O,S. 24). Ist aber ein solcher Nach- 
weis der ,,Existenz‘‘ der Grenze geliefert, oder auch nur méglich? 
Oder aber, um gleich unsern Haupteinwand zu bezeichnen, driicken 
die durch die Weierstrass’-Cantor’sche Theorie eingefiihrten neuen 
»Zahlen in irgend einer Weise eine Vielheit oder Quantitiit aus? Sind 
sie vielmehr nicht blosse Zeichen fiir das Gegebensein einer Zahlreihe, 
so dass Quantitiitsbezeichnungen auf sie anzuwenden gar keinen Sinn 
hat? Dass diese Fragen zu verneinen, mége das Folgende ergeben. 
Wenn der Zahlreihe (a,) als neue, durch diese Zahlreihe zu defi- 
nirende Zahl das Zeichen b zugeordnet wird, so ist, wenigsteus vor 
Aufstellung weiterer Definitionen, b ein vollstindig qualititsloses Ding 
ganz unbekannter Gattung; was b an sich ist, kommt tiberhaupt nicht 
in Betracht; b wird eben lediglich als Zeichen dafiir genommen, dass 
durch irgend ein Gesetz die Zahlreihe (a,) gegeben sei. Dass nun der 
Begriff von 6 mit dem einer rationalen Zah] auch nicht das Mindeste 
gemein hat, sondern ganz verschiedener Natur ist, unterliegt wohl 
keinem Zweifel; ist doch b seinem Begriffe nach nichts Anderes, als 
ein blosses Zeichen fiir das Gegebensein einer Zahlreihe; die rationalen 
Zahlen aber, auch die gebrochenen, bezeichnen eine Vielheit oder, 
vielleicht richtiger, eine Quantitit von Dingen. Die rationalen Zahlen 
bilden daher nicht einen Specialfall der neuen Dinge b, b’ u.s. w. 
Wird nun aber hierin durch die weitere Entwicklung der Theorie 
etwas geaindert, wenn von zwei Zahlreihenzeichen b und b’ nach einem 
gewissen Gesetze das eine ,grisser“ oder ,kleiner“ als das andere 
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genannt wird? Es mag dahin gestellt bleiben, ob es nicht zu ver- 
meiden ist, Bezeichnungen, welche nach ihrem durch den Sprach- 
gebrauch fixirten Sinne in eigentlicher Redeweise nur fiir Quantitiiten 
dienen, also z. B. grésser, kleiner, auch auf solche Dinge anzuwenden, 
welche, wie es ja bei den Zahlreihezeichen der Fall, keine Quantitét 
ausdriicken. Gewiss aber ist, dass die Zahlreihezeichen bloss dadurch, 
dass sie je nach Umstiinden ,grisser“ etc. genannt werden, keine 
Quantitiitsbezeichnungen werden kénnen. Es ist eben der totale, im 
Vorhergehenden schon durch die verschiedene Schreibweise angedeutete 
Unterschied zwischen den fiir Quantititen gebrauchten Begriffen ,,grésser, 
kleiner‘ einerseits und den fiir die Zahlreihezeichen angewandten gleich- 
lautenden Benennungen ,,grisser, kleiner“ andererseits ins Auge zu 
fassen. Ist eine rationale Vielheit resp. die sie bezeichnende Zahl m 
grésser, als eine andere rationale , so verbleibt nach der, je 1 zu 1 
erfolgenden, Zuordnung der in » enthaltenen Einheiten (ev. Bruchein- 
heiten) zu den in m enthaltenen gleichbenannten EKinheiten von letzteren 
ein Ueberschuss; von einem Ueberschusse des Zahlreihezeichens b aber 
iiber das ,,kleinere“ Zeichen b’ lasst sich natiirlich gar nicht reden, 
in dem Zahlreihezeichen sind gar keine Einheiten vorhanden. Nun 
mag es allerdings bei Erweiterung des Zahlbegriffes nicht gefordert 
werden kénnen, dass die fiir rationale Vielheiten geltenden Begriffe 
des Grésserseins unveriindert fiir das erweiterte Zahlsystem Geltung 
haben, mit anderen Worten, es mag vielleicht néthig sein, den fiir 
rationale Vielheiten definirten Begriff des Grésserseins behufs An- 
wendung auf einen allgemeinen Zahlbegriff gleichfalls zu erweitern; 
sollen aber die rationalen Vielheiten resp. die sie bezeichnenden Zahlen 
Specialfille der allgemeinen Zahlen sein, so muss der fiir die all- 
gemeinen Zahlen geltende Begriff des Grésserseins auch auf die ratio- 
nalen Vielheiten Anwendung finden kénnen. 

In gleicher Weise ist die Summe zweier rationalen Vielheiten ganz 
anderer Gattung, als die ,,Swmme zweier Zeichen b und 6', die nichts 
Anderes ist, als das zur Zahlreihe a, + a,', a,+ a,'--+ gehdrige 
Zeichen. 

Auf dem Standpunkte nun, den die kritisirte Theorie uns nach 
Aufstellung der Definitionen iiber das Grésser-, Kleiner-, Gleichsein, 
sowie die Swmme, Differenz u.s. w. der neuen Zahlen einnehmen 
lisst, haben wir einerseits die rationalen Vielheiten, anderseits die 
Zeichen b, b' u. s. w., welche lediglich das Gegebensein einer 
Zahlreihe, aber in keiner Weise eine Vielheit von Dingen bezeichnen; 
zwischen beiden Seiten besteht gar keine Verwandischaft. Wird nun, 
um eine Beziehung zwischen den rationalen Zahlen und den Zahlreihe- 
zeichen herzustellen, die Festsetzung getroffen, dass der Zahlreihe 


a, @, a,... oder nach Herrn Weierstrass der Zahlreihe a, a, a; ..- ., 
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welche den rationalen Grenzwerth a hat, die rationale Zahl a selbst 
als Zahlreihezeichen zugeordnet werde, so gewinnt es den Anschein, 
als ob es gelungen sei, hierdurch die rationalen Zahlen zu einer 
speciellen Art der bloss als Zahlreihezeichen definirten neuen ,,Zahlen“ 
zu machen. Jedoch mit Nichten, Denn da die neuen Zahlen b, b' 
u.s.w. nur Zeichen fiir das Gegebensein einer Zahlreihe resp. des 
Gesetzes derselben sind, so kann darauf gar Nichts ankommen, was 
diese Dinge an sich sind; da b bloss in seiner Eigenschaft als Zeichen 
in Betracht kommt, so kann ich unter b jedes beliebige Ding, jedes 
Wort u. s. w. verstehen, wofern ich es nur als ein Zeichen der Zahl- 
reihe ansehe. Wenn daher als Zeichen der Zahlreihe a,a,a... die 
rationale Zahl a selbst gewihlt werden soll — beiliufig bemerkt hiitte 


man mit ebendemselben Rechte “ oder + oder a? als Zeichen bestim- 


men kénnen — so gehdrt freilich a, insofern es als Zahlreihezeichen 
dient, zu den neuen ,,Zahlen‘; sofern aber a eine Vielheit von Dingen 
bezeichnet, gehért es einer ganz anderen Gattung an. 

Sind demnach die rationalen Zahlen und die Zahlreihezeichen ganz 
anseinanderfallenden Gattungen angehérig, so zwar, dass fiir ihre Be- 
ziehungen untereinander nur gleichlautende Benennungen eingefiihrt 
sind, so kommt in Frage, ob das Verhiiltniss ein Anderes wird, wenn 
gezeigt wird, dass b minus a, mit wachsendem n dem absoluten Betrage 
nach kleiner wird, als jede denkbare rationale Zahl @ und diese Schluss- 
folgerung mit den Worten ausgedriickt wird, dass 0 fiir ein wachsen- 
des n der Grenewerth von a sei. . 

Die verneinende Antwort ergiebt sich schon aus dem Vorhergesagten. 
Da die gleichklingenden Benennungen: grosser, kleiner, Summe u. s. w. 
fiir die rationalen Vielheiten und fiir die Zahlreihezeichen in giinzlich 
verschiedener Bedeutung gebraucht werden, so hat in gleicher Weise 
das Wort Grenzwerth bei rationalen Vielheiten einen ganz anderen 
Sinn, als bei Zahlreihezeichen. Die Schlussfolgerung, dass b der 
Grenzwerth von a,, bedeutet bei der Cantor’schen Entwickelung nur, 
dass fiir ein wachsendes , b minus a, kleiner als g, d. h. dass das der 
Zahlreihe @ — dn, @, — Gn, G, — Gy,... zugeordnete Zeichen Kleiner 
sei, als g d. h. dass a, —a, bei hinreichender Grosse von v und » 
kleiner sei, als 9; weiter reicht die besagte Schlussfolgerung nicht; 
keineswegs aber ergiebt sie, dass b der Grenzwerth von a, ist, falls 
das Wort Grenzwerth in einem auch fiir rationale Vielheiten anwend- 
baren Sinne gebraucht wird. Es ist auch von vornherein unerfindlich, 
wie ein blosses Zahlreihezeichen, also ein Ding, welches in keiner 
Weise eine Vielheit, eine Quantitit bezeichnet, eine Grenze von ratio- 
nalen Vielheiten sein kénnte; unter ,,Grenze“ fiir Vielheiten oder, sagen 
wir Quantiliten, kann doch nur wieder eine Quantitiit verstandeu werden. 





| 
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Aus dem Gesagten also diirfte sich ergeben, dass es der erdrterten 
Theorie nicht gelungen ist, einen allgemeinern Zahlbegriff zu begriin- 
den und solche Zahlen einzufiihren, welche eine Vielheit oder Quantitit 
bezeichnen, deren Ausdruck durch eine rationale Zahl nicht méglich 
ist; die aufgestellten Zahlreihezeichen vermégen trotz aller Benennungen, 
die ihnen durch verschiedene Definitionen zugelegt werden, keine 
Quantitiitsbegriffe zu werden. Dass aber die irrationalen Zahlen eine 
Quantitit bezeichnen miissen, zeigt — wofern iiberhaupt ein Nachweis 
hierfiir nothwendig erscheint — schon die Gleichung 7? = 3, welche 
durch die irrationale Zahl //3 befriedigt wird. Da niimlich die rechte 
Seite der Ausdruck fiir eine Vielheit ist, so muss auch durch die linke 
eine Vielheit ausgedriickt werden; eine Vielheit (Quantitit) kann aber 
doch nur durch die Verkniipfungen von Vielheiten, nicht von anderen 
Dingen sich ergeben. Wiirde //3 bloss als Zahlreihezeichen (fiir die 
Reihe 1.4, 1.41, 1.414, ...) gefasst, so hiitten wir auf der linken 
Seite der Gleichung nur ein Zeichen fiir die Zahlreihe 1 . 4’, 1. 41°, 
1.414?.... Ein solehes Zeichen aber, als welches jedes beliebige 
Ding gewahlt werden kann, der durch die Zahl 3 bezeichneten Viel- 
heit gleichzusetzen, kann woh] Niemandem in den Sinn kommen. 

Ferner, was soll man denn, wenn die irrationalen Zahlen nur 
Zeichen fiir Zahlreihen sind, unter benannten Zahlen verstehen? Hat 
‘es einen Sinn, einem solchen Zeichen eine Benennung zuzulegen? Was 
wiirde z. B. eine Linie von j//2 Metern sein? Man antwortet vielleicht, 
eine Linie, welche die Grenze der Linien von 1.4, 1.41, 1.414 
Met. u. s. w. ist. Ganz richtig; es schliesst aber diese Antwort die 
Voraussetzung ein, dass j//2 eine Quantitiit bedeutet, welche die Grenze 
von 1.4. 1.41 u. s. w ist; nach der erdrterten Theorie aber kann 
Y2 nicht zu einer Quantititsbezeichnung erhoben, mithin die ange- 
gebene Antwort nicht ertheilt werden. 


Beckum, im Marz 1888. 























Zur Theorie der Riemann’schen Functionen zweiter Ordnung 
mit vier Verzweigungspunkten. 


Von 


Karu Heun in Miinchen. 


Die Gauss’sche hypergeometrische Reihe ist in mehrfacher Rich- 
tung verallgemeinert worden. Man hat entweder die Zahl der Para- 
meter vermehrt und ist so auf Functionen gekommen, welche linearen 
Differentialgleichungen der dritten oder héheren Ordnung geniigen, 
oder man hat, wie Heine, Exponentialgréssen an Stelle der urspriing- 
lichen Elemente eingefiihrt, wodurch Functionen definirt werden, die 
lineare Differenzengleichungen zweiter Orduung befriedigen. Endlich 
hat man mehrere unabhiingige Veriinderliche statt des vierten Elementes 
eingefiihrt und zugleich die Zahl der Parameter erhéht, wie dies von 
Herrn Appell geschehen ist. Die so eutstehenden Functionen geniigen 
linearen partiellen Differentialgléichungen zweiter Orduung Ich habe 
im Folgenden Riemann’sche Functionen mit vier Verzweigungspunkten 
eingehender untersucht, welche in die Gauss’schen hypergeometrischen 
Functionen degeneriren, wenn zwei Verzweigungspunkte zusammen- 
fallen und zugleich ein gewisser Parameter einen besonderen Werth 
erhilt, Da die sogenannten Lamé’schen Functionen und verschiedene 
andere in der mathematischen Physik vorkommende Reihen specielle 
Fille der hier bebandelten Functionen sind, so habe ich, in Riicksicht 
auf solche Anwendungen, eine bestimmte Reihe F(a, q; «, B, y, 0; 2), 
welche fiir a= 1 und qg=1 in die Gauss’sche Reihe I’(a, 8, y, x) 
degenerirt, als Grundform angenommen. Durch diese Reihe und ihre 
erste Ableitung lassen sich alle Riemann’schen Functionen zweiter 
Ordnung mit vier Verzweigungspunkten linear mit rationalen Coef- 
ficienten ausdriicken. Gleichungen, welche den Gauss’schen relationes 
inter functiones contiguas entsprechen, existiren fiir die Function 
F(a, q; «, B, y, 9; x), so lange die Parameter allgemein bleiben, nicht, 

Die Fortsetzung der vorliegenden Arbeit wird die Beziehungen 
eingehend entwickeln, welche zwischen der Gruppe und den zugehérigen 
Differentialgleichungen bestehen. 


Mathematische Annalen. XXXIII, 11 
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1. 


Einfihrung der Riemann’schen Functionen zweiter Ordnung mit vier 
Verzweigungspunkten. — Normalgleichung. 


Die drei endlichen Verzweigungspunkte einer mehrwerthigen Func- 
tion y der unabhiingigen Veriinderlichen x seien &,, &, &. Es werde 
ferner angenommen der unendlich ferne Punkt &, sei gleichfalls eine 
Verzweigungsstelle. Zu dem Punkte & (¢—=1, 2, 3, 4) sollen zwei, linear 
unabhiingige Fundamentalzweige y:;, ye; gehéren, Nach einem voll- 
stiindigen positiven Umlauf der unabhingigen Veriinderlichen um den 


Punkt & gehe y;, in yi. und ga, in ys, (. 24) iiber. Soll nun die 
Function y als eine zweifach linear verkniipfte charakterisirt sein, 
dann ist 

(1) Yie — bi? Yie + bY) ya. und You — by? Yu + DY? Yo. 

wo die Coefficienten b gewisse constante Werthe haben. Da zwischen 


je drei Zweigen eine dreigliedrige homogene lineare Relation mit con- 
stanten Coefficienten bestehen soll, so ist auch 


(2) Yri = OL? Yue + BEE yor umd yor = BY} yr + OY yore 
Sind nun w;"), wi (¢—=1,2,3,4) die Wurzelo der quadratischen 
Gleichungen 


ny 


| pi? (2) 
li — Wiy li 
3 = () 
(3) pi p2) . . 
F ” 28» O25 — W; { 
ann 1s 
i i 
Yi = WM) - Hi, und Yo; = w yw, 
wenn 
wi) S$ w;). | 


Die Zweige y;; und yo; lassen sich also darstellen in der Form 


yi = (c—&)"- Pi(@—é& und yx = («@— ,) - $.(~@ — &), 


wo { 
Ay ; Axi : 








= ——— log w®) = log w). 
“it - CO” es/—1 ~ 


fir «= &; einen von Null verschiedenen Werth haben. Aus dieser 
Darstellung folgt, dass die Function y der linearen Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung 


(6)  (@—&)*(@—£,)"(@—&)*- F,[h)- £4 
+(a—£,)(«—&,)(a—&)-F, [h+2]- $2 + Fy[h+-4]-y=0 T 


3, (a—&,) un d¥s,(a—&;) sind Potenzreihen des Elementes x — &;, die 
| 
| 
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i=4 
geniigt, wo zur Abkiirzung h = 2 —> (Ax: + 4g:) gesetzt ist und wo 
i=1 
F,, F,, F, ganze rationale Functionen von x bedeuten, deren Grade 
in den  beigefiigten Klammern angegeben sind. Fiir den beson- 
deren Fall h = 0 nimmt die Gleichung (5) die bestimmte Fuchs’ sche 
Form an: 


(6) via)? 4% 4 y(a) [2] - 4% 4 FA] -y =0, 
wo 
W(x) = (w— &) (w—&,) (w—&) 
und ne 
> (du + x) =2 
ist. ei 


Da sich nun im Allgemeinen eine Function y, fiir welche h > 0 
ist, durch eine andere und deren Derivirte rational ausdriicken lisst*), 
fiir welche h =0 ist, so geniigt es die durch die Gleichung (6) definirten 
Functionen zu betrachten. Insoweit eine solche Function durch die 
Gréssen 4,;, 42; determinirt ist, bezeichnen wir dieselbe durch das 
Symbol 
& && §& & 
Aiss Aros uss Ang 
An» ayo, dng, Any 


x 





Alsdann ist 


& f& & & 
Aity Aros Ais> Arg 


8 


= (28)! (7 —§,)4(a— 5) 





hoy Ayo) dos y hog 


(7) 
"4 @ 


x 
3 
| AAs Ayg—Ajoy Aog—Ats, dag b> dis 
(i) 








Hieraus schliesst man, dass eine Function y, welche der Differential- 
gleichung (6) geniigt, stets auf eine andere zuriickgefiihrt werden 
kann, welche durch vier von einander unabhiingige Verzweigungs- 
indices bestimmt ist. 





*) Man vergl. meine Abhandlung ,,Zur Theorie der mehrwerthigen, nehr- 
fach linear verkniipften Functionen“ in den Act. Mathem, t. XI, pag. 105. 
11* 
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Die ,,determinirenden“ Gleichungen fiir die Differentialgleichung 
(6) sind bekanntlich 





@) AA) W EP + AWE) FG) + HE) = 
é—_1,2,3 

und 

(b) A(A+1)—A- [? a, [ “ele L- 0. i 


Aus Gleichung (a) folgt 
F, (&) = ¥'(&)(1—Ari— Ags] und P,(&:) = W' (i)? - Ani Asi 
Ebenso erhilt man auch Gleichung (b) 


ne F(a 
i) =1+44,+4, und [ | = Ay dy. 
a—€, _— 
Es ist also 


(8) F(x) = (L—4, — 4.4) (@—8,) (@—§) + (1—4,.—Ayo) (w—§,)(a—) 
+ (1L—Ay3 —Ays3)(47—&,) (@—&,). 

Die Function F,(x) ist durch die vorstehenden Bedingungen noch 

nicht vollstiindig determinirt. Es sei nun q ein beliebiger Parameter, 

dann geniigt die Function 


Fy (a) = — [Ay (@—) (@—E 3) + Aya (@ — §) (a4 —&3) 
+ Ay; (@ — &)(w@—&,)|* 
+ 4,,(%—§,)? (a — &5)? + 4,.(% — &,)?(a@—&)? 
+ 4,;(%—§,)?(w— &) 
(9) — [Ay (@— &)(@— Ss) + Ayo (w@—§,) (w—§3) 
+ 4,3(2—&,) (w—&,)] - F(a) 


3 3 ° 
+ E +a j E +4 y (x) (w@—q) 
ti) ( 
wie man ohne Weiteres erkennt, allen geforderten Bedingungen und 
ist erst dann eindeutig bestimmt, wenn man der Groésse q einen vor- 
gegebenen Werth beilegt. In Wirklichkeit kann man iiber die Grosse g 
nicht beliebig verfiigen, wenn, wie hier, als primitives Definitionsmittel > 
der Function y gewisse erzeugende Substitutionen gegeben sind. Ist 
jedoch y schlechthin als Integral der Differentialgleichung (6) definirt, 
dann ist q in der That ein willkiirliches Datum. Legt man, unter diesein 
Gesichtspunkte der Grésse q nach einander verschiedene Werthe bei, 
wihrend die iibrigen Bestimmungselemente unveriindert bleiben, dann 
iindert y im Allgemeinen seinen functionentheoretischen Charakter 
(man denke etwa an die sogenannten Lamé’schen Functionen). Aus 
diesem Grunde nenne ich die Grésse g den charakteristischen Para- 


meter von y. 
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Die Gleichung (7) veranlasst uns in den Ausdriicken fiir F,(2) 
und Fy (#%) Ay, = 4,. = 4,, = 0 zu setzen. Dann nimmt die Glei- 
chung (6) die einfachere Form an 


(10) (w)-F% + y(a)- 4 + ay dy (@—q) -y = 0, 

wo , 

(11) x (@) = (L—Ay,)(@—&,) (w —E5) + (1 — Age) (4@—8,) (@— 3) 
+ (1—4Aygg) (a — &,) (aw — 2) 


zu setzen ist. 
Macht man noch die Annahmen 


Ayy =a, Ay = B, Ay = 1L—y, Ay = 1-9 
&,—0, & = 1, & =a, 


dann erhilt man die Differentialgleichung fiir die Function y in der 
Normalform 


(12) @(@—1)(@—a). 4+ [e+ B41) {a Bayt (a—l)o-+1} 2 
+ay]- $Y +a B(e—q)-y=0. 


Fiir a = 1 und g = 1 wird diese Gleichung durch 2 — 1 theilbar und 
degenerivt in die Differentialgleichung der Gauss’schen hypergeo- 
metrischen Function F(a, B, y, x). Fir a=0, q=0 dagegen wird 
sie durch # theilbar und man erhiilt die Gleichung 


und 


w(e—1)-T + [(a+B-+1)2—(a+p—8+1)]- $4 + ab -y =O, 


welcher durch die Function 


F(a, B, a+ Bp—d-+ 1, x) 
geniigt wird. 


Die Gleichung (12) kann demnach als eine Verallgemeinerung 
der Gauss’schen hypergeometrischen Differentialgleichung betrachtet 
werden. 


2. 


Die linearen Transformationen, welche drei feste Verzweigungspunkte 
ungeindert lassen. 


Jede Function y, welche der Differentialgleichung (6) geniigt, also 
die Verzweigungspunkte §,, &, §,, co besitzt, kann durch eine bestimmte 
Anzahl] linearer Transformationen des Argumentes 2 in eine solche 
mit den Verzweigungspunkten 0, 1, a, co tibergefiihrt werden, wo die 
Grésse a je nach der gewiihlten ‘Transformation eine bestimmte Func- 
tion der Gréssen &,, &, & ist. Den Verzweigungspunkt @ wollen wir 
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den Modul der transformirten Function nennen. Von _ besonderem 
Interesse sind diejenigen linearen Transformationen der Function 


0 1 a a 


Any Ar Ais 14 





























A 
x ? 
Any Ag dog Ang! al 
welche die Verzweigungspunkte auf alle méglichen Arten permutiren, 
wobei jedoch der Modul @ von dem urspriinglichen verschieden sein 
kann. Die 24 linearen Substitutionen, welche diese Aufgabe ldésen, 
sind in der nachstehenden Tabelle iibersichtlich zusammengestellt. 
1 x—i1 1 x 
os eS). | + Se? eee * «Be 
a wt—a x a—2Zx x a 
se ? y 6? 7 a : e—a’ a—x’ 
s—* } noo | o-—2 L fa_I t at J s—8 
2—1i ? z—1? a—a ’ zw—a ’ a—1’ 1—a ’? 
a(%— 1) (1—a)a xz—a (a—1)a _&#— a a (~—1) 
2@—a?’ 2x2x-—-a ’ a(@a—-1)’ a(a—1)’ (1—a)x’ (a—1)z@ 
te 
Die Substitutionen der ersten Horizontalreihe sind identisch mit 
denjenigen, welche bei dem entsprechenden Problem in der Theorie 
der hypergeometrischen Functionen auftreten. Sie entstehen aus den 
drei erzeugenden Substitutionen : 
1 
Y, x, -_ 
Aus diesen in Verbindung mit den Substitutionen: 
a x—a a (“x— 1) 
2’ w#—1? z—a 
lassen sich durch Combination alle iibrigen erzeugen. 
Setzen wir zur Abkiirzung 
-~ 


0 1 a os) 


Ait, Atos Ais, Ay 


x | = {0, 1, a, co| a} 
Aoi, Anos dos, Any , ‘ 


dann ergiebt die Anwendung der Substitutionen der obigen Tabelle 
das nachstehende System von iiquivalenten Functionen 
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w(I—v) | 1—»v 
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p—2 | 


x2 (0 — fq) | pa 7 es ‘0| 


o—x | 


p ‘eo 0 | 


i=] 


1—8 
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Toa [OT 0 


rie @ tt" 
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Je vier in einer Horizontalreihe stehende Functionen haben also den- 


selben Modul. Legt man jedoch dem Modul einen der vier speciellen 
Werthe 


a i, > 2, = (1+/—3), 2 (1—/—3), 
bei, dann giebt es in jedem Falle acht resp. zwélf lineare Transforma- 
tionen, welche denselben ungeiindert lassen. Solche Functionen nehmen 


also eine Sonderstellung in der allgemeinen Theorie ein. 
Die um die Punkte 0, 1 mit dem Radius 1 beschriebenen Kreise, 


dann die Axe der reellen Zahlen und eine Gerade durch <(1-+/7—3) 


und +(—y —3) theilen die Ebene in zwiélf Gebiete*); irgend zwei 
benachbarte derselben mégen zu einem , Fundamentalgebiet* zusammen- 
gefasst werden. Man iiberzeugt sich dann leicht von der Richtigkeit 
des Satzes:**) 

Die Variabilitit des Moduls einer zweifach linear verkniipften Func- 
tion mit vier Verzweigungspunkten kann durch geeignete lineare Trans- 
formationen des Argumentes auf die F'liche irgend eines der Fundamental- 
gebiete beschriinkt werden, 

Es bleibt noch die Frage zu beantworten wie sich der charakte- 
ristische Parameter g bei den vorstehenden linearen Transformationen 
verhiilt. Dieser Punkt erledigt sich unmittelbar durch einen Blick 
auf die Gleichung (9). Man erkennt niimlich ohne Weiteres aus der 
Form der Function F(x”), dass der charakteristische Parameter q 
ebenfalls lineare Transformationen erleidet. 


3. 


Convergenzbedingungen der Reihe F(a, q; a, 8, y, 8; x). — Darstellung 
des Integrals der Normalgleichung durch diese Reihe. 


Um die Existenz der Integrale der Differentialgleichung (12) zu 
erweisen, kénnte man die Methode des Herrn Fuchs (Journ. f. Mathem. 
t. 66, pag. 148] oder diejenige des Herrn Frobenius [Journ. f. Mathem. 
t. 76, pag. 214] auf den gegenwiirtigen speciellen Fall anwenden. Dies 
soll jedoch hier nicht geschehen, da die eigenthiimliche Natur dieser 
Differentialgleichung ein weit kiirzeres Beweisverfahren erlaubt, welches 
noch den besonderen Vortheil bietet, dass sich auch die Existenz- 
bedingungen ihrer Integrale auf den Convergenzkreisen unmittelbar 
ergeben. ***) 

*) Man vergl, etwa die Figuren bei Klein, Math. Ann. Bd. XIV, pag. 115, 
**) Die Formulirung des obigen Satzes verdanke ich der Giite des Herrn 
H. Burkhardt, ; 

***) Nachtriiglich bin ich auf die Abhandlung des Herrn Thomé ,,Ueber 
Convergenz und Divergenz der Potenzreihen auf dem Convergenzkreise“, im 
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Versucht man der Gleichung (12) durch eine Reihe von der Form 


y= > qe 


v=0 
zu geniigen, dann erhiilt man fir die Coefficienten g, die dreigliedrige 
recurrente Relation 


(13) fol?) + fi@—1) «ra + fh? —2) + ga = 0. 
Die Factoren fj, f;, f. bestimmen sich aus den Gleichungen 
v(v—1)(a—1)(e—a) + x(x) + a(a—g)aB = f(z, »). 
(2, v) =fy(v) +A): 2+ f(r): 2. 


Setzt man zur Abkiirzung 





ee — f(y — 2) Pes. 
9,(v) = fw)? .%% (v) = hi 2? eg 
dann ist also 
(14) Vy = (v) =f. = ° 
Aus dieser Relation erkennt man, dass v, auf die Form 
=O +24 -%4. 
gebracht werden kann. Nun ist aber auch 
i i 
90) hy tt 
9, (v) = k, +5 1 4 we eo 
wo 
1 ' ‘ 
hy =1 +2, hy == (e+ B—7+(@—1)d—at))},-:- 


1 ‘ 
hy Gr k=] (e+ b—7—3},-- 


Aus Gleichung (14) folgt 
C,C —hyG, -+- ky = 0, 2C,C, a hy, + ky —_ QO, shall 


1 
Cy wad SG T C; == @ - 2 oder C; = . (a+ p—y—d— 1). 
a 


100. Bd. des Journals f. Mathem. aufmerksam geworden. Da jedoch die Zuriick- 
fiihrung der Convergenzbetrachtungen der Integrale reguliirer linearer Differential- 
gleichungen auf das von Herrn Weierstrass verallgemeinerte Gauss’sche 
Criterium einen wesentlich elementareren Charakter hat, als die von Herrn Thomé 
benutzten Hiilfsmittel, so behalte ich die folgende Darstellung bei und bemerke 
noch, dass dieselbe von der besonderen Annahme p= 2, i = 2 unabhiingig ist, 








; 
: 
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: 
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Es ist also 
lim (v,) = 1 oder lim (v,) = + . 
Mithin convergirt die Reihe ee - a? fiir |x| <1 oder |x| <Ja|. Da 
v=0 


der Convergenzbereich keinen Verzweigungspunkt enthalten darf, so 
findet die Convergenz statt fiir |z| < 1 wenn |a|>1 und fiir |z| < |a| 
wenn |a| <1 ist. Wir setzen jetzt g, —1 und 


v= @ 


> 2" == F(a, q; &, B, Y) 0; £), 
v=0 


dann hingt die Convergenz der Reihe F'(a, q; a, B, y, 0; x) auf den 
Convergenzkreisen von den Werthen des Coefficienten C, ab. Nach 
einem bekannten Satze des Herrn Weierstrass (,, Abhandlungen aus 
der Functionenlehre“ pag. 220) ist also F(a, q; «, B, y, 0; x) absolut 
convergent 

fiir |a| > 1 und (~)=1, wenn reller Bestandtheil (8 —2)< —1 

und 

fiir |a|< 1 und (~)=a, wenn reeller Bestandtheil (a +-B—y—d—1)<—1 
ist. 

Ferner hat J’(a, q; @, 8, y, 0, a@) einen bestimmten Werth, wenn 
reeller Bestandtheil von (d — 2) <0 und |a| > 1 ist und ebenso 
F(a, q; «, B, y, 0; 1), wenn reeller Bestandtheil von («-++-B—y—d —1) <0, 
vorausgesetzt dass |a| < 1 ist. 

Die Integrale der Differentialgleichung (12) lassen sich in mannig- 
facher Weise durch die Reihe Fa, q; «, 6, y, 0; x) ausdriicken. Hier 
sollen nur diejenigen angefiihrt werden, die in den Anwendungen von 
Vortheil sein kénnen. Der Ktirze wegen ist der charakteristische 


Parameter ausgelassen. [Man vergl. die Bemerkung am Ende von 
Nr. 2.] 


Fla; «, B, y, 9; x], 
(@@—1 F[—*; «,a—8+1, y,e—B6+1; -* |, 
(@—1)"F[ +; «, y+ d—B, 7, e—B+1; * |, 
(@@—1)"F[ +; «, y+8—B, y,a—B+1; —*_ |, 


(e—a)*F[1—a; «, y+0—8, y, 8; °—%*|, 


zZ—a 





(2—ay F[*=4; a, «—8+1, y, a+ B—y— 8-41; S|; 


a(a— 1) 
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ay Fla; a—y+1, B—y+1, y, 9; 2], 
x'-7 (4#— 1) F[- S53 a—y+1, a—y—042, 2—y, «—p +1; —* |, 
at-1(e—1)F[ 45 a—y+1, d—B+1, 2—y, «— +1; * |, 
ar (@—1)*F[ +; a—p +1, 0—B+1, 2—y, «e—B+1; -* | 


«—al? 
a -y, 0; c—98), 
7 —1 1 
at-1(2—a) F[*sa—y+1,0—y--8—2, 2-7, 0 B—y— 841; = 92], 


Fll—a; a, B, 8, y; 1—2], 
(2—1)'F[*—; «, e—y+1, 8, e—B41; 2—"], 
(a—1)'F[4; «, p+-o—B, 6, «—B+41; 2—*], 
F[,*-; «, B, 8, ¢+fp—y—0+41; ot) 
(v—a)"Fla; «, y+d—B, d, 7; *@="], 
(a—ay P|," 3 @ ey, 8, e+ B—y—8-+ 1; SOON); 
(w—1)-r F[1—a; a—y+1, B— y+, 6, 2—y; 1-2], 
(w— 1) F[“=*; B B—7+1, 8, B—a41; *="I, 
(e—1y F[+; 6, y+-0—a, 6, 6—a+1; 2—"], 
(@—1yrt--0 FL +5 +8 —~B, y+0—«, 0, p+-0—a—B +1; 2—"], 
(a—1)-9(«—a)* Fl a; e—d-+1, y—B+1, 0, 2—yj =” 


2—a 


(e—1yrtte-# (ea) P| -*5 7+-0—B, 8—B+1, 0, y-+-0—a—B41; C25 N). 


(a—1)x 
(e —1)F[1—a3 « «741, e+ P—y—0-41, «—B+15 °F], 
F[*>+; a, 6, «-+6—y—0+1, 7; *—*], 
(e— IF [a5 « @—8-+1, a+ B—y—8+41, a— B41; 2“), 
F[ "33 « B a+ B—y —d+1, a; 24], 
(w@—ay'F[+; «, B—8+1,«+fp—y—0+1, 1 gee =. 


(e—ayF|* oa a, a—y y+1, a+ p— y— é+1, é; Aone : 
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(t— a)!-9(g@—1)eR [ 1—a; ¢—d-+1,a—yp—§4.9 a+B—y—d-+1, a—B-+-1; ==], 


zx 
ay FS yt, Bot, FP 7-845: By S—), TF 
(t—a)!-7(4— IeF fa; a— yt 1, &—y— d--2, “@+p—y—d-+1, a—B-}-1; — ’ 
(oo) Fs ay, py, “+B—-y—9-41, 3; 2-4) 


a F [556 8-41, at p—y—a4y, 73 ee 





= @(a—1)])? 
(e—ayF[_*_, B, B—y+1, &@+B—y—d-+1; aah 


1 1 
ae Plt, %&—y+1,a—B+1, 9; zh 
1 
OF as 60-041, a p41, y, =a) 
z*F ha; “—y-+1, a—B-+-1, &+B—y—d+ 1; <1], 
a 


ad ee a, vy-+d0—B, a@— B+ 1, v3 xs), 
2*F/1—a; «, @—O+1, «@—B+1, “+p—y —d+1; si} 





R 
aep[2—t. % 7+0—B, a—B+1, 0; — ; 
Hl Gs B—7+1,8—e41, 0; 1], 
OFLA B 084-1, 6—a4-1, y, i 
BALE B B71, B—a41, «+ p—y—a4y., <I, 
OFA B97 +0—«, batt, y: as), 
#F[1—a; 6, 604-1, p41 “+8—7—0-4-1; 21), 
at Plo}. 8, y+d—a, B—a+1, 0; =. r 


Aus den vorstehenden Integralen lisst sich durch passende Combination, 
in mannichfacher Weise, eine allgemeine Lésung der Gleichung (12) 


herstellen, welche fiir einen gewissen Bereich des Argumentgebietes 
giiltig ist, 





~_ 
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4, 


Die Relationen zwischen ,,gleichgruppigen‘‘ Riemann’schen Functionen 
zweiter Ordnung mit vier Verzweigungspunkten. 


Wir wenden uns jetzt zu demjenigen Theil der Theorie unserer 
Function, welcher den Gauss’schen Relationes inter functiones contiguas 
entspricht, Zwischen den drei Functionen 

F(a, 9; &, By, 9; 2}, F(a, q'; «, By’, 9°; x), 
F(a, q” 5 &”, B’, 7", 8"; “), 
fiir welche die Differenzen « —e’, a—a", B—f',...,d—06” ganzen 
Zahlen oder theilweise der Null gleich sind, besteht eine homogene 
lineare Relation mit rationalen Coefficienten wenn die Substitutionen 
der zugehérigen Differentialgleichungen tibereinstimmen. Die folgende 
Methede gestattet es die letztere, nothwendige und hinreichende Be- 
dingung zum analytischen Ausdruck zu bringen, ohne auf die Sub- 
stitutionen selbst Bezug zu nehmen. Statt der F-Functionen wollen 
wir die allgemeineren Functionen betrachten, welche der Differential- 
gleichung (5) geniigen. Die Indicescharakteristik eines Integrals dieser 
Gleichung sei 
nn a eo 
- Mia, Ais, Ai 
An, Asay Ais, An J’ 


so dass also 
i=4 


h—=2— >) (dita) 
ist. ee: 


Kine Lésung der Gleichung (6) habe die Charakteristik 
& & bs  & 
Aity Atay Aigs Any 
hoy ? doy ? Ay; ’ Ay, 


wo die Bedingung 
i=4 


0 = 2 — >) (duit aad) 


erfiillt sein muss. 
Man bilde nun das Schema der Indicesdifferenzen: 
sy —An, Aiz — Ara, Ais —Ayg, Ata — Ayy 
Xan — Ary ez — Asay Mes— des, de — ap 
Damit die Gleichungen (5) und (6) iibereinstimmende Substitutionen 
besitzen, miissen diese Indicesdifferenzen ganze Zahlen sein. Bezeichnet 








174 Kant Hevn. 


man jetzt mit ; diejenige Differenz in der 7 Verticalreihe des vor- 
stehenden Schemas, welche von der anderen um eine positive Zahl 
(incl. Null) itibertroffen wird, dann ist [cf. Acta Math. t. 11, pag. 105] 


y= (@—§,)*(@—E.)*(@—8,)* {Po [h—D] -y9 + ¥- Py [h—D —2}. St 


wo y und y, die Lésungen der Gleichungen (5) und (6) bedeuten und 


D=) +%+3+0,, b= w—§,)(e—-§,) (e—§;) 
gesetzt ist, Die Grade der ganzen rationalen Functionen P, und P, 
sind in den beigefiigten Klammern angedeutet. Wir setzen ferner 


y = (w@—&,)(w7—E_)™(~ —&)™ + a. 


In Folge der Gleichung (7) geniigt die Function ¢ einer Differential- 
gleichung von der Form 


(5a) v- G,[h] fe + YG, (h+2]- = + Gfh+4]-2—0. 


Aus der Gleichung 


Ly, 
e=Py-y + vP,- 


twickel 42 und “* ind leichzeitig “¥ mittelst d 
entwickele man | und =~, indem man gleichzeitig 7, mittelst der 
2 
Gleichung (6) eliminirt. Die so erhaltenen Werthe von z, e. = 
= dz’ dz 


fiihre man in die Gleichung (5a) ein. Hierdurch nimmt dieselbe die 
Form an 


oH, (2h—D+2) 5% 4 H,[2h—D+4]- y= 0. 


Setzt man aber voraus, die Gleichung (6) sei irreductibel, dann miissen 
die Gleichungen 
(A) H, =0, H, =0 
fiir jeden Werth von z befriedigt sein. Hierdurch sind 2(2h—D) + 8 
Bedingungen gegeben. Sind diese 2(2h—D)-+ 8 Gleichungen von 
einander unabhiingig, dann geniigen sie zur Bestimmung von eben- 
sovielen unbekannten Gréssen. Dies ist in der That der Fall, wenn 
nicht ganz besondere Bedingungen zwischen den Verzweigungsindices 
der Function y, vorausgesetzt werden. Als Unbekannte wollen wir 
zuniichst ansehen: 
erstens 2(h—D) — 1 Coefficienten in den Functionen P, und P,, 
eweiten 2h +- 8 Coefficienten in den Functionen G, und G,, 
drittens die h Wurzeln der Gleichung G,[h] =0, welche im 
Folgenden die individuellen Parameter der Differentialgleichung 
(5a) genannt werden mégen. 





"Pe we 
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Damit nun diese Zahl der Unbekannten gleich der Zahl der in Rede 
stehenden Gleichungen sei, muss die Bedingung stattfinden 


Bh —-2D+7=—4h—2D48 


d. h. es muss h = 1 sein. 
Betrachten wir jedoch als Unbekannte 
erstens 2(h—D) — 1 Coefficienten in den Functionen P, und P,, 
aweitens die 8 Coefficienten in den Functionen F, und F, 
drittens 2h der 2h + 1 Coefficienten in den Functionen G, und G, , 
welche durch die Indices 4,;(p==1, 2; i=1, 2, 3, 4) nicht be- 
stimmt sind, 
dann ist die Zahl der Unbekannten gleich der Zah] der Gleichungen, 
welche aus (A) fliessen, welechen Werth auch h besitzen mag. Diese 
Gleichungen sind im Allgemeinen von einander unabhiingig. 
Setzen wir endlich h = 0, dann wird 


Sant 43i) = Sat de;) = 2. 


i=1 


Als Unbekannte sind anzusehen: 

erstens — 2D — 1 Coefficienten in den Functionen P, und P,, 

eweitens 8 Coefficienten in den Functionen G) und G,, 

drittens der charakteristische Parameter in der Function F,. 
—2D-+8 Unbekanute werden durch ebensoviele Gleichungen be- 
stimmt, welche im Allgemeinen von einander unabhiingig sind. Hin 
Beispiel diene zur Erliuterung. In dem speciellen Falle der Reduction 
von F(a, g’; «, B, y + 1,09-+ 1; x) auf F(a, q; «, B, y, 0; x) und deren 
Derivirte setze man (da }, = — 1, d, = — 1, d, = d, = 0) 


aF ; 9 
e=p-Fq;2)+y- Eu; P = Po + PX + po’. 


Die Function ¢ geniigt einer Gleichung von der Form 

x(a —1)p £4 4 2(e—1)0- 4% 46-2—=0. 
Mittelst der Gleichungen (8) und (9) findet man 
@=(y—1)(#—1)(e—a)-+(I—1)2(@—a) («+ p—y— 9-1) 2(@—1), 
6 =—2y—(24—1)0+ a6 x(x4— 1)(a—Q). 
Die Function y, = F(a, q; «@, 6, y, 9; x) gentigt der Gleichung (12), 


welche wir in die Form bringen 


a? 0 d 
wath: > +@-y = 0, 


v 


wo also 
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4 ay — {a+B+ay+(a—1)d+1} 2+(@+6+1)2 


und 
@ = aB(x—q) 
ist. Die Gleichungen (A) heissen jetzt 
[o—x(a—1)@]- p-+-2(2—1) [Og'-+¥9"]—2(a—1) (wa) + 0-2) ]=0, 
(O—z)9+2¥9'+(O—2)(Y —2)+¥[¥" — 7 —3]+ (@ —a) 6=0. 
Diese Gleichungen miissen nach Potenzen von x geordnet werden. 


Alsdann sind alle Coefficienten der Null gleichzusetzen. Auf diese 
Weise erhilt man die folgenden Relationen*) 


1. xp) = 0, 

2. Hy Po + (%)—go') Dy +k, =0, 

3. > Dy + (x, +90 —91) PD, + (%)— 29) — 2a)p. + k,—k, =0, 

4. xP) + (% +9) —92) Pr, + (%, +299 —29, +4a+2)p, 
+kh,—k, =0, 


5. (x, ++ go’) py + (x, +29,’ — 29,’ —2a—4)p, 
+k, —k, =0, 
6. (x, +29,'+2)p, —k, = 0, 


7. IoPo + Yoho — ak, = 0, 
8. 9:Py9 + (gy) +24) p, + Joh + 9; hy + ax, + ky — ak, =0, 
9. J2Py + (9, — 2a— 2)», + (9) -+4a) Po + Joh, + 9; h, + 9% hy 
+ ax, —(a+1)x + kh,’ —ak,’=0, 


10. (G.+2)p, + (g,—4a—4)p, + Gly + Gyhy + xp 
— (a+1)x, +k, — ak, =0, 
11. (92+4) 2 + gyh, + x, + ky = 0. 


Hierbei ist zur Abkiirzung gesetzt . 


=ItAt+ nx’, O=— |G +9/2+ 9, x*, 
O—1—HtattAs, W—r—Hh thet he, 
B=kh+ka«w, o=kh/ +h/a+hk,x?+ hk, x’, 
(eB) + (O—y) @ = hy + kya + hax? + hy x', 
y —zx—o=—x+ 4,2, o—x(a—1 \O = xo + m2 + x2? +- x3 0°, 





*) Die Anzahl dieser Gleichungen ist hier 11 und nicht wie im allgemeinen 
Falle, 12, weil die Gleichung (6) hier durch w theilbar ist und die Gleichung (5) 
durch # — a, 
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Mithin ist 

j= — 4, ni=2a+3, gp=—4, yh=a—gH, 
h, = —2(a+1)—g, 4, =3—-— gH, 

ky = 90, hy = «Ba + 9; — 29, — 2a, ky = — ag’ + g, — 2g, 

—k, + 2(a+1), 

ky = — 2g, +k, —2, x, —=—2(a+1)—g,—hk,, x, =6—2g,—k,, 

ky = 0, ky = [gi — 2(a+ 1] ky + (Go+2a)h,, 

ke = (g2+3)ky + (9, —3a—8)k,, ks = 0, 

mo =k, mah +h’, w=—k, —ky +h,’ x= kh,’ —k,. 

Da % von Null verschieden ist, so folgt aus Gleichung 1. p, = 0. 

Gleichung 2. ist identisch Null. Ebenso die Gleichung 6., 7. und 11. 

Aus Gleichung 8. folgt 

Pp, = «BY —g) +9+27 +1. 


Die Gleichungen 3. und 5. lassen sich auf die Form bringen 


[«B(q’ —q)—9 —2a]p, —(9o +24)p, +hy+ak,=0, 
— (9; +2)p,—[«B(q —q) +92 +92 +2) p.+hy+ak,=0. 

Folglich ist 

k+t+ak  a-q 


h=— P= apg —@ ~ ga 


Die Gleichsetzung der beiden erhaltenen Ausdriicke fiir p, liefert die 
Relation 


(a) «Bq —9) + (i+27+1) @—-g) +q—a=0. 
Die Gleichungen 9. und 10. geben aber 
3ap, = (a+2)aB(q—q) + 2ag, — ag, — 2g, — 2y —3a, 
(2a+1)p, = 3aB(q—q) + 2ag, — 9, —4y — (2a+1). 
Durch Elimination von p, folgt hieraus unter Annahme a zZ 1 
(b) aB(q —q) —ad — (a—1)y=0. 


Damit die Gleichungen (a) und (b) nebeneinander bestehen kénnen, 
muss also sein 








(c) qa a + 2t8—s—f [lo— 17 $08) | 
ap 
Folglich wird 
() gf ma + Wt8—e- b+ Ie Ny+o8) 
aB 
und 


Pa=v+t+d—a—B. 


Mathematische Annalen. XXXIII, 
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Die Reductionsgleichung nimmt jetzt die Form an 
[F(a, 9; @, B, y, 0; «) = F(q; 2) gesetzt] 


m-F(a,q; «, By +1,08+1; 2) =(a+p—y—d) F(q; x 
+ (%—a) SF aie), 


wo m eine Constante bedeutet. Setzt man x = 0, dann geht die vor- 
stehende Gleichung iiber in 


m = (a + B—y—9d) — SP’ q. 
Durch Einfiihrung dieses Werthes erhalt man 
[vy («-+B—y—90)—aBq] F(a, 7; @, B, y+1, 0+1; 2) 
= 7(@+B—y—9) FQ; x) + y(2@—a) SF =). 


In dieser Relation sind fiir g und g’ ihre Werthe aus den Glei- 
chungen (c) und (d) zu setzen. Ferner ist die Bedingung a21 als 
eine nothwendige anzusehen. Nur in dem speciellen Falle g— 1, 
d= 0 darf a = 1 werden, wie man aus Gleichung (e) erkennt. Als- 
dann geht die vorstehende Relation iiber in die bekannte Gauss’sche 
Gleichung zwischen hypergeometrischen Reihen: 


(y—«) (y—B) F(a, B, y+1, 2) 
—_ v(y —a—B) F(a, B, v» 2) > aB(x—1) F(e+1, 6+1, y+1, 2) 


Das vorstehende Beispiel mag geniigen um die Behauptung zu recht- 
fertigen die aus den Relationen (A) fliessenden Gleichungen seien im 
Allgemeinen von einander unabhiingig. Die unter dieser Bedingung 
oben erhaltenen Resultate lassen sich in den folgenden Sitzen zu- 
sammenfassen. 





Soll sich die Function F(a, q; «, B’, y', 0°; x) durch 
die Function F(a, q; «, B, y, 9; 2) und deren erste Derivirte 
rational ausdriicken lassen, so gentigt es nicht, dass die 
Differenzen a’ —a, B —B, y —y, 8 — 8 ganze Zahlen 
sind, sondern die charakteristischen Parameter q und q' miissen 
bestimmte Functionen von a, a, B, y, 0 sein. 

Dagegen liisst sich die Riemann’sche Function, welche 
einer Differentialgleichung von der Form 


(—9)(2—1)(@—a)# £% + G, [3] 4% + G, [5] -y =0 


geniigt, im Allgemeinen durch die Function F (a,q; «,B,y, 0; x) 
und deren erste Derivirte rational ausdriicken, wenn der in- 
dividuelle Parameter e, der nicht mit einem Verzweigungspunkt 
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zusammenfallen darf, passend bestimmt wird. Der charakte- 
ristische Parameter q kann hierbei willkiirlich angenommen 
werden. 

Eine Riemann’sche Function zweiter Ordnung mit vier 
Verzweigungspunkten und einer beliebigen Anzahl beliebiger 
individueller Parameter lisst sich rational durch die Function 
F(a, q; «, B, y, 0; 2) und deren Derivirte ausdriicken, wobei 
die Grosse q festgelegt wird. 

Will man also ftir die hier untersuchten Functionen Gleichungen 
aufstellen, welche den Gauss’schen relationes inter functiones contiguas 
entsprechen, dann muss man wenigstens zweien derselben je einen in- 
dividuellen Parameter zuertheilen, dessen Werth nicht willkiirlich an- 
genommen werden kann, Andernfalls miissen die Verzweigungsexponenten 
bestimmten Bedingungen geniigen. Hierdurch unterscheiden sich diese 
Functionen wesentlich von den hypergeometrischen. Dieser Unterschied 
lisst sich auch so ausdriicken: 

Alle Riemann’schen Functionen eweiter Ordnung mit 
dret Verzweigungspunkten lassen sich durch die Gauss’sche 
Reihe F(a, B, y, x) darstellen. Die Functionen derselben 
Ordnung mit zwei Verzweigungspunkten lassen sich durch 
die Function F(a, q; «, B, y, 8; x) und deren erste Derivirte 
ausdriicken. 


area eA OME OT 


Frankfurt a./M., 12. Mai 1888. 





Beitrige zur Theorie der Lamé’schen Functionen. 


Von 


Kart Heun in Miinchen. 


Gauss hat in der Abhandlung ,,Methodus nova integralium valores 
per approxim. inveniendi“ die Gruppe der Differentialgleichung , welche 
durch die Kugelfunctionen integrirt wird, aufgefunden. Jacobi er- 
hielt im 56. Bd. des Crelle’schen Journals das analoge Resultat fiir 
alle hypergeometrischen Differentialgleichungen, welche eine rationale 
Lésung besitzen. Heine ist in dieser Richtung noch weiter vor- 
gedrungen und gelangte im 60. Bd. desselben Journals zur Gruppe 
der sogenannten Lamé’schen Differentialgleichung. Selbstverstiindlich 
ist gerade die gruppentheoretische Bedeutung der Resultate in diesen 
Arbeiten nicht hervorgehoben. Thatsiichlich haben aber die genannten 
Mathematiker specielle gruppentheoretische Probleme vollstdndig gelést. 
Der Umstand, dass die Resultate im Gewande des Kettenbruchalgorith- 
mus auftraten, musste die Erkenntniss ihrer wesentlichen Bedeutung 
erschweren, Aber man darf desshalb den Kettenbruch doch nicht als 
ein zufdlliges Moment in diesen Untersuchungen auffassen. Er hat 
eine wohl definirte Stellung in der Riemann’schen Theorie der 
Differentialgleichungen. Um dies zu erliiutern will ich das Gauss’sche 
Resultat als Beispiel benutzen. In der iiblichen Bezeichnung fiir die 
Kugelfunctionen ist nimlich 

Qa) =F lg FTP» Pa) — (a), 


wo Z™(z) eine ganze Function vom Grade » — 1 bedeutet. Man er- 

kennt aus dieser Relation ohne Weiteres, dass die Gruppe fiir die 

Differentialgleichung der Kugelfunctionen durch den Periodicititsmodul 
e+? 

2—1 

in der Terminologie des Herrn Poincaré ist. Die recurrente Relation 

zwischen drei consecutiven Niiherungsnennern oder den zugehérigen 


4 jg%t! | welche P(x) 


der Function > lg - bestimmt ist und dass dieselbe eine discrete, 


Resten der Kettenbruchentwicklung von 


2 8y—1" 
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und Q)(a) liefert, ist eine ,,relatio inter functiones contiguas“ in 
der Gauss’schen Benennung. Der Kettenbruch bestimmt also nicht 
allein die Gruppe, sondern auch Relationen zwischen gleichgruppigen 
Functionen. 

Fiir die sogenannten Lamé’schen Functionen hat Heine l. c. 
die Function, welche in einen Kettenbruch zu entwickeln ist, voll- 
stiindig bestimmt und bewiesen, dass diese Theilnenner bis zu einer 
gewissen Stelle lineiir, der niichstfolgende aber quadratisch wird. Wie 
der Kettenbruch jenseits dieser kritischen Stelle beschaffen ist, blieb 
unentschieden. Die formale Theorie des Kettenbruchalgorithmus konnte 
keinen Aufschluss geben. An eine wirkliche Aufstellung der fraglichen 
Theilbriiche war auch nicht zu denken. Es bieten sich aber in der 
soeben angedeuteten gruppentheoretischen Interpretation des Ketten- 
bruchs die hinreichenden Hilfsmittel zur vollstandigen Lésung dieser 
Aufgabe dar. Man kann nimlich die Differentialgleichungen aufstellen, 
welchen die Niiherungsnenner geniigen und hieraus die recurrenten 
Relationen, die zwischen denselben bestehen, herleiten. In dieser 
Weise ergab sich, dass diejenigen Theilnenner, welche auf den quadra- 
tischen folgen, ausnahmelos lineiir sind. Der Kettenbruch wird also 
jenseits der erwihnten kritischen Stelle wieder reguliir. 


1. 


Die sogenannten Lamé’schen Functionen sind specielle Rie- 
mann’sche Functionen zweiter Ordnung mit vier Verzweigungs- 
punkten. Thr Indicesschema ist 


7-t#£ 
0 0 0 wi ~. 
1 1 1 n 1 
+ = ttF 
Setzt man 
F(a, q; «, B, vy, 9; x) 
” v= @ Gg” (q) 2’ 
th 2 SOS 20 PE ol Bk 
wo 


G%(q)=q, Gq) = abg? + {a+fp—8+1+4+(y+8) a} q — ay 
und allgemein 

Geng) = {ofa + B—8 ++ ¥+9+y— 1)a] + afg}- Gg) 
—(@+v—1)6+r—1)y+r—)) va- Geng), 
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dann sind 
%e -F Ftp py TH 
Ve@—1)-F(a,q; —¢+1, +4, 3, 3; 29), 
Ve(@—a)-F(a,qg; -—Z+1, +3, ¢, 33 2»), 
V@—}) @—a«)-F(a,g; —-24+1, $44, >, 3 2), 
yz-F(a,q; —-*3, $4+1,3, h 4), 
ya—1-F(,g5 —*>, $+} H 4), 
Yo—a-F(a,g; —*>*, 241, 3, 4; 2), 
Va(@—1)@—a)-F(a,q; —">*, +2, 3, 3; 29), 


Functionen, welche das obige Indicesschema besitzen. Der charak- 
teristische Parameter q ist in jedem der vorstehenden 8 Fille so zu 
bestimmen, dass die betreffende F-Function eine ganze rationale 
Function wird. Nun stellt aber bekanntlich die Reihe F'(a,q; «, 8, y,0; 2) 
eine ganze rationale Function m'" Grades dar, wenn « = — m und q 
eine Wurzel der Gleichung G+) (q) = 0 ist. Da die obigen F-Func- 
tionen alle in der Form 


7 1 1 
F(a, q; —m, m—o-+2, i—>%, 1 — > &} a) 


enthalten sind, wenn &, &, &, die Werthe + 1 oder — 1 annehmen 
und zur Abkiirzung 6 = > (é, + & +) gesetzt ist, so muss das 


betreffende q in jedem Falle der Gleichung G™+)(q) = 0 geniigen, 
wenn 


GY (q)=4, 
G® (q) = — m(m — 6 + 2) q? + 
+{2-Slta)+ [2?-Fltelata——yZay)a 


und allgemein 
(A) Ge40(@) —=[v f[v— Fi +6) +1] + [v—Fta+1]al 
— m(m — 6 + 2) q]-G(q) — 
—v(v—+4)(v—m— 1) (v-+m—6+1)a G-(q) 


_ ERT ee ee 
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ist. Die Gleichung G+) (q) = 0 ist also in Bezug auf die Unbekannte 
q vom Grade m-+ 1. Ueber ihre Wurzeln sind mehrfach Unter- 
suchungen angestellt worden. Ich verweise in dieser Beziehung auf 
Heine, ,,Handbuch der Kugelfunctionen“ Bd. I, p. 364 und auf 
eine Abhandlung des Herrn F. Klein in den Mathem. Annalen 
Bd. 18. 

Die Werthe von ¢,, &, €, und m fir die obigen 8 Functionen 
sind in derselben Anordnung diese 





a ms 2 = >. 2 we = 
+1, +1, +1, 3 3 —1, +1, +1, 7343 
—1, —1, +1, 2-1; +1, —1, +1, *>-; 
1, +1, —1, 2-1; +1, +1, —1, *>; 
+1, —1, —1, 2-1; -1, —1, —1, *>° 


Durch das Symbol (¢,, ¢, &,) kénnen wir also eine bestimmte Form 
Lamé’scher Functionen bezeichnen. Fir die Function (+1, +1, +1) 
heisst z. B. die Gleichung (A) 

Getn(g) =[(a + 1) — 1 nn + ]- Gq) 

—z v(2v— 1) 2» 4+ n—1) Qv—n— 2%)a- Gg) 

und es wird 
G4 (g)=—ynnt+1a+@tlq—yo 

Folglich heisst fiir »—2 die Gleichung, welche den charakte- 
ristischen Parameter bestimmt, 

g@—Z@tlqtza=0. 

Die beiden Werthe fiir g sind also in diesem Falle 


t[a+1+Vae— a+1] und + [a+ 1—ya—a+lj. 
Sie fallen zusammen, wenn a einen der Werthe $ [1+ /—3], 


_ [1— Y~—3] annimmt; d. h. der Punkt a coincidirt mit einem 
der Endpunkte der Basis des ,,Modulardreiecks’‘. [Man vergl. Nr, 2 
der vorhergehenden Abhandl.]. 

Da die Function F(a, gq; «, B, y,9; x) der Gleichung 








| 
: 
| 
\ 
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w(% —1)(«—a)- 2% 4 
[@+ b+ —{a+p—8+1+4+ (y+) a} 2+ az] 9% 
+ aB(za—q)-y=0 


geniigt, so muss der rationale Bestandtheil der Function (¢,, &, &), 
welcher gleich 


1 1 
F(a, 4; —m, m—o-+ 2, 1-34, 1— > &} x) 


eae 


ist, ein Integral der Gleichung 
ad? 
qat + 
1 d 
[e- 6) 2? — {ra— 6+2+/2 —3(a+ é)| a| z+ (1 _ +4) a| —e | 
— m(m —o-+ 2)(4—q)y=0 





(1) u(x — 1) (4—a)- 





sein, wahrend die Function (é,, &, &,) selbst die Gleichung 
ad d d 
Q) 0) Ga ty Ge ae — pam tl. w=0 
befriedigt. 
Die Integrale der Differentialgleichung (I) lassen sich in mannig- 
facher Weise durch die F'-Function ausdriicken. So hat man z. B. 
fiir den Punkt «= oo die Lésungen 


1 - 1 1 1 

y= am F(a; —m, —m+54, —2m4+o—1, 1— Fe; 5), 

Yo = amo P(g; m—o+2, m—o+te42, Im—o+3, 
1 1 

1-45 >), 

wo q eine lineire Function von g ist, welche einer Gleichung 
Get» (q) _ 0 

geniigt, die der Gleichung G™+(q) =O entspricht. y, unter- 

scheidet sich also von 


F(a, q; —m, m—o-+ 2, lL, 1—+ 4; x) 


nur durch einen constanten Factor. Man kann demnach alle Lamé’- 
schen Functionen darstellen durch den Ausdruck : 


1—a, 1—e, i—a, 


(1a) (4 &, &) =a * (@ —1) * (@—a) * 
1 


. + 1 1 
a F(5, 4; —m, —m+ 5%, —2m4+o—1, 1— +e; 5), 
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wo fiir q eine der m+ 1 Wurzeln der Gleichung G"*"(qg) = 0 zu 
setzen ist. Heine nennt auch die Function 

1—a 1—% _ 

« “ («—1) * (@—a) * 


a-(m—o42) (+ 1a; m—o+2, m—ot+ > é:+2, 2m—o6-+3, 
1 
=) 

eine Lamé’sche und unterscheidet beide Ausdriicke als Functionen 


erster und zweiter Art. Wir verstehen im Folgenden unter Lamé’schen 
Functionen nur die durch die Gleichung (1a) definirten Ausdriicke. 


2. 


Heine hat bekanntlich den rationalen Theil der Lamé’schen 
Functionen mit der Kettenbruchentwicklung ganzer elliptischer Inte- 
grale dritter Gattung in Verbindung gebracht und gefunden, dass 
derselbe sich als ein bestimmter Niherungsnenner auffassen lisst. In 
unserer Bezeichnung lautet dieses Resultat: 


Der rationale Bestandtheil von (@,, &, &) ist der m'* 
ene der Kettenbruchentwicklung der Function 


Wan fore thf aatrem ll> 


ae VCGl Vea’ 


wo _ = x2 (c—1)" (x—a)® gesetzt ist und 7,, 7, so zu 
bestimmen sind, dass der m+ 1 Theilnenner, in Bezug 
auf x, nicht wie die vorhergehenden, lineiir sondern vom 
zweiten Grade wird. Der zugehérige Rest, multiplicirt in 
V9(a), ist identisch mit der Function 


1 _ 
g-(m—242). F(*, g; —m, —m+ &, —2m+o—1, 
1 1 
L— > 4%} z) 


also, ebenso wie der Nenner, eine Lésung der Differential- 
gleichung (I). 

Die Kettenbruchentwicklung der Function W ist von Heine selbst 
nicht weiter untersucht. Die Theilnenner, welche dem quadratischen 
vorangehen, habe ich zuerst in meiner Inauguraldissertation ,,Die 
Kugelfunctionen und Lamé’schen Functionen als Determinanten“ 
(Géttingen 1881) explicite dargestellt. 
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Bezeichnet man mit N(x), Z(x), R(x) den Niaherungs- 
nenner, Niherungszahler und zugehérigen Rest v' Ranges der Ketten- 
bruchentwicklung von W, dann ist nach dem obigen Satze: 


ae us 1—s, 
(&, &, &) =a * (2 —1) * (@—a) * - N(z). 


Ohne Weiteres erkennt man aber, dass bei festgehaltenem m die 
Functionen 


Ni) (2), Nm )(z)...N® sowie Ni+)(z), N(m)(z), 

= 1-4 
jede mit der Irrationalitit 2 * (2—1) * (1x— a)‘ multiplicirt, 
keineswegs Lamé’sche Functionen sind, so lange |a|> 1 ist. Es 
entsteht also die Frage, welche functionentheoretische Stellung diese 
yadjungirten“ Functionen zu den Lamé’schen Functionen einnehmen. 
Ehe ich jedoch diesen Punkt untersuche, will ich noch eine Bemerkung 





zu dem Heine’schen Satze beifiigen. ‘ 
Die Function W hat die Form } 
=o 3 
W= >' = 

s=1 ” 

wo 

re, 1 3 1g j 
sds ~"ds 1 
¢*. = 7 —— Vs ——_ * - 
') Vow ” Vo (2) : 
Di e420 got ie dz : 
ie ganzen elliptischen —_—, —— = lassen sich : 
Vo (2) Tee ; 


L 


durch die Integrale 
an {73 _ 4s ~~ oles ey _8ds 
Vea Vee Vo)’ 


°* gdz 
, om P< 
a, =: 


Vo) 


rational ausdriicken, denn es ist 


dz —* i “= dz 
-= 3 (¢—1)? (¢—a)? -—~—- 
Vo f: oe, a 


Wir setzen also 


(a) ey Hy (Gi 1 FH ge 044) FE 7g (Ga 2 + Gi 0), . 
wo g., g:") als bekannte ganze rationale Functionen des Modul a ' 
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anzusehen sind. Zur Bestimmung der Factoren r,, r, benutzt man 
nun die Thatsache, dass 
1 


Ro (2) = 2-49 [p(a)} * 
- J 1 1 
FCG — mM”, —m+ > &, —2m+o6—1, 1— > &} +) 


in der Umgebung des Punktes 7 = oo fiir alle zuliissigen Werthe von 
&, €, € darstellbar ist in der Form 


a ae 1 
R(x) <= g-mt2) . F (=). 
Ist also 
Ne) (x) = hy o™ + hy a ee him ®t Tim, 

so miissen in dem Producte N™(x)-W die — 1'*, — 2t¢,---m-+1' 
Potenz von 2 ausfallen. Diese Forderung ist erfillt, wenn die Glei- 
chungen bestehen 

Cy Ime, Ima tess + Cntr hy = 9, 

Cy Im 6, Ima + +++ + Cmoe hy = 0, 
(2) so 2 oe ee Re ee ee 
Cm hn + Cn41hm—1 -+ allie es + Com hy = 0, 
Cm+-1 him + Cm+2lm—1 + i a C2 m-+1 ho == (). 
Aus den m ersten Gleichungen dieses Systems folgt, dass abgesehen 
von einem constanten Factor 


| C, Cy eee Cm. 
Cy Cs eat Cm+2 
(3) soe ee ww 0] ee NOM (g), 
Cm Cm41 *** Com 
Ll Bote mm 





Die Gleichung 
(4) Cm+1 hm + Cm+2 Nim—1 + oe + C2m+1 ho = 0, 
welche das Verhiltniss der Constanten r,, r, bestimmt, wollen wir 
jetzt naher betrachten. Aus der Determinantenform fiir N™(#) in 


Verbindung mit der Gleichung (a) schliesst man, dass die Coefficienten 
ho, hy, +++ hm die Form haben 
Agr,” + Ayr"! r, + Agr” r,? + +++ Ant”; 

wo die A ganze rationale Functionen m'" Grades der Transcendenten 
@,, «, @, « sind. Die Gleichung (4) hat also die Form 

Ayr + Ayr r, + Byrn? + +++ + Angin” =0, 
worin die H in Bezug auf die Integrale @,, a, a,(, a“) vom 
Grade m + 1 sind. Sie entspricht der Gleichung G*")(q) = 0 oder, 


_ 
T2 


Te 


"% 


T2 


r 
V2 
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da q eine lineire Function von g ist, auch der urspriinglichen Glei- 
chung G@™+)(q) = 0, wenn man r,:7r, als die Unbekannte ansieht. 
Um jedoch die Beschaffenheit der Coefficienten r, und r, zu erkennen, 
ist es nothwendig die bisherige unsymmetrische Elimination in Bezug 
auf das System (2) durch eine symmetrische zu ersetzen. Aus den 
Gleichungen (2) folgt der Reihe nach 


(9\ h,, +g? Ky_4 + +91 ho) al”) + (9)? hy, + gs Py + nen +99). ho) al!) 


~ (gi ar 1 > +90) hy) a”? +} (9 lin + 9: a hy + sit +9 hy) a!) 
__ (9 hy + + gy hy “}-- —-- ae hy) af) + (9! h,, + gy Rhys + wats + g.. hy) acl!) 


& h,,+ gy hy 4 +--+ wae hy) ay” + (gf ' ht gs hhys ble +I rs hy) a)” 

















0 0 0); 1 1 
go hy, +90. At +0, h ») a! 1+ (gl) Tin toh m— ot +92m hy) ag) 


— (g lin + Gera m— ae +9) Tig) oe) (gid Tin +I ngs m— "he at +9), hy) al!’ 


(Gres h,+ Smop2h m—! as + tem hy) oe?) 4 (hepa ln + g' mee? Mina + + 95 2 met hy) al!) 
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Man setze nun m mal je zwei dieser m + 1 Ausdriicke fiir r, : r, 
einander gleich. Hierdurch entstehen m Gleichungen fiir die Coeffi- 
cienten hn, hm—1, +++ ho, in welchen die Transcendenten «,, a”, 
a, a,() 
a) @,() 
Die Coefficienten h hiingen also von dem Modul a nur algebraisch 
ab. Ferner ergiebt sich der folgende Zusatz zu dem Heine’schen 
Theorem. 


a, a eliminirt sind, da einen constanten Werth hat. 








Die constanten Multiplicatoren 7, und r, in dem Ausdruck 


1 
Ww — * ds dz an 
nJ (a — 2) Voie) ‘toi J (a — 2) Vo (2) 


dessen Kettenbruchentwicklung die Lamé’schen Functionen 
liefert, haben die Form 


an (0), a 
shat S 7s at “Si Yeu’ 


edz 


— 1 = A. : 
SH si Vow) 





wo die A algebraische Functionen des Modul a sind. 
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Man kann also fiir W auch schreiben: 


a 1 
W=A. : - 
ii Vea a es Vole) Wea (a — 2) Tam | 
d - 4 * 2d s 4 
Ae). = . fj... » fe r a 
7 if Vee ») (@—2) Vo (2) . Vw(z) J (x —2) Vole) . 


Hieraus erkennt man unmittelbar, dass die Coefficienten ¢ in der 
Reihe 








Wat + 74+ 74: 


keine héheren Transcendenten enthalten als algebraische Functionen 
des Modul a. Mit Beriicksichtigung der Gleichung (3) ergiebt sich 
also der Satz 

Die zur Lamé’schen Function (é,, €, €) ,,adjungirten“ 

Functionen 
1—e, 1—s l—s, 
a“ (2—1)* (@@—a)* - NW (2) 
ju = 1,2,---m—1, m+1, m+2,---| 


enthalten keine héheren Transcendenten in Bezug auf den 
Modul a als algebraische Functionen desselben. 


Dass dieser Satz nicht mehr besteht wenn 1, und r, beliebig gewihlt 
werden, ist selbstverstindlich, Heine hat im I. Bd. seines Hand- 
buchs p. 294 solche Functionen untersucht, ohne jedoch fertige Resul- 
tate zu erhalten. Ich verweise auf diese Stelle, damit die im Folgenden 
behandelten ,,adjungirten“ Functionen nicht etwa mit den dort auf- 
tretenden verwechselt werden. 


3. 


Wir betrachten jetzt die Nenner N(™—» (x), N(™—*)(a), --- NM (a), 
welche dem zur Lamé’schen Function (¢,, &, €,) gehérigen Nenner 
N(x) vorangehen. In der Gleichung 


Zi) RY 
ersetze man W mit Hilfe des Satzes von der Vertauschung von Argu- 
ment und Parameter bei elliptischen Integralen durch den diquivalenten 


Ausdruck 








vot ne 
O(@) dz, 














| 


190 Kart Hevy. 


wo y, und y, Constanten sind und zur Abkiirzung O(2) = —. 


; : ‘ Vo(x) . : 
gesetzt ist. Die Gleichung 


1 Yo + m2 _ ge RY) 
ow a@) 4 — yw + yw | 
bringe man dann auf die Form 
ze) 
Nw Nt) {v +442 —- Q(z) 4 i (VO) Wel )} 
? . d ———— pie) 
= NY) N® 0(z) = (Vo) =a) ’ 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist in Bezug auf x linedr. Man 


setze also 5 
(“) 4 

Nw Nw O(z) = Py 1 (Yow) = x) N™ =5) =f — Q, 

wo @ eine Constante bezeichnet, deren Bedeutung noch zu ermitteln £ 
bleibt. Aus der letzten Gleichung folgt : 
i 

p(z) RY = —— -.- | 

(5) Ve (2) RY) am Nw f NY! ne) 0 (a) dx 


Ich zeige nun, dass N™ und /g(z) R™ Lésungen einer Diffe- 
rentialgleichung von der Form 


az 
(6) (a — 9) ¥(2)-55 + 2(2)-S— + (a) -2=0 
sind. In der That, geniigen ¢,, 2, Pol Gleichung, dann besteht 


die Relation 
=. = 
fe oJ eve” . 
£, == 2, ° Le 
2 1 2484 


Soll also N“™ (a2) = 2, und /p(x) R“) (x) — z, sein, dann ist 


ele) 
(z—e) wie)? —— 
Sia 


erp St 


ae 
f 





zu setzen. D. h. es muss sein 
x(2) = (@ — @) ¥(a) 4 Ig © — ¥(a). 
Die Gleichung (6) geht jetzt tiber in 
(x — @) ¥(z) Sx 
+[(@ — e) ¥@) g's OC) — ¥@)] 75 + Be) -2 = 0. 
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@ (x) muss eine ganze rationale Function zweiten Grades sein. Da 
nun 


NW (a) = a - p(2) und Vo(2) RW (x) =x u-orngs(1) 
ist, so hat diese die Form 


B(x) = — w(u—o + 1) (x? + 4,2 + x). 
Wir haben also die Differentialgleichung 


(Il) (e—e) (a): iat [@ — @) ¥(2) < lg O(a) — v(z)| 
—e(e—o+1) (+x, 27+ %]-2=0 


genauer zu untersuchen. Zuniichst erkennt man, dass «=—@ kein 
singulirer Punkt derselben sein kann, da sie mit Gl. (I) gleichgruppig 
sein muss. Da nun die determinirenden Gleichungen das Indices- 
schema 


2 4 2  @ 
0 0 0 —p 
1 1 1 


liefern, so muss @ ein individueller Parameter [M. vergl. Nr.4 der vorher- 
gehenden Abh.] von g sein. Die Functionen N+) (x), N‘“—) (2) werden 
Differentialgleichungen gentigen, welche aus Gl. (II) hervorgehen*), 
wenn man w resp. durch w+ 1 und w — 1 ersetzt und den Para- 
metern 9, %,, *, passende Werthe giebt. Ich setze zur Abkiirzung 
N+)(a) <= 2 und entsprechend N (xz) — 2—) und bezeichne 
die entsprechenden Gréssen in analoger Weise. Alsdann bestehen die 
Relationen (cf. Acta Math. Bd. 11, pag. 105) 


pth. gh = gt. + w(2)- =, 
(7) 


ad Zz 


p- gl) = go -e+ v(x) + 


wo die p lineire und die g quadratische Functionen von x bedeuten. 
Ich setze, ohne Riicksicht auf die oberen Indices, 


P=P—tMX, GH=JtAe + G2". 


Durch Elimination von 5 aus den Gl. (7) folgt dann 


(8) (po) pH) 2) gba [(Go°’—g)") +9, (+H—g,( - )) x a. (g.°)—g,—) x" | 
8+ (pi + 92) 
*) Selbstverstiindlich muss jetzt wu <m—2 sein, 
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Um die Coefficienten in den Functionen p und g zu bestimmen, 
benutzt man am bequemsten die Relation 


2, (+) aah) day 
1 dz 1 dz w 
dz’ : dz. =(r— @ ):(@—e@), 
(+) *2 & 
" “da | | “da 


| 


wo 2, und z, liner unabhingige Integrale der Gleichg. (II) sind. 
Aus den Gleichg. (7)*) folgt mit Benutzung der Gleichg. (6) 


dz?) , P 
p(x — @) —4,- = [(e& — e) (py —op') — p@) -2 


+ [(« — @) (pg + p¥ — pv) — px) $ 


Mithin 
a) dah) 
p* (x — @) 

dz,{*) 

af —F— 
dz 
g v J 
, P ‘ r ” hz. 
(x—e)(py—p'g)—p@d (x—e)(pg+py—p ¥)—Px| 2, ing 


Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit der obigen Determinanten- 
relation giebt die Beziehung 


(7a) (a — @) [gH gh + gy’ — gy] + (gh yh — ay) 

a= po p (2 — eo) 
und eine analoge, in welcher der obere Index (++) durch (—) ersetzt 
ist. Die vorstehende Gleichung muss fiir jeden Werth von  identisch 
erfiillt sein. Setzt man also zur Abkiirzung 


r=5 


(a—e)[gP gd +g wy — gt! vo] + [gh xh —a y] -»> A, at 


r=0 
und 


r=3 
ph pw (a wii e+) = > Bw a, 
r=0 


dann bestehen die Gleichungen 
(9) AH — BH =0,--- AH—BiH=0, ASH=—0, AH =0, 


*) Die oberen Indices sind, wo kein Missverstiindniss méglich ist, weg- 
gelassen. 


% 
$ 
A 


ae i i 
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und die analogen Ausdriicke mit dem oberen Index (—). Aus der 
Gleichung 

AH — A, = 0 
schliesst man, dass g, —g,— = 0. Mithin ist auch p,“} = 0. 
Ferner folgt aus 

Ab — AO =0, 
dass auch p,‘-) verschwindet. Endlich bestimmen sich o'+) und e@ 
sowie die noch unbekannten Coefficienten in den Functionen p und g 
aus den Gleichg. (9) und den zugehérigen mit (—). Die Parameter 
0, k,, k, sind hierbei als Data anzusehen, Die Gleichg. (8) nimmt 
jetzt die orm an 
(8a) N49 (z) — Ayr - NW (a) — un » WU-O(A), 
Wo #41 in Bezug auf & lineiir und ¢,4; constant ist. 

Man bestimme nun ¢ fiir die Function N\(z), was keine Schwierig- 
keit hat. Alsdann ist die entsprechende Grosse in N(x) bekannt.— 
So fahre man fort bis man zu N(x) kommt. Die wirkliche Auf- 
lésung der hierbei auftretenden algebraischen Gleichungen scheint 
nicht einfach zu sein. Fiir unsere Zwecke geniigt es jedoch die 
Gleichg. (8a) aus der Differentialgleichg. (II) formell abgelettet zu haben. 
Man kann also auch aus Gleichg. (II) die Partialbriiche des Ketten- 
bruchs fiir die Function W bis zum m— 1' (incl.) bestimmen. Die 
Relation 

N™—) (a) = An—1 + N(x) — Cn—1 - N(x) 


ist mithin die letzte, welche durch die vorstehende Untersuchung er- 
edigt ist. 


4, 

Die Untersuchung der homogenen lineiiren Relation, welche 
zwischen den Functionen N(x), N@™- (a), N'™-*)(a) besteht, ist 
sehr einfach, Man hat nur die Gleichg. (II) fiir « —m durch die 
Gleichg. (I) zu ersetzen. Im Uebrigen ergiebt sich alles wie vorher. 
Man findet, dass A,, in der Relation 

NM (x) =A,- N(x) — Cm N(™—*) (a) 
wiederum lineiir ist, 

Andere Verhiiltnisse treten erst bei der Gleichg. fir N“+')(z), 
N(x) und N'“—»(z) ein. Nach einem bekannten Satze von Euler ist 


R™) 1 Cnt 
Nin) = Cc; C4 7 < Cn+1 Nm) pert) + NOE) yy rt2) 


Cm+2 ms 
+ Niet) ny ere) + =e |, 


Mathematische Annalen, XX XIII. 13 
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wo die ¢ die Theilzihler des Kettenbruchs fiir W sind. R(x) muss 
die Form 


R™ (x) _ g—(m-+2) % (=) 


haben. Da die ¢ Constante sind, so muss also N‘+)(z) vom Grade 
m-- 2 sein. Hieraus schliesst Heine weiter, dass in der Gleichung 


(10) N+) (a) = Anti > N™ (a) — npr - NO) (x) 


der Theilnenner 4,4, vom zweiten Grade in Bezug auf a ist. Dasselbe 
Resultat muss aber auch aus der Theorie der gleichgruppigen Functionen 
folgen. Die Differentialgleichungen fiir N(x) und N“—(z) sind 
uns bekannt. Man findet ferner ohne Rechnung, dass N+) (x) der 
Gleichg. (11) geniigt, wenn man dort wu durch m + 2 ersetzt, Man hat 
nun nach einer Reductionsformel [Acta Math. Bd. 11, pag. 109] 


N+) (¢) <= gh) N@ (2) +h. y- i = 
ax 
(11) und 
In™) ) 
Nem (2) = gl N(x) $ WO. yp. AVM, 


wo die g ganze Functionen vom zweiten Grade und die h Constante 
bedeuten. Wir setzen zur Abkiirzung 


Nery (2) = eH, NO(e)=y, Ne-(2) = e- 


und schreiben statt der Gleichung (11) unter Weglassung der oberen 
Indices nur eine Gleichung: 


(11a) e=g-ythy- o. 


Hieraus folgt mit Beriicksichtigung der Gleichung fiir y: 





ay dy 
*- a5 +2°a, tT -9— 9, 


i , ’ l 
da =F — AB) -y + (9+ hy —hy)- Gr: 
Mithin ist 
dz. d 
2) =— g ? hy Yi» “Me | 
d ‘iat , e ‘ d 
&) a \9 acs ho, g + hy hy Yo, 2 





Wegen der Proportion 


d | dz 
My “ae 1) da 

Poet . at =1:(x — @) 
Yor “da 2> da 


hat man also die Beziehung 








=a ht eon 2 on [6h 62 
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(12) Ig +hw — hy) —ho(g —ho)=—xz—e 


fiir jeden Werth von x. Diese liefert, da sie identisch erfiillt sein 
muss, 10 Gleichungen fiir die Bestimmung der Coefficienten in den g 
sowie der beiden Constanten h und die Punkte o+) und oe). Man 
kann also jetzt diese Gréssen als bekannt ansehen. Aus den Gl. (11) 
folgt nun in der That die Gleichg. (10) und zwar sind jetzt An4<1 und 
Cm41 Vollstiindig bestimmt. 

Da nach dem Vorstehenden N'+»(a) der Gleichg. (Il) geniigt, 
wenn dort « durch m- 2 ersetzt wird, so muss / g(x) + Rt) (x) 
als Integral derselben Gleichung die Form haben 


Vp (x) Rim (x) a (no %) ys (<). 
Folglich ist 
RM (2) = am) . (<¢ ): 


Nach der Euler’schen Restformel muss also N+) (2) vom Grade 
m-+-3 sein. Man kennt jetzt die Form der Differentialgleichung, 
welcher N(+*) (xz) geniigt —- sie geht aus Gl. (II) hervor, wenn man uw 
mit m-+ 3 vertauscht. Eine Rechnung, welche der in der vorigen 
Nummer gefiihrten ganz analog ist, zeigt dann, dass 4,12 in der 


Relation 
N (m+2) (x) one An+s © Niet) — Cm42 Nm 


linedr ist. Dass dort ¢-) durch y ersetzt werden muss, iindert die 


Schlussfolgerung nicht. In dieser Weise fihrt man fort und kommt 
zu einer heliebigen Relation 


Net) (x) am An+r s N(et+r-)) eis Cm-t-r Nwtr-2) | 
wo 4,1, lineiir sein muss, wenn ¢,4, (nach der Voraussetzung) con- 


stant ist. 
Wir haben also das Resultat gewonnen: 


Wird die Function 


1 
” daz 
W=r ij >1 
‘f o-atea f a= nTe lal 


derartig in einen Kettenbruch snliuitiele, dass der mi 
1—e, > 

Niherungsnenner (N () (z)) multiplicirt in « * (2 —1) * 

1—s, 

(c—a)* der Lamé’schen Function (¢,, &, &) gleich 

wird, dann sind die Nenner N™— (x), N(™-*)(a).--N (a), 

sowie die zugehdrigen Reste multiplicirt in p(x), Lésungen 

13* 
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der Differentialgleichung (II), in welcher @ ein in jedem 
Falle bestimmter ausserwesentlich singulirer Punkt ist. Die 
Nenner N(+*)(x), welche auf N™(x) folgen, sind vom 
Grade m-+-r + 1 und geniigen ebenfalls der Gleichung (ID), 
wenn man # durch m+7-+ 1 ersetzt. Der Kettenbruch 
ist also bis zum m' Theilnenner (incl.) reguliir. Nur der 
unmittelbar folgende Theilnenner wird quadratisch. Jenseits 
dieser kritischen Stelle ist der Kettenbruch wieder reguliir. 


Frankfurt a/M., 24. Mai 1888. 

















Die Syzyganten zweier simultanen biniren biquadratischen 
Formen. 
Von 
Frhr. v. GALL in Oppenheim, 


Bekanntlich besteht das volle System der Grundformen zweier 
simultanen biquadratischen Formen aus folgenden 28 Bildungen: 


A B E C A r D B 
(aa)! (a@V)' (ae) (aV)' (aa)' (@d)' (AV) (ad)! 
(020) (030) (110) (120) (200) (210) (220) (300) 


Ca 





v2” l,? m,” A,” Ue” n,” tt,” Vv," 
(aa)> (aV)> (ary' (@dA)> (AV) (Ar) (at)! (Ve 
(112) (122) (132) (212) (222) (232) (312) (822) 

Px v.' fa‘ 0,! S,' A,' z=! 

a," (aa)? az" (aa)? (aV)*? (aby? (ad 
(014) (024) (104) (114) (124) (204) (214) 





T° &,6 Ta" 02° t,® 
(eV) (aa) (aV) (ad) (ad) 
(036) (116) (126) (216) (306). 


Hierbei bezeichnet (ik 1), wie gebriiuchlich, eine Covariante vom #' 
und Kk" Grade in den Coefficienten der beiden gegebenen biquadra- 
tischen Formen f und g und von der /'*" Ordnung in den Variabeln x.*) 

Schon die Auflésung aller in dem vollen System nicht enthaltenen 
i Ueberschiebungen bietet mit alleiniger Anwendung der symbolischen 





' a 





*) Man vergleiche die einschliigigen Arbeiten Gordan’s im 2. Bde. der Math, 
Annalen, Bertini’s im 11, Bde, desselben Journals und Sylvester's im 2, Bande 
des American Journal. 











v. Gauu, 


198 





Rechnung und der Gordan’schen Identitiiten (pag. 7 seiner biniiren 
Formen 1875) ganz besondere Schwierigkeiten. Die zwei bekannten 
Processe 


a 
* da; 


av = >) a; qv und OW=A 

da; 
dagegen erméglichen es, fast iiberall die umstiindlichere symbolische 
Rechnung durch einfache Reductionen zu ersetzen. Der erste Process 
wandelt jede Bildung (ikl) in eine (“¢+1, K—1, 0), der zweite 
jede (¢ kl) in eine (¢+ 1, kl) um. Durch eine geeignete Verbindung 
beider Processe und die Verwandlung der Relationen (¢ 1) in ihre 
Gegenbilder (Kil), die durch einfache Vertauschung der Symbole a 
mit @ entstehen, gelingt es, aus wenigen errechneten Beziehungen 
alle iibrigen abzuleiten. Es wird daher unsere erste Aufgabe sein, 
das Resultat der oben definirten Processe auf die Grundformen des 
Systems zu untersuchen. 


$ 1. 

Der 0 Process. 
Aus der Theorie der biquadratischen Formen (verg!. Gordan’s Vor- 
lesungen tiber die Invariantentheorie, herausgegeben von G. Kerschen- 


steiner, II. Band) erhiilt man ohne besondere Rechnung die nach- 
folgenden Reductionsformeln: 


0A =0 Ow =—— J dg =0 or =0 
dE=T Om =n of =A dr = (AV)! 
sC=D A.——1 Ay 80=Z do=—- AE 
dA=2B dy =| Al dS =(AV)? dt =0. 
6F= [AE On=\ Am d4=— Af 

. 1 ; ;, g 1 

dD=., AC Ou == 0 d= 7 AO 


B= + A? dv =0 


Die Reduction der beiden Covarianten (AV)? und (AV)!, die sich 
in den angefiihrten Arbeiten von Gordan und Bertini noch unter 
den Grundformen des Systems aufgefiihrt finden, deren Reducibilitiit 
aber von Sylvester gezeigt worden ist, wird in § 3 geleistet werden. 
Alle mit lateinischen Buchstaben benannten Grundformen gehen durch 
Vertauschung von f mit p in die mit den entsprechenden griechischen 
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n | Buchstaben bezeichneten iiber, so A in A, B in B, B in B und un- 
n gekehrt, dagegen gehen EL’, D und © hierdurch in sich selbst, A, 9, 


x und & beziiglich in: V — ~, — xy und — & iiber. 


§ 2. 
Der d Process. 
u Die Autstellung der entsprechenden Reductionsformeln dG er- 
fordert mehrfach ausfiihrlichere Rechnung. Selbstredend verschwinden 
u dA, dB, dy, da, du, df, d&, d& und dt. Leicht findet man: 
. dA=2E; dgp=f; dV=20; dO=A; dC=2T; 
. df=B; dE=A. 
; Die Gordan’sche Identitit (g 4 ) liefert: 
(f9)' = und (mQ)! = C. 
Ks wird daher 
dB = (aV)' + 2(a9)! = 3C. 
Ks ist weiter 
! dD = 2(460)'. 
al(vvy'=ta'| 
; (vergl. Gordan-Kerschensteiner pag. 181) 
| giebt aber die Relationen: 
(VO)'= AE und (AO)! == AE; 
| und es wird daher 
dD = + AE. 
Ferner wird 
d= (ad) == Af. 
(Vergl. G-K. pag. 180.) 
Weiter ist dS = 2(a0)*; (a@O)* aber erhalten wir aus 
ad[(@v—= + Ag] 
in der Form 
1 1 ls 
(a0), = +5 Ag+ 6 Ef — 2 2, 
’ so dass 
dS=1 Ap+>Ef—z 
wird. 
, d{(aV)> = 0] 
(vergl. G-K. pag, 180) 





giebt 
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(@0)}=— 51 umd (a0)}=—}a 
sowie 
dl = 2(a0)* = — A, 
Aus (5 f $) folgert man leicht die Beziehungen: 
. 1 
(/0) = 5 fete wd (p0)=—Fepvtr 


und hiermit 


dt =(aV) + 2(a@) = 3r—p-y. 


dm=3(ar)'—(f, p- vy. ; 
Zur Bestimmung dieser Ueberschiebungen liefern ( z / ), ({ : 5), 


({ : 5) die Relationen 


Dagegen giebt 


: i 1 4 
Cha=—-—2z; Of=——- se hese 
Weiter entnimmt man ({ , f ) die auch fernerhin wichtigen Be- 
ziehungen 
(f¥), => Ef —j~4p— Zz 
— (pt) = + Ep—> Af—8 


Mit Hiilfe dieser und 4 : i) gelangt man auch zu dem Ausdruck: 
(9: ¥, y= y But+en 
und zu dem Resultat: 
dm = 24 — + Ey. 
(? i >) und (7 I 3) geben die weiterhin hiiufig verwandten 
Relationen: 


(vyV), =m — 3 Ay 





(OV), = > m+ +5 Ad, 
und, da dy = 2(40)° ist, auch; 


dy= : Ay — u. 


Weil dn = 3(Ar)' — (A, »- w)' ist, haben wir auch noch die 
Ueberschiebungen (Ar)' und (A, mw)! zu bestimmen. 
Mit Hilfe von ({ z ry? (e 2) und ({ ' 3) findet man 
uacheinander 
(A), =—v— Al; (SA,= 5 ¥— 


9 
~ 


(rA),=—pv+— Al 


1 


ig Als 














und durch (5 ’ 0): 


(py, Are +4 


Es wird daher 


2 
3 


d [(@A). =—v—} Al] giebt: 


und 


und 











Leicht findet man: 


dA =2E 
dB =30C 
dE= A 

dC = 2P 

at =B 

dD =+AE 
dA =0 
dB=0 


dn= v-+ : Al — - 
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2 
3 


Ed — 2(SA), + = (1d),. 


Ei-—Ty. 


dv = (AA)? + = Ad. 


Zur Bestimmung von (4A)? folgern wir aus Gi 7 3) die Relation: 


(AA), = (AA)? gf. 


Da aber (AA), =, Bf— ¢ AA ist (G. K. pag. 181), so wird 


(4A), =, Bo+ 44a 


dv=> By+ 5 Aa. 


dr = 2(f0) = f-¥ +20 


de = (a4) =. 


Uebersicht tiber die dG. 


dy= 


0 


dl =—A 


dm= 24 —~ Ew 


di = 


dn = 


du = 


dv=>By+tAa 


0 


v+ = Al— ; EA—Ty; 


0 


=> Ay — Uw 








202 v. Gau. 


dy =f dt =3r—gy 
dV = 20 d& =0 
df =0 dr =fy+2r 
d@ =A do=t 
dS =i Ap+tEf—=z dt = 0. 
dA =0 
dd == Af 
§ 3. 


Die Covarianten (AV)! und (AV)’. 


Diese im Gordan’schen System der Grundformen noch vorhandenen 
Ueberschiebungen lassen sich leicht mit Hiilfe der vorstehend mit- 
getheilten Entwickelungen dG und 0G als reducibel erweisen. 


0[2(90) = 2r — py) 


(AV)! = — (2p) — 5 ga. 


Zur Entwickelung von (2g) schieben wir die in § 2 gefundene 
Relation : 


giebt sofort: 


— Fee 2 
t= Zz bf—FZAv— Fz ilav)' 


iiber gm und erhalten hierdurch, mit Hiilfe von 
(ay) «] = 5 p- (av)? + 5 vO — 5 fay) 
und den aus ({ , 5) folgenden Beziehungen: 


(av)?>=A und (ay)? = — Il, 
. 1 
(Ze), => FE—Fpl—Zve— ffl 
und schliesslich 
1 1 ous 1 
(1) (AV) =- 7 FE—Zv4+,fl+7 40. 
Setzen wir die eben gefundenen Ausdriicke von (aw)' und (ap)? 


in der aus (6% >) resultirenden Gleichung 
(O¥)' + > ¥ = [(ay)'a}? + 5 [aya]! 


ein, so geht diese tiber in: 


(ov) =—t w+ £o— 4 (x0) —44V44 (20), 








e 














wi 
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Syzyganten biquadratischer Formen. 


Es eriibrigt jetzt nur noch die Bestimmung der Ueberschiebungen 
(Xa)? und (Aa),, um (AV)* zu erhalten. Die erste liefert 


de [(«ev)" =i Ag| 


in der Form: 
‘ \2 1 1 9 
2(p2yP = ,Tp+, Ad — (AV). 
Die zweite: 
(Ae), =—. p+ (AV)?+ 7, Ad 
folgt sofort aus (8 . g). Addiren wir schliesslich zu der obigen 


vo 
Darstellung von (Ow)! ibr Gegenbild: 


— (Oy)! =— w+ 5 Eo — 3 (Sa)? ~ -AA+ = (la) 
und ersetzen in der Summe der beiden Gegenbilder die Ueberschiebungen 
(Xa)*?, (Sa)*, (Ae)! und (la)' durch ihre eben gefundenen Werthe, 


so gelangen wir zu der gesuchten Relation 


(I) O=— y?4+ EO— 7(AV+AA)— | (Cf +09) +3(OV) 


§ 4. 
Verfahren zur Aufstellung der Syzyganten. 


In dem 96. Bande der Comptes-Rendus hat C. Stephanos unter 
dem Titel: ,,Sur les relations qui existent entre les Covariants de 
caractére paire d’une forme binaire a,°“ ein leicht zu verallgemeinerndes 
Verfahren angegeben, das gestattet alle relativ einfachen Beziehungen 
(Syzyganten) zwischen den Grundformen jenes Systems, nach Er- 
ledigung gewisser eng begrenzten Vorrechnungen, sofort hinzuschreiben. 
Wenn auch die meisten der auf diesem Wege gefundenen Syzyganten 
noch im Hammond’schen Sinne susammengesetet sein werden (vergl. 
die Arbeit des Verfassers tiber die Syzyganten zweier simultanen cubi- 
schen Formen im 31. Bande dieses Journals), so lassen sich doch, mit 
Hiilfe des an ebendemselben Orte angefiihrten, selbstverstiindlichen 
Satzes, dass alle Syzyganten, die eine biniire Combination der Grund- 
formen als Summand enthalten, Grundsyzyganten sind, sofort aus der 
Menge der erhaltenen Beziehungen die wirklichen Grundsyzyganten 
herauslesen. Im Folgenden wollen wir zuniichst das von Herrn 
Stephanos gegebene Verfahren erliiutern, selbstredend zugleich mit 
den Modificationen, die unsere besondere Aufgabe erfordert. Die 15 
Covarianten C, und C, unseres vollen Systems geben, zu je zweien 


. 
combinirt, Veranlassung zu (3 ) d. s. 107 schiefen Covarianten oder 
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Functionaldeterminanten: (C,C,')'; (C,C,)' und (C,C,')', unter denen 
sich auch die 6 Covarianten C, befinden. Es miissen sich daher 101 
dieser Formen ungeraden Charakters als ganze Functionen unserer 
28 Grundformen darstellen lassen. Sehen wir aber von (wy)! ab, das 
sich als Gegenbild selbst entspricht, so brauchen wir nur ‘die Hilfte 
der bleibenden 100 d. s. 50 wirklich in der angegebenen Weise zu 
entwickeln. Und auch diese Rechnung vereinfacht sich noch ausser- 
ordentlich, weil wir bloss durch Anwendung des d und 0 Processes 
auf die Entwickelungen von (Wl) und (a~) nach einander alle iibrigen 
erhalten. Die ganze Arbeit wird hierdurch auf rein elementare Opera- 
tionen zuriickgefiihrt. Freilich macht dieses Verfahren die absolute 
Zuverlissigkeit jedes einmal erhaltenen Resultates erforderlich, Es 
miissen daher fortgesetzt Proberechnungen fiir die erhaltenen Be- 
ziehungen angestellt werden. In der Auffindung dieser und ihrer 
Durehfiihrung liegt allem, wenn nicht gerade die Schwierigkeit, so 
doch die Miihe der Rechnung. Hat man aber einmal die 51 oben 
definirten Entwickelungen der Functionaldeterminanten festgelegt, so 
ergeben die bekannten Identitiiten 


@) (py) + (On OF + (x9) = 9, 
@) [(P%) x)'= = ) 2° xX— + (pd — yw) 


und die pag. 119 von Clebsch’s biniren Formen gegebenen Dar- 
stellungen von [(pw)']* und (py)'-(g'y’)' die Mittel an die Hand, 
Syzyganten zwischen den Grundformen G fast in beliebiger Menge 
ohne Weiteres aufzustellen. Es leuchtet ein, dass zur endgiltigen 
Festlegung der Form jeder einzelnen Beziehung zuvor auch die zweiten 
Ueberschiebungen: (C,C,')?, (C,C,)* und (C,C,')? ausgerechnet werden 
miissen. Es sind deren im Ganzen _—— = 120. Von diesen sind 
aber schon A, V, 0, S und J unter den Grundformen enthalten. 
Die 3 weiteren (~w)*, (wz)* und (yz). gehen als Gegenbilder in sich 
selbst tiber. Es bleiben daher ausser diesen drei nur = = 56 zu 
entwickeln iibrig. Und auch diese lassen sich aus den beiden (pw)? 
und (ew)? durch alleinige Anwendung der beiden Processe d® und 
8 successive durch elementare Reductionen herleiten. Stephanos 
fiihrt noch als weitere Quellen relativ einfacher Syzyganten die be- 
kannten Relationen auf: 
+ Rp = (g)2 (By): + (BG)2 (7@) + (po («8), 
. (2p), (BP). (7H)2 
R- (py) = ez |(@v)2 (BY). (7%), 
ae B ? 


4 
4 
: 
| 















i 
; 


eas 





Syzyganten biquadratischer Formen. 


(aa) (Ba)? (ya)? 
(«By (BB) (7B)? 
(ey)? Br? (yy)? 
wo R die forme gauche (af) (ay) (By) und a, B, y beliebige der 
8 Grundformen C, bedeuten. Diese liefern uns aber nur zusammen- 
gesetzte Syzyganten und kénnen daher in unserem Falle ausser Be- 
tracht gelassen werden. 


Die niichste Aufgabe wird daher sein die Entwickelung der oben 
definirten Ueberschiebungen (GG’)' und (@G@’)? zu leisten.*) 


‘ 1 
R? > 3 








§ 5. 
Die Ueberschiebungen (C,C,’)'. 
Aus (f 7 3) erhalt man: 
aes : ; 
(¥), + 3 Co = (av) VP + ¢ (v9), 
Die im § 2 gefundenen Werthe fiir (a)' und (aw)? verwandeln 
diese in: 
(lv), + | Co =F El— 5 (ZV, + 7 @V)>. 
Ersetzen wir hierin (2V), und (AV), durch die in demselben Para- 
graphen gefundenen Ausdriicke, so erhalten wir die Grundlage ftir alle 
iibrigen (C,C,')' in der Gestalt: 
(vl), = 5 Co+fn— > El 
O(~l) giebt uns dann die Entwickelung von (wy) + (JA) und das 


Gegenbild diejenige von (yz) — (lA), woraus wir sofort die Ausdriicke 
von (wy) und (JA) folgern. Zur Controlie liefert 


d(la) =0. 


d(x) = 4 A(v¥) — (ve) 
entwickelt (ym) und (pm). 
3(wa) = —(Ap) und d(H) = — (Ax) + 5 A(¥l) 
geben (Au), (lm), (Ax) und (lz). 


*) Stephanos sagt in der genannten Abhandlung, resp, in deren Fort- 
setzung in demselben Bande der C. R. pag. 1564—67: ,,Certes ce sont les 
5 formules précédentes qui constituent le fondement de la méthode ici exposée. 
Mais au point de vue de calcul, c’est la determination des valeurs des formes 
(GG’)' et (@G@’)*, qui en est la partie la plus importante. 
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Eine Controlle gestattet: 
d(lz) = (42) + + AV) =0. 
Aus den Gleichungen: ; 


d(ly) = — (4x) + & ACY) — (lu) 
und 


d (ym) = — (Am) + (pn) 
finden wir (lw) und (Am), sowie (wn) und (wv). Zur Probe zeige 
man, dass 
d(wn) = Hr) + > A(Hl) — = Epa) 
giebt. Aus: 


(mA) = (nd) — ; A(my) 
folgern wir (nA) und (vl), wie aus: 
d(lv) = — (av) + + Bw) + 5 A(ld) 
die Ausdriicke von (Av) und (Jn). Kine Controlle gestattet 
(Av) = d(an) + = A{la) —F (wa) und d(av) = — + A(¥r). 


Weiter schliessen wir aus 
d(lm) = (ym) + (in) 
auf die Werthe von (ym) und (yu), wie aus: 
(my) = (nx) + ; A (ml) 
auf diejenigen von (nz) und (vz). Zur Probe zeige man dass 


3(yv) = > All) 


wird. Gréssere Rechnung verlangt (wv), das sich aus 


d (xv) = > A(¥r) — (wr) + > Baw) + | AA) 


ergiebt. Kine Controlle auf dessen Gegenbild (mn) erhalten wir in 


0 (mn) = 0. 
d(my) = — + E(wx) + ; A(my) — (mu) 
giebt (mu), das durch Vertauschung von @ und « in — (mu) iiber- 


gehen muss und weiter durch 


d(mu) = 2(zu) — 5 Eve) 


controllirt wurde. 











g' 























Syzyganten biquadratischer Formen, 


O(mu) = (nu) und d(mv) = (nv) 


geben vier weitere (C,C,). Hine durchgreifende Controlle wurde dann 
durch Verificirung der Gleichung 


d(nv) = 5 A(lv) — = E(av) —T (pr) + | Bory) + 4 A(na) 
geleistet. 


Uebersicht tiber die (@,C,). 
(1) (wl) => Cy—fL E+ sn. 


(2) (wm) = 5 AEy — : Cl + + Em — > BA - 


rel — 


Ax- 

(3) (2) =—} (CA4 FY) +> (Am + An). 

(4) (yn) = (ar + ; AB)» — u(> D+ ra AA) — Tm 
+ GAEL + Cy + En+ > Bu— 4 Av. 


(5) (Im) =o(— 5 ac+ 4 BE) ~ =, AEI++0m— 1 ma 

_ + By. 
(6) (ta) —~>Dy+ i (Am— Ag) — > Ex 
(7) (ly) =— > DI+ $C, +5 Bu— jAv. 

1 1 1 1 1 

(8) (im) —w(4 AM —{AD+ > Br) + U— +, AB— far) 

—i Dm+a(iBE— + Acd)+iAEz+Cn 

1 

+ + A’u — 5 B». 

1 1 : 1 1 1 
(9) (lu) =tv(ZAB—AC)+ 7 AEI+ 2 Bm4i(— D+ AA) 

3 1 1 
«—% ry— 5 An—Cu+ 5 Ev. 





1 1 1 
(10) (lv) = + BBy — + 1(AB — AC) ++ ABA 


+1(Gy 4A — 3 D)— 3 Cr. 
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(11) (mz) = ¥(— 4 AA — 1 aD+ + Br) +1(4 4B— 7 ar) 


—Dm+ilZ BE — 4 AC) + ; AEy+ ; Cn 
+ 45 Ate — > Bp. 

(12) (mn) = — w(— A+ 2BD)+1(—LBr+{aD) 
$4(2 WE —180)-4+2(LBE— 4A0) 

(13) (mu) =w(,, AAE— 4} Cr—= BB)+U(—} AC+ + ET +< AB) 
+a(Gar—+ EC— = AB)+ ~AEm—1AEu 
+2(2D—2 @—+ AA)—Tn4 Ov. 

(14) (mv) = (4 ABE— 7 AAC — 2 DC— + AB) 

—1({5 AAE — + BB— + DE) 

—a(ZAD+ ~ AM — 2 Br+ 5 C*)4+ 5 ACm 
—w(Z BE— iac)+x2(5 ar — 5 EC— | AB) 
— Dn+ +4 AEv. 


‘ er) 


(15) (yn) ==, AXBy — — BBL+ a(,, AA’ + AD — 
+ 4(45 4B— 55 AN) +4 Dn. 

(16) (nv) =¥({ BBE — | ABT — | ABC + AAD 

— an — ; b*) 

+1(—jABE+ ;, AAT + = 4°B+ 4 Dr) 
+ 4(5 ABE — 5 AAC — 5 A&B — } De) 
+ 4(,5 AAE — 4 BB— | cr) 
+m(j BO— = Ab)+u(— }er+ 2 ap) 
- ; ACn + . AT v. 


In dieser Zusammenstellung sind die Gegenbilder (WA), (wv) u. s. w. 
der Kiirze halber ausgelassen worden. 








So @® Ff 


> 
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g 6. 


Die Ueberschiebungen (C,C,')*. 


Diese Invarianten finden sich zum grésseren Theil schon in der 
oben genannten Arbeit des Herrn Bertini ausgerechnet; seine Resultate 
miissen aber durchgiingig in den Zahlencoefficienten rectificirt werden. 

Es wurde deshalb auf ihre Controlle besonderes Gewicht gelegt 
und viele von ihnen auch durch directe symbolische Rechnung erprobt. 


Wir gehen bei diesen von (pw)? aus, das sich durch (773) mit 


Hilfe der oben gegebenen Darstellung von (aw)! und der aus («@)! 
resultirenden von (@#2)'= JD leicht in der Form ergiebt: 


(yy)? = > (— E24 | AA+ 3D). 
d(ww)* = — 2(pd), 
gestattet uns hieraus die Entwickelung von (wl), und (A). Von der 
ersteren ausgehend erhalten wir, ganz wie im vorigen Paragraphen, 


alle anderen (C,C,)?. Auf neue Weise miissen nur alle (C,C,)? ge- 
funden werden. Nun ist aber 


d(la)y = —(Aa)gs  D(Lx)p = | A(W)y + (x0)03 
* due), = ; A (Wt)y — (H)o5 
d(mn), = (nn), + : A(mm),, 
wodurch auch alle (C;C,)* bestimmt sind. 


Uebersicht iiber die (€,C,). 
(1) (ww)? =5(— Bt4 4 AA +4 3D). 
(2) (wh? — — 4 (2CE— At — AB). 


9 1 AD 1 1 
(3) (pm)? = 7 AE?— ~AD+ > Br— = C2 


(4) (vx)? =+i(- DE— Cr + BB+ > AAE). 


’ lan 
(5) (wn)? =— ~ AAC+ = ABE—1CD+ 4 ATE. 


(6) ()? = (> AA*— AD + 2BF — 20°). 


Mathematische Annalen. XX XIII. 
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(7) 
(8) 
(9) 

(10) 


(11) 


(12) 


(13) 
(14) 
(18) 
(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(lm)? 
(1a)? 
(1x)? 


(tm)? 


(1m)? 


(ly)? 


(mm)? 


(my)? 


(mn)? 


(mu)? 


(mv)? 


(xx)? 


(xm)? 


(mn)? 


(nv)? 


v. Gacr. 


=; BE?— —BD+ al ——ACE. 
1 ’ 1 , 
=i (cr — BB+ DE— = AAE). 
= J (A°B— AAC + 2ABE — 12CD). 
1 1 1 . 1 m 
—1pre— 4. AaBC+ 4 AW E— + ADE 
£ an 
— + act. 
=i DI —- 4. ABE—+ ACE+ + AAT. 
=—1 p++ aBoe— + act?—} BBE— +. AAD 
++ ABT. 
=. (; 4a — + aE? + 2BCE — AB — AC?). 
— (—ADE+2Br E—ABC—ACT ++ AA*E). 


oe a " : 
= i (aB—1arE+BDE+BCr— BB—ACD). 





——+(—3E*D— AAD + + AAE?+4301 E—BBE 
+12.D*—2(AC0?+-Al)+ABC+ ABP). 
=— | (—30CDE+ 30°f—ABD + BBC+ } AAT 
—i A BE+ > ABE? — = AACE 
+ 4ArD — 4Br?). 
— 1 (4. 4°—ABC+4 AAD+2 BB E—ABI—6D?). 
= + (4BD — ¢ AAT — 2ATD + 2Br? — 2BBC 
. “ 7 
+ + ABE). 


: ; . 1 2 ¢ 
= ay Gg 427A" -— GAP | 4°B?+ 2B D —AD?). 


— 1 [3(D? E—or D)+4(4Bf E— BBE*+ABCE) 
—+ (4BC+A°BI)+ BBD+ 2 ANE 
— = (AACT + AADE)|. 








33 
~~ 
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Zwischen diesen 36 Relationen bestehen eine Menge identischer 
Beziehungen, die zur eleganten, tibersichtlichen Umgestaltung der 
spiter zu entwickelnden Syzyganten vortheilhaft verwendet werden 
kénnen. Die einfachste derselben ist die evidente: 


(I) (Hxo + (1A), = 0. 

Durch successive Anwendung des d und 6 Processes lassen sich hieraus 
mannigfaltige andere ableiten, von denen wir hier nur folgende hervor- 
heben wollen: 


(Il) (4a), + (wu)? — > A (HH)? = 0, 

(IIT) 3(ml)? + B(wy)? — A(vl)? =0, 

(IV) A(wl)? + 6(Ax), — 6(lu)?=0 us. w. 
§ 7. 


Die Ueberschiebungen (C, C,’)'. 


Die Darstellung dieser Functionaldeterminanten kniipft an dem in 
§ 2 entwickelten Ausdruck fiir (aw) an. (al)’ findet sich in § 3. 
d(al) =—(ad); (al) = (ay); 8(a¥) = (Av) — (ad) 
geben 6 weitere Ueberschiebungen. 
Die Darstellung der iibrigen ergiebt sich aus den nachfolgend an- 
gegebenen Operationen :*) 


d(Av) = 5 Alay) — (Ad; O(VH)——(VA); 
d(ex) — (ax) + EA(ad) (eu); (az) = (Ax) + 54(a); 


d(Vw) = 2(Oy); d(VA) = 2(04); 0(Ov) = (Ly) — (OA). 
Man findet 


(AV) ¥) =A 4B+ LAr)—@(AB+ 5, 40)—-, AEA 
+ qq AEV—5 CE+i18; 
und 
d(Sv) = (AV)? ¥) — (S42); 9(Ol) = (21) + (0x); 
d(ay) = (ax) + A (av) —(au); d(Vx)= 2x) + 5 A(VH)— (Vu); 
d (am) = (Am)+(an); d(ay) = ; A (ay) — (au); 0(am)=(an); 
3(Am) = + A(am)+(An); d(Ay)=% A(Av)—(Aw); 


*) Jede Ueberschiebung wurde dadurch controllirt, dass fiir sie die Identitiit 
[(C,C,)’ C,] = 0 verificirt wurde, 


14* 





{ 
| 
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3(Vm)= (Vn); d(Ox)—=(Ax)+ | (Ov) — (On); 
d(Vv) = 2(0v) +4 BIV¥)+4 A(VA); 
3(0x) = (2%) + =A); 

(Om) = (Em) + (On); (On) = (Su); 
§(On) = (Zn) + — Am). 


Uebersicht tiber die (C, @,)'. 


(1) (av) =+ Ef—{Ap— > 


6 
o 


2, 

2) (a) =—L w+) E04 i Cf—ity—2AV— AA, 

(3) (a4) =— 4ff+4Bp+_A40— 7 EA. 

(4) (am) = 4 Dp — <°V + 5C0— + ES, 

(5) (@4)={ Df+ —CA— BY ~ {AS=(Ad, 

(6) (an) =— + CEf + » (,, AC— 5 EI) —{, AEA— 4 AEV 
+0O(— 5 D+2E)+4+5978+Cs—~ Ey, 

(7) (au)= 4 AES—27A+ i BO-—f AB, 

(8) (av) =— + A p—y AV +A(—+D— J AA)+ 5 AEO 

+5 Bs—{ Av, 

(9) (Av) =7I/— 7 Be — 440+ 7 EA =~ (ai), 

(10) (AV =+D{/++ca—iBvV—1 48, 

(11) (Am) = +. g(AC+ Ef) + + CEf + j,AEA— j. AEV 
+0(D—<E*)—1S—Lczr+ 4 Ey’, 

(12) (Aa) = Atp —1 Ax—trA + iB, 

(13) (Aj = 5, ACf+ {Ap t+ A(E D+ 2 4d)—Z av 


2 


— =, AEe—+BS + 4 Ay’. 


mene alan 














(1 


(1 
(1 


(1 
(1 


(1 
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(14) (An) =— + orf++(BC—tAD—FP)— FATA 
| +V(—LBe+ 2 ar)+tEro+ lDzs—ZT¥, 
(15) (Av) =4 f(BE— +t af)—{, AEA+~ 4°0—{B2, 
(16) tiie: ~~ See 
4 ABY ++ BEO+-4 48 —2 By’, 
(1D @w=fOf—Zrot GAA—ZAY, 
(18) (= 2 -AEf+ 4 p6D—AA)—3IV+5B4+ 700 
— Es, 
(19) (Om) = + BEf+ + 9(CE+AB—Al)+ 70° 
+2-V(—6E?— 4A+24D)+ ~ AEO 





—ips—i0s+ 7 Av, 
(20) (0x) = 2. (4B—Ar) +4 9(—-AB440)+ + E(AA— AY) 


V 
had. scnstiion 
? B21) (On) = wort + ¢(30T-+3BB—AAE)-+-+-A(BE—2A0) 
3 V(3F E+-AB—AC)+ 3, 0(AT +40 E— AB) 
6) _ 





e AEZ+~-S(AA—6D) —= Cy, 
(22) (2) —= 4 f(AA+ 18D) — 5, AEp— > (CA+BV)+ 5170 
—iES, 
(23) (2) =. f (AB+3Al —2CE)+ =, p(AC—-AB—2° EB) 
+ 0(E?+3D)—~-AEA— + AEV—~ Ey’, 
(24) (Sm) = 1 f(Bl —C?—AD) + 3 9(—3CT-+-9DE—AAE-+ 3BB) 
a 4 V(—6r E—2AB+43AC) 
+ + @(2Ar—AB+2CE)+ 3 AEE 
+ 4, S(—12D+4AA)— = Cv, 
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(25) (24) =— = ABf—=z =z 9 (AT—2BE)— Z A(12D—AA) 
+ is 1 “vy, 
(26) (2x) = = /(BB—CT) + sy g(12BC—6 AD—A?A— 121?) 


+, A(AF—AB) + =, V(AT— 3 BE) 
+ 4y 0 E047 Dz— wv 
(27) (Zu) = ala A—18BC+-12AD)+ —+, AE 
+ 1, A(4AC—6rE—AB)+ 4 ABY 
+4, O(4BE—3Al)— , AEZ— J AS+— By’, 
(28) aul ay [USC D+ AAC)+ = p(—4ABE+AAT+4'B) 
+ sag 4(—30A D+ 12BF— AA) 
+ sty V(— 36623 A2A-+ 48 BC— 42. AD) 
+a esa estab , 2(AT +4 AB) 
+5 ABS— =, ¥(18D+.4A), 


(29) (Sv) = - iii laa dk line eis 


val 
—— say 4 (6 BB AAE+ 18 DE)—< Bry 


+ 4iz O(-6AD— APA+ 12BO+4.AE) 
+ 37 Z(AB—AC)+ {, S(Q2BE—Al)—-% AEy. 


Zwischen diesen 64 Functionaldeterminanten bestehen wiederum 
fiir den weiteren Ausbau der Theorie dieser Formen wichtige identische 
Beziehungen, die sich durch alleinige Anwendung der beiden Processe 
d und 6 aus den beiden einfachsten und augenscheinlichen: 

(ax) — (Al) =0 und (ad)+ (Av) =0 
herleiten lassen. Von diesen wollen wir hier nur die beiden 
(al) — (ad) — 2(0¥) =0 und A(ay) — 6(an) + 6(AA) =0 
anfiihren. Zur oben erwiihnten Verificirung vorstehender 29 Rela- 
tionen bedarf man einer Reihe zu jeder Arbeit iiber das behandelte 
simultane System unentbehrlicher Invariantenrelationen, die wir an 
dieser Stelle mittheilen wollen: 
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(a0)'=1; (AA)'=24?; (0A)! = AE; 


(aX)! = + AE; (aS)* = D; 

(2A)! => BE— 7 Al; ilies 
(00)! =1 E244 AA—+D; 

(02)! =2TE+ AB— = AC; 


eanir + a A*A— 2 BC+ = AD; 


(28)'=— 2 Or +1DE+— BB— 4 AAL. 


(Die ferner zu diesen Proberechnungen nodthigen Ueberschiebungen 
(C,, ¥)? finden sich im niichsten Paragraphen). 
§ 8. 
Die Ueberschiebungen (C;, C,)”. 

Diese Covarianten 2. Ordnung werden auf analoge Weise wie die 
entsprechenden (C,C,)' aus den beiden: (aw)? =A und (al)? = — x 
nach einander entwickelt. Nur lisst sich bei denselben kein all- 
gemein giltiges Princip der Verificirung a priori aufstellen. 

Es mussten fiir jeden einzelnen Fall besondere Verfahrungsweisen 
gefunden werden, die aber unsere beiden Processe stets sofort liefern. 
Wir wollen von den bei jeder Ueberschiebung vorgenommenen Controll- 
rechnungen nur einige der interessanteren bei dieser Gelegenheit 
erwiihnen : 


d (Xv)? =+ Av)"; (0a), = (FA), — 7 A(OY)'; 
d(Au), a A(au),; O(Su), = 5 A(Om)*; 

d(2n), => A(On), + 3 + A(Sm),; u. 8. W. 
Uebersicht tiber die Ueberschiebungen (C,C,)’. 


(1) (ap)?=A4; (2) (al)? = — 4; 
(3) (am)?=2n — El+ Cy; (4) @AP=—pt+ AW; 


(5) (ax? —v— <Al; 


(6) (an)? = + Dy —+ rl — . Cia — 3 Ex + 1 Am; 
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(7) 

(9) 
(11) 
(12) 
(13) 
(14) 
(15) 
(16) 
(17) 
(18) 
(19) 
(20) 


(21) 


(22) 
(23) 


(24) (2m)? = 


(25) 
(26) 
(27) 





v. Gat. 
eee Ra 14 > 8 ere 1p 1 Aa: ’ 
(avp——_ Bat Zr; (8) (an)? =—_Z Be — 5 As; : 
1 1 
(AveP=—e—gZAy; (10) (AlP=—v— ZAl; 


(Am)? == Dy — CA —=Tl— 7 Ey + 4 Am; 
P > 1 
(Aa)?=— By + | Ad; 


(Aq =— > Bl+ 5 Ax; 


(An)? = _ Da —_ Tx +- = Bm atiit 5 An; 


1 “eon 
(Au ——+ ary —1 Ba; 
‘ 1 42 1 
(Avlm— Alt 5 Br; 

(Ow) =14— FE. 


(Ol? =—fn—5Cy+ i. El— + Aa; 
lan 1 8 ws 1 . = 
(Om)? = aq AES — — Gi —— Cl — gAs+ 3 Em- 
‘ 1 Y ‘ 
(07)? = —+ Do ++ Ady—1 ri + cat Ey—1 (Am—Aw); 
(On)? ==, ¥(AB— 3AM) +. U(18D—AA) — 1 AEA — Cy 





+ ; Tm ——Bu _— + En+ TA; 
(Soy = —frt+ ylot+ i Al+s Ea; 
(2)? =— 7 Dw+ 4, 4AG+ i014 204 —+ Ey 
— zy Am — 55 ABs 

sg ¥ (GAT +B) — = 1(36D4+AA)+-L AEA 

+5Cx— {0 m+ [Be +5 En— +A; 
(2a —= 5 Ay — GFA — Bl; 
(24)? =F ABy + 4.4(18D + AA) +40 y— + Bm +-), An; 
(Zn)? ==, BBY — 7 ABI + ~ 4(AB—3 A) 


+4 4(AA—18D) +162; 
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(28) (Zu)'=b v(4r—2BE)— 4 arl— 4 AEA4+ By+ 4 ty; 
1 





(29) (Zv)? =, (36 BO—18 A D—A*A) + 4 1(AT—2BE) 
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+ 3 4(3AC—AB)+ 4 AEy — Atm + > Dy 
f- ; Bn — 5 Cv; 


g 9. 
Die Ueberschiebungen (C,C,')'. 


Im § 3 finden wir (a9) entwickelt. Die folgenden Operationen 
geben die noch unbekannten iibrigen: 


3(p0) = (pd); d(pE) = (fE) +7 AlGf); UAV) = 2(40); 
Zur Probe muss d(VO) wieder (VA) geben. 
d(A0) = 5 A(f0) + (2); 
Zur Controlle hat man: 
d(AZ) = 5 A(ad) +5 A(AO). 
Weiter ist: 
0(VO)= (VE); d(VE) = 202) +f A(V/). 
Die letztere erhailt eine Controlle durch 
d(@X) = (AL) +5 AQ/). 


Die letzte Covariante (2S) bestimmt man am kiirzesten durch directe 
Ueberschiebung von 


y= i Ef — {Ag — = (ap) [Vergl. §7 (av) 


mit S und Entwickelung von ((a¥) S) nach der im § 4 erwiihnten 
Regel. Der erhaltene Ausdruck ist noch nicht symmetrisch. Ver- 
tauschen wir aber in demselben f mit » und addiren die beiden Werthe 
von (2S), so wird die erwiinschte Form erlangt. 


Uebersicht tiber die (C,C,). 
(1) (40) = fb +0; 

(2) (a8)=j EE+ffl—}Ov+ + gi; 

(3) (@)=— G5 AE—FsfAt 5 Ad; 
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(4) (AV) =—FEE—F gat tflt | Ov; A 
(5) (A0)=—FAE—F A+ FAY; 

(6) (AS)=—+ Ar+ifz+ ld; 

(7) (AZ) =—i B§E—FAI— 5 Ag; 

(8) (02) =—{ Eo— 7 At—Ffu—zq Avot ee 


+5044 4 Ar; 
(9) (28) = 5 &(4E*— AA) + 5 E(pa—fl) — } EO 


+ 34 (Apl—Afa) + 35 (AA+ AV) + 3, ¥(Cf+T 9) 
+ 45 (Z1—SA) + 2 (fn—v) + 4 v*. 


Von den 21 Covarianten (C,C;,')' sind 5 unter den Grundformen 
enthalten. Die fehlenden sieben sind die Gegenbilder der oben ent- 
wickelten, mit Ausnahme von (2S) und (AV), die sich selbst ent- 
sprechen., 


§ 10. 
Die Ueberschiebungen (C,C,’)’. 


Die Entwickelung dieser kniipft an dem im § 2 entwickelten 
Ausdruck von (a9)? an. Mit Ausnahme der zweiten Ueberschiebungen 
einer jeden C, tiber sich selbst findet man aus (a0)? alle tibrigen wie 
im vorigen Paragraphen die entsprechenden (C,C,'). (AA)? findet man 
bei den biquadratischen Formen (G.-K. pag. 181). 


on d(V70)? = 2(00)? + (AV)? 
gie , 


(OL)? = (ZZ)? + = A(CO)! 
liefert (22)? und (SS)? sowie 
d(SS), =2[+ A(@S), + + E(aS), — (28),| 


desgl. (2S),. 
Eine Controlle auf diese aber erhalten wir durch: 


d(Z8), = + A(a8), + + A(az), + 5 E(aZ), — (Z2)," 

















Syzyganten biquadratischer Formen. 


Uebersicht iiber die (C,C,')’. 


(1) @AY=F Af, (2) GO =. Ap +t Ef— te. 
(3) (aS =—T y+ 5 EO + (AV—AA) +4 (Cf—Ty), 
(4) (az)? =-~) (G@EA—AO—If+Bq), 
(5) (AAP => Bs—t Ad, 
(6) (AVPQ= 7 ¥— jf EO ++ (AV+AA)+ 1 (Cf4T9), 
(7) (A0)'= =. @I/+ By —EA—A), 
(8) (AS)?= + (3D/+BV—CA—AS), 
(9) (AZ)'= 7 (12FA+ A2p— 12B046A2), 
(10) (00) = —F w?— 4 (AV+AA) +5 (Cf +419), 
7\9 fi 1 
(11) (02)'=/({ D—,4, 4A) 
+3; (AEp+3CA— BY—2f0—2EX—245), 
(12) (2B)? = | [f(AC—AB)+ 29(3B E— AT) 4+A(18 D+ AA) 
— 2A EO — 12(7 24+ BS) + 2Ay', 
(13) (2S)? = 5. [/(BAT —AB—6CE) + 9(3AC—AB-—6F E) 
+20(6E?—AA—18D)+24(CZ+1S)—12 Ey’. 


Von den 28 Ueberschiebungen (C,C,')* sind 5 Grundformen, aber 
(AV)?, (00)? und (2S)? gehen durch Vertauschung in sich selbst tiber; 
die tibrigen 10 erhilt man als Gegenbilder der oben entwickelten 


(0,0, 
§ 11. 
Grundsyzyganten. 


Obgleich wir die Ausarbeitung der Grundsyzyganten des simultanen 
Systemes einer niichstfolgenden Publication vorbehalten, so wollen 
wir doch zum Schlusse noch an einigen einfachsten Beispielen zeigen, 
wie sich aus den entwickelten Relationen ohne weiteres neben den 
mannigfaltigsten, zusammengesetzten Syzyganten auch die Grund- 
syzyganten hinschreiben lassen. 
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1) Aus 
[od v]' = F1@ vw)? — + vy) 
erhalten wir mit Hiilfe der fiir (fw)?, (WZ)? und (w1)' gefundenen Werthe: 
1 1 1 3 1 1 1 1 
yll-yE +p 4at fD)— 5 0[—,Ck+ Tart 7 4B] 
=F Cov) + 3 (ny)! — 5 E(ly). 


Ersetzen wir hierin (yn)! und (#1)! resp. durch 


qq (AB+3AN) yo — = 118D4AA) + Cy — Zl m+ En+2 Aka 


12 2 
—FAv+ + Bu 
und 
+ Cyu+in—t El, 
so geht die gefundene Relation iiber in die Syzygante: 
(342) : Ale —6D1—3lm+ AFA + 6C0zy4+3En-+ 3Bu — 3Av=0. 
2) Ersetzen wir in der Identitit 
(pl)A + (lA)o + (A¥)L=0 


die ersten Ueberschiebungen (#7) u, s. w. durch ihre beziigl. Werthe, 
so finden wir: 


(444):3 (na +-vl) + (CAT) + Dy? 5 (Am—Au)— Exy — ElA=0. 

3) Ferner giebt die Gleichung: 

((a¥)¥) = 4 vay)? + 5 ¥(av)? — > avy)? 
=} E@v) — 7 Ae — $(2¥) 
nach EKinsetzung der bekannten Werthe der Ueberschiebungen (a)? 
u. 8s, w. die Syzygante: 
(324) :6EZ+4+6AS+6FO—3 Df—3CA—3BV— AEg—1 AAS 
+12yi4=—0. 
4) Schieben wir weiter 
(ev) =— > Ep + GArt ys 


einmal iiber A und substituiren fiir (@A), (aA), (SA) die gefundenen 
Werthe und entwickeln ((«#) A) , so erhalten wir: 


(326): ¥E+ pu+t Agy+ Eo —LAt— 4 Ar+/y=0. 





argpee~ 
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Syzyganten biquadratischer Formen, 


5) Ersetzen wir in 


(aa)y + (a~)a + (Ya)a—0 
die ersten Ueberschiebungen durch ihre unter (C,C,’)' und (C,C,)' 
gefundenen Werthe, so gelangen wir zu der Syzygante 


(228) : Ew 7 (Af?+ Ag’) + > [fS+p2] =0. 
6) Das Quadrat von (aw)! liefert 
. { \2 oe 9 . ‘ 

(428) (5 Ef—jAp—Z 2) —dvf— } (av+/()). 
7) Aus 

(aa)A + (wA)a + (Aaja =0 

schliessen wir auf 

(3, 1, 10): EA + foe — pt =0. 

8) Das Quadrat von (aa) dagegen giebt uns: 


(2, 2,12): #@=—L(Ag?—20-f-9+V-f?) usw. 


Zum Schlusse wollen wir noch an einigen Beispielen zeigen, wie 
wir Grundsyzyganten mit bestimmten Charakteristiken erhalten kénnen, 
d. h. Syzyganten die durch eine gewisse, in ihr auftretende biniire 
Combination der Grundformen als Grundsyzyganten charakterisirt sind. 

1) Ks soll die Grundsyzygante mit der Charakteristik 4? gefunden 
werden. Wir finden in unseren 'l'abellen: (aw)? = 4 und erhalten also 
die gewiinschte Relation durch die Identitit: 


((aw)4) = 4 a(aw)? + = v(aa)? — > f(way?. 


Ersetzen wir (aw~) durch seinen in den Tabellen gegebenen Werth, 
(aw)? durch A und ((a wv) A) mithin durch 


(5 E(aa) — + A(aa) — $3 (2a), 


und schliesslich auch die letzten drei Functionaldeterminanten, so 
erscheint die gesuchte Syzygante in der gewiinschten Form. 
2) Sollte die Grundsyzygante mit der Charakteristik u* aufgestellt 


werden, so miissten wir wegen (a4), = — uw + ; Aw an der Identitiit 


1 2 1 1 
((aa)u) = | w- (ad? + 5 A(auy? — 5 f(Auy? 
ankniipfen. 
3) Die Grundsyzygante D-m muss, da D in (w7)* auftritt, aus 


((wm)y) = 5 mw vy? — 5 ¥(my)? 


entwickelt werden. 
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Da in keiner der Invarianten (C, C,')? ausser D eine andere In- 
variante als Summand auftritt, so miissen alle Syzyganten (i, k, 2) eine 
biniire Combination D - C, enthalten. 

4) Die Grundsyzygante mit der Charakteristik £O entsteht aus 


(av) -© + (vO)a+ a) ¥ =0, 
weil (aw) die Covariante X als Summand enthiilt. 
5) Die Charakteristik D - © befindet sich in der Syzygante 


((Ov)¥) = 3 vO? — 5 Owe. 
6) Um die Charakteristik D -& zu erhalten, miissen wir z. B. 
(am) = Dp —>°V+40C0—+ ES 


einmal iiber f schieben, u. s. w. 

Es lassen sich aber auch mit Hiilfe der gegebenen Tabellen zu- 
sammengesetzte Syzyganten aufstellen, die bestimmte hdhere Com- 
binationen der Grundformen enthalten. 

So geben 

[(al)'y] = 9; [(2S)'y] = 0 
solche mit den Summanden y* und y!; 

[(On)'y] = 0; [(AD'7] = 0; [(AV)'O)=—90; [(224)V] = 0 

resp. solche mit Cy’, Df?, 0?-w und A?V?. (Wir verstehen, wie 


gebriiuchlich unter [(ab)c]—=0 die Identitiit (ab)ce+ (be)a+(ca)b= 0) ‘ 


Es bleibt hiernach nur die Aufgabe zu lésen, unter den as 


biniren Combinationen der 28 Grundformen diejenigen abzusondern, 
die wirklich einer Syzygante als integrirender Bestandtheil angehéren, 
und dies wird, wie schon oben gesagt, der Inhalt einer weiteren Ver- 
éffentlichung sein. 


Oppenheim, 24. April 1888. 



































Ueber die Endlichkeit des Invariantensystems ftir binare 
Grundformen. 


Von 


Davio Hizzert in Kénigsberg. 


P. Gordan hat zuerst bewiesen, dass es fiir ein vorgelegtes System 
von biniiren Grundformen eine endliche Zahl von Invarianten giebt, 
durch welche sich jede andere Invariante jener Grundformen rational 
und ganz ausdriicken lisst. Im Folgenden wird fiir diesen fundamen- 
talen Satz ein anderer Beweis erbracht, welcher mit dem urspriinglichen 
Verfahren von P. Gordan*) nahe Analogieen aufweist, wihrend anderer- 
seits der Gedankengang dem von F. Mertens**) gegebenen Beweise 
parallel liuft. 

Der Beweis stiitzt sich auf die beiden folgenden bekannten und 
leicht beweisbaren Theoreme: 


I. 


Ein System von beliebig vielen linearen und homogenen diophan- 
tischen Gleichungen besitzt eine endliche Anzahl positiver Lésungen 
von der Beschaffenheit, dass jede andere positive Lésung sich mit 
Hiilfe positiver ganzzahliger Coefficienten linear und homogen aus 
jenen zusammensetzen liisst.***) 


I]. 


Bildet man aus N beliebigen Gréssen w, ... die Summe ihrer 
Ltn, Qten, . ., N'" Potenzen, wie folgt: 
@+---, @?> ferry rey av +... 
und bedeutet p irgend eine positive ganze Zahl, so gilt stets eine Identiiit 
von der Gestalt: 





*) Vorlesungen iiber Invariantentheorie. Bd. Il, pag. 231. 
**) Crelle’s Journal Bd. 100, p. 223. 
***) Vergl. P. Gordan, Vorlesungen iiber Invariantentheorie. Bd, 1, pag. 199. 
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(1) oP = G+ GWq+..-+ Grey, 


wo G, G,..., G@4- ganze Functionen jener N Potenzsummen sind. 

Beide Theoreme sind dem in Rede stehenden Invariantensatze 
insofern gleichgeartet, als sie ebenso wie jener die Endlichkeit 
gewisser in sich geschlossener Systeme behaupten. Zugleich 
weisen wir auf den Umstand hin, dass in beiden Theoremen die 
charakteristische Reductionsgleichung die einzelnen Glieder des ge- 
schlossenen Systems in linearer Weise enthilt. 

Die vorgelegte Grundform f von der n*" Ordnung in den homo- 
genen Variablen x, y stelle man als Product ihrer Linearfactoren dar, 
wie folgt: 

f = (a&x+ BOy) (a a+ By) --- (a a+ Bm y) 
und benutze die Abkiirzung: 
(k, 1) = e&® BO — ae BO, 


Jede Invariante der Form f setzt sich bekanntermassen zusammen 
aus symmetrischen Gebilden von der Gestalt: 


(2) SJ =(1, 2)" (1, 3)" (2, B)P"- - - (m1, ny" 4---, 


wo man die folgenden Glieder der Summe aus dem hingeschriebenen 
Anfangsgliede dadurch erhiilt, dass man die in den Klammern stehen- 
den Zahlen 1, 2,..., » auf alle méglichen Weisen permutirt. Ueberdies 
ist jedoch erforderlich, dass in jenem Anfangsgliede jede der Zahlen 
1,2,...,. gleich oft vorkommt, d. h. es bestehen fiir die als Potenz- 
exponenten auftretenden positiven ganzen Zahlen nothwendig die Glei- 
chungen: 

eh? 4 eh 4... 4 ebm 
(3) = el 4 3 4... 4 orm 


— emt -|- en? 4. oS -+- eet 


wo allgemein e*' und e+* dieselben Zahlen sind. 

Nach Satz I lisst sich jede positive Lésung der diophantischen 
Gleichungen (3) aus einer gewissen endlichen Anzahl m von speciellen 
positiven Lésungen linear und homogen unter Vermittelung ganz- 
zahliger positiver Coefficienten p,, p.,.--, Pm zusammensetzen, wie 
folgt: 

e = per” + p,c +*+°+ Pate » 
a ae tad? t-te, . 


n—Ii,n n—i,n n—Ii,n n—I1,n 
ee pet pee" +++ + mem. 

























Endlichkeit von Invariantensystemen. 


Wir bedienen uns der Abkiirzungen: 
nd. eb 2,3 n—1,n 
itze ao, = (1, 2)° < * asad " se+(n—1,n)' ? 
eit (5) ‘ a ee ar 
ich eh? eis 2.8 n—1,n 
die = (1,2) (1,3) (2,3)" -+-(@—1,n)™ > 
ge und bilden simmtliche Invarianten von der Gestalt: 
al (6) an — o, a, scl a” + sit 
lar, ‘ 


wo keiner der Zahlenexponenten z,, 2,,..., 2m die Zahl 
N=1.2.38.. 


iiberschreitet und wo die folgenden Glieder der Summe auf gleiche 
Weise wie oben in (2) aus dem Anfangsgliede abzuleiten sind. 
Aus jedem der m Producte (5) gehen durch Permutation der in 
ven den Klammern stehenden Zahlen 1,2,3,...,” noch N — 1 weitere 
Ausdriicke hervor; daher gelten, eutsprechend der Reductionsformel 
(1) in Satz Il, Gleichungen der folgenden Art: 


en 


— G, 4 aie} wil ia gi'- ali 


en- (7) Sk 
lies aim — a, 4 + qo @,, > > «0, of, 
len 
nz- wo die Coefficienten G ganze Functionen der Potenzsummen : 
el- 
@, +++, @i -+-:-, eee eee 
(8) é eS We Sede! Bee 
Wn ss, Gates, +) eee. 
bedeuten. Die Potenzsummen (8) sind simmtlich dem System (6) an- 
gehérige Invarianten. 
Was nunmehr den allgemeinen Ausdruck (2) einer Invariante 
en anbetrifft, so erhilt derselbe bei Beriicksichtigung der Gleichungen (4) 
en und (5) die Gestalt: 
1Z- J =a" @}? +++ orm... 
vie 


Hieraus erkennen wir leicht nach Eintragung der Werthe (7), dass 
J eine ganze Function der Invarianten des Systems (6) wird, d. h. 
die Invarianten (6) bilden ein System von der Beschaffenheit, wie es 
unser Sate verlangt. 
Liegt ein System von beliebig vielen Formen /, g, h,... zu Grunde, 
P so ist an Stelle von (2) ein symmetrisches Gebilde zu setzen, dessen 
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Anfangsglied siimmtliche Determinanten der Linearfactoren von f,g,h,... 
enthilt und zwar in der Weise, dass die Coefficienten der zur selben 
Grundform gehérigen Linearfactoren in demselben Grade auftreten. 
Diese charakteristische Eigenschaft einer Simultaninvariante findet 
ihren Ausdruck in einem System diophantischer Gleichungen, welches 
die Rolle des Gleichungssystems (3) iibernimmt. Im Uebrigen gilt 
genau dieselbe Schlussfolgerung. 


Gottingen, den 30. Miirz 1888. 
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Ueber Biischel von binéren Formen mit vorgeschriebener 
Functionaldeterminante*). 


Von 


Davin Hizpert in Konigsberg. 


Das Problem. 


Ein Biischel von biniiren Formen der v' Ordnung in den 
homogenen Variablen x, y: 


(1) up + wp 
hiingt von 2v — 2 wesentlichen Constanten ab und diese Zahl ist 
zugleich die Ordnung der Functionaldeterminante: 

_ a9 2 ap 2 

f= 1 Ee — = a (9, p). 
Gehen wir daher von der letzteren Form als gegeben aus, so entsteht 
die Frage nach der Zahl und Beschaffenheit der Formenbiischel mit 
der vorgeschriebenen Functionaldeterminante f, oder, was auf dasselbe 
hinausliuft, es handelt sich um die Ermittelung der Involutionen vy 
Ordnung, deren 2v — 2 Doppelelemente gegeben sind. Das gekenn- 
zeichnete Problem hat in neuerer Zeit vielfaches Interesse erweckt, aber 
nur in den einfachsten Fiillen y=3 und yv=4 durch C. Stephanos**) 
und A. Brill***) erfolgreiche Behandlung gefunden, 

Grundlegend fiir unser Problem ist vor Allem der von A. Brill?) 

streng erbrachte Beweis fiir die allgemeine Natur der Form /. Diese 
Thatsache lisst nimlich unmittelbar erkennen, dass zu jeder Form / 





*) Vergl. eine vorliufige Mittheilung in den Berichten der k, siichs. Gesell- 
schaft vom 24, October 1887. — Eine wesentlich vom vorliegenden Problem ver- 
schiedene Aufgabe besteht in der Bestimmung von biniiren Formen mit vor- 
geschriebener Discriminante; vergl. die auf letztere Frage beziigliche Untersuchung 
des Verfassers in diesen Annalen Bd. XXXI, pag. 482. 

**) Sur les faisceaux de formes binaires ayant une méme Jacobienne. Mémoires 
présentés 4 l’académie des sciences de l’institut de France. Bd, 27. 

**t) Ueber biniire Formen und die Gleichung 6" Grades, diese Annalen 
Bd. XX. 
7) l. ec. pag. 334, 
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nothwendig eine endliche Anzahl m von Biischeln (1) zugehéren muss. 
Ein weiterer Fortschritt ist die Berechnung dieser Anzahl durch 
F. Meyer*), H. Schubert™*) und C. Stephanos***); dieselben 
fanden in Uebereinstimmung mit einander: 
_ —« @s—32)! 
~~ (w—Ijlol 
Im Folgenden wird das bezeichnete Problem algebraisch verfolgt 
und in einer fiir jede Ordnung vy giiltigen Weise zur Lésung gebracht. 


Der zwischen zwei Lisungen obwaltende Zusammenhang. 


Es seien: 


(2) xp, +uy, und xg, + wy, 
zwei Formenbiischel v'* Ordnung mit der niimlicken Functionaldeter- 
minante: 


(3) (1 ¥1) = (P25 2). 

Wir bestimmen zuniichst alle Formen v'*t Ordnung, deren v'° Ueber- 
schiebungen iiber die Formen des ersteren Biischels verschwinden und 
erhalten so eine v — 2-fach unendliche lineare Formenmannigfaltigkeit 
M,, welche zu jenem Biischel apolar ist. Entsprechend bezeichne M, 
diejenige v — 2-fach unendliche Formenmannigfaltigkeit, welche zu 
dem zweiten Biischel apolar ist. Die den beiden Mannigfaltigkeiten 
M, wid M, gemeinsamen Formen bilden ihrerseits eine v — 4-fach 
unendliche Mannigfaltigkeit M, welche nothendigerweise apolar ist 
zu der dreifach unendlichen linearen Formenmannigfaltigkeit: 


(4) Hy Dy My YY  %_ D2 + My Yo- 

Die beiden Formenmannigfaltigkeiten M, und MW, besitzen die niimliche 
Functionaldeterminante wie die beiden Formenbiischel (2). Desgleichen 
stimmt die Functionaldeterminante der Mannigfaltigkeit MM iiberein 
mit der Functionaldeterminante: 


| Os Ow, O He O We 


ox ox ou ox 





Oy Ow, O He Ob, 
Ox*cy dxoy ex*dy CxOy 





Op Oy Po O° He 
Oxdy* Oxdy Cuddy? dxudy® 
8 v1 ae Dy a Po 7h We 
oy® oy*® oy’ oy 























*) Apolaritiit und rationale Curven. Tiibingen 1883, pag. 391. 
**) Mittheilungen der mathematischen Gesellschaft in Hamburg. 1884. 
***) Sur la théorie des formes binaires et sur I’élimination, Annales de l’école 
normale, 8, III, Bd. 1, pag. 351, 
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Die Relation (3) fihrt unmittelbar zu einer charakteristischen 
Kigenschaft der Mannigfaltigkeit (4), Betrachten wir nimlich irgend 
ein dieser Mannigfaltigkeit angehériges Formenbiischel, so zeigt sich, 
dass es im allgemeinen innerhalb jener Mannigfaltigkeit noch ein 
anderes Formenbiischel giebt, welches die nimliche Functionaldeter- 
minante wie das erstere besitzt*). Hs sei nun t ein Linearfactor der 
Functionaldeterminante A und @ diejenige Form der Mannigfaltigkeit 
(4), welche die Linearform t als vierfachen Factor enthiilt. Die Func- 
tionaldeterminante dieser Form g und einer beliebigen anderen Form 
derselben Mannigfaltigkeit (4) enthiilt jedenfalls die Linearform r als 
dreifachen Factor. Andererseits ist leicht einzusehen, dass jedes Biischel, 
dessen Functionaldeterminante durch t* theilbar ist, selbst eine durch 
t® theilbare Form enthalten muss. Nach obiger Bemerkung giebt es 
daher in jener Mannigfaltigkeit (4) noch eine zweite Form ~, welche 
t als dreifachen Factor enthilt. Diese und die Form g bestimmen 
innerhalb der Mannigfaltigkeit (4) ein Biischel (1), dessen siimmtliche 
Formen durch t* theilbar sind. Zu diesem Formenbiischel ist jede 
Form von der v'*" Ordnung apolar, welche t als v — 2-fachen Factor 
enthiilt, Bestimmen wir daher eine quadratische Form a derart, dass 
die Form t’-*x noch zu zwei anderen Formen der Mannigfaltigkeit (4) 
apolar wird, so ist diese Form v’-*x zu allen Formen der Mannig- 
faltigkeit (4) apolar und folglich in der Mannigfaltigkeit MZ enthalten, 
Die Functionaldeterminante A der letzteren Mannigfaltigkeit ist mithin 
durch das Quadrat oder durch eine héhere Potenz des Linearfactors rt 
theilbar d. h. die Functionaldeterminante A enthilt jeden ihrer Linear- 
factoren zwei- oder mehrfach. Die Functionaldeterminante A ist von 
der Ordnung 4v— 12. Damit dieselbe ein vollstiindiges Quadrat 
werde, sind 2v — 6 von einander unabhingige Bedingungen zu erfiillen 
nithig. Da andererseits diese Zahl von Bedingungen gerade hinreicht, 
um innerhalb der v — 2-fach unendlichen Formenmannigfaltigkeit Y, 
eine v — 4-fach unendliche Formenmannigfaltigkeit JZ festzulegen, 
so schliessen wir, dass die Functionaldeterminante A im allgemeinen 
jeden ihrer Linearfactoren nur zweifach enthilt. Wir gewinnen da- 
durch die folgenden Siitze: 

Die dreifach unendliche lineare Formenmannigfaltigkeit (4) enthdlt 
2v—6 Biischel, deren stimintliche Formen einen dreifachen Linearfactor 
besitzen. 

Die v —- 4-fach unendliche lineare Formenmannigfaltigkeit M ent- 
hilt 2v — 6’Formen mit v — 2-fachem Linearfactor. 

Die Functionaldeterminante & ist ein vollstindiges Quadrat. 


*) Vergl. C. Stephanos, Sur les faisceaux de formes binaires etc 
pag. 52, 
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Die beiden ersteren Siitze bedingen sich gegenseitig und iiberdies 
den letzten Satz; indem sie den speciellen Charakter der beiden Mannig- 
faltigkeiten (4) und M kennzeichnen, wird damit zugleich die gegen- 
seitige Abhiingigkeit von irgend zwei Lésungen unseres Problems in 
grelles Licht gertickt. 

Dem einfachsten Falle »=—4 entspricht der bekannte von 
C. Stephanos und A. Brill entdeckte Satz. 


Die Combinante J. 


Bereits C. Stephanos*) hat auf eine allgemeine Bedingung auf- 
merksam gemacht, welche fiir die beiden Formen g, und g, gilt und 
eine Folge der Relation (3) ist. Sollen niimlich zwei bestimmte Formen 
g, und g, von der v'" Ordnung beziehungsweise zu zwei Biischeln 
mit der nimlichen Functionaldeterminante gehéren, so ist dazu noth- 
wendig und hinreichend, dass eine gewisse Combinante J jener Formen 
verschwinde. Diese Combinante ist vom v — 2'" Grade in den Coef- 
ficienten jeder der beiden Formen g, und g,. Hine andere Deutung 
der Combinante J ist auf Grund eines allgemeinen vom Verfasser**) 
angegebenen Theoremes moglich. Hiernach ist das Verschwinden der 
Combinante J zugleich die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, dass den Formen g, und g, eine Form # von der 2v — 2" 
Ordnung mit den invarianten Beziehungen: 

(M1, F)r1=9, (G2, F141 = 0 
zugehort. 

Um die Combinante J zweier Formen g und yw zu bestimmen, 
nehmen wir fiir den Augenblick an, dass die beiden Formen @ und & 
von der v'" Ordnung einen gemeinschaftlichen Linearfactor t besitzen 
und ausserdem so specialisirt seien, dass die Combinante J fiir dieselben 
verschwindet. Wie man sich leicht iiberzeugt, folgt nothwendig aus 
diesen Annahmen, dass entweder die Combinante J’ der beiden I'ormen: 


y= und vat 


verschwindet oder die Functionaldeterminante dieser beiden Formen 
gy und y den Linearfactor t enthiilt, Diese Thatsache lisst erkennen, 
dass die Combinante J der beiden Formen: 


Pp = Ma" + (7) a, arty +++ + ayy”, 


» = Boo +(1) Baty +--+ By" 


*) Sur les faisceaux de formes binaires etc. pag. 50. 
**) Vergl. diese Annalen, Bd. XXX, pag. 570. 
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die Kigenschaft besitzt, nach Einsetzung der Werthe: 
i @ = 0, a, = ay, & = 2a’, +++, ey = Vay1, 
6, = 0, B,; = By, B, = 28,', p= v By 


iiberzugehen in die Combinante J’ der beiden Formen v — 1' Ordnung: 
¢ , Land 1 ’ y , 
{ p =a wt + (” 1 Vay ay ee fb oy, 


v= Bert ("7 )eerty t+ ee, 
multiplicirt mit: 
ty By — a‘ By. 
Fiihren wir daher in J’ mittelst der Gleichungen: 
1 


, , 
Myp Gy OS M+ * pH SM 


Hy = %,% =F 
, , 1 , 1 , 

By = 8B,, B; =F b,, by = | ee" **s By = — By 

die ungestrichenen Coefficienten ein und bezeichnen den so entstehen- 
den Ausdruck mit [J ‘], so erhalten wir die charakteristische Recursions- 


formel: 
J = (a, B, — «,8,) [J] + aA + BB. 

Hierin sind A und B als ganze Functionen der Coefficienten von 
und w so zu bestimmen, dass der Ausdruck rechter Hand eine Simultan- 
invariante der beiden Formen @ und y wird, d. h. der bekannten Dif- 
ferentialgleichung einer solchen geniigt. Diese Bestimmung der Gréssen 
A und B ist nur auf eine einzige Weise méglich. Denn erfiillten 
etwa A’, B’ ebenfalls jene Bedingungen, so besiissen wir in dem Aus- 


drucke: 
a, (A — A’) + By(B — B) 

eine Simultaninvariante vom Grade v— 2 in den Coefficienten jeder 
der beiden Formen gp und y, welche gleichzeitig mit der Resultante 
dieser beiden Formen verschwinden miisste; eine solche Simultanin- 
variante ist aber augenscheinlich unmdglich. 

Die angegebene Methode gestattet eine successive Berechnung der 
Combinanten J. Wir finden so fiir v = 3 und v = 4 beziehungsweise: 


J = (9, Y)s> 


J*) = 8(0, @)2 + [(P, Ys]? — (HM, )s (Hs Wa» 


wo @ die dritte Ueberschiebung (p, %), bezeichnet. 
Die Combinante J**) ist fiir die Fortentwickelung des in Rede 





*) Dieselben Werthe findet C. Stephanos mittelst directer Rechnung, vergl. 
Sur les faisceaux de formes binaires etc., pag. 50. 

**) Auch zwischen der Form und den Factoren »* Ordnung der Func- 
tionaldeterminante (, »), besteht eine Beziehung, welche durch das Verschwinden 
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stehenden Problems von fundamentaler Bedeutung und bedarf daher 
einer eingehenderen Discussion. Wir setzen sie in der Gestalt an: 


Heo, ¥) = Smiter (F)" (9) aii Satan 


wo die Summe iiber alle Potenzexponenten i,, i,,..., i, mit der Be- 


dingung: 
ti te--+iimv—2 
auszufiihren ist und G;,;,...;,(¥) die betreffenden Glieder vom v —~ 2! 
Grade in den Coefficienten der Form y umfasst. Nach Hinfiihrung 
der abkiirzenden no mere 
v ie A oot Bi ge te + By ge 
a 


Py = Gp + ag the ae 





folgen aus der Combinanteneigenschaft unserer Simultaninvariante: 


J(p+aqv, o+py) = (1—pq)’ J (9, v) 


die weiteren Formeln: 
oO 1* o 14 } 
[? ae | a J(p,¥) =, (xm), 


? 2. “les "I (9, ¥) = (— IF Ig, ¥)- 
P 


— x—2)! 


Die Liésung des Problems. 
Es mégen: 


(5) HP, + UY, HP, + WYo,.-- 


die Gesammtheit derjenigen Formenbiischel darstellen, deren Functional- 
determinante der gegebenen Form: 


9 - 
f= a2" + ¥ :*) a, a3 y +--+ + ay oy??? 


gleich ist. Ks seien ferner: 


einer gewissen Simultaninvariante K zum Ausdruck gebracht werden kann. Diese 
Invariante K wurde zuerst von C. Stephanos behandelt, vergl. Sur les faisceanx 
de formes binaires etc., pag. 38. Hierauf hat der Verfasser eine Recursionsformel 
zu ihrer successiven Berechnung aufgestellt und vermiége derselben die Berechnung 
in den Fallen y= 2, » = 3 und y =4 wirklich ausgefiihrt, vergl. die Berichte 
der k. siichs. Gesellschaft vom 24. October 1887, pag. 115. Es sei zugleich darauf 
hingewiesen, dass ebenso wie die Combinante J so auch die Invariante K viel- 
fache Ansiitze fiir weitere im Bereich unserer Fragestellung liegenden Unter- 
suchungen bietet. 


a er eee 








_—. 


a ee ee ee CU. 
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B= fot (t)harty te + by, 
= Ny x” + ({) mv—ty fess +wy’, 
uu, a” + (7) u, arty tees twyy’, 
vy a + (1) ety f+ boy” 


Formen mit unbestimmten Coefficienten. Die Summe: 


{Pr E)o(Vry Wy» — (rs Mo (1» Ev}? 
+ {(P2> E)v(W2» 0)» — (Has M)o (We, Ev}? + ++ 
ist offenbar eine rationale Function der Coefficienten von f und daher 
einem Bruche gleich, dessen Ziihler eine ganze Simultaninvariante der 
Formen /, &, 4 und dessen Nenner eine ganze Invariante der Form 
f allein darstellt. Die letztere Invariante ¢ ist aber nothwendigerweise 
eine constante Zahl; denn im andern Falle miisste wenigstens eines 
der Biischel (5) fiir ¢—0O unendlich grosse Coefficienten erhalten. 
Greifen wir ein solches Biischel heraus und denken uns die Coeffi- 
cienten desselben nicht, wie urspriinglich, als algebraische Functionen 
der Coefficienten a), a, -.--, Gzv-g der gegebenen Form /, sondern 
als algebraische Functionen von dy, a, .--, @z»—s und 7, so ist die 
Annahme berechtigt, dass die Form g beim Grenziibergange i = 0 
in die endliche und nicht verschwindende Form g’ iibergehe, wiihrend 
die Form y erst nach Multiplication mit i?(p>0) fiir i =O einen 
endlichen und you Null verschiedenen Werth wy’ ergiebt. Da trotzdem 
die Functionaldeterminante beider Formen einen fiir i= 0 endlich 
bleibenden Werth besitzen soll, so folgt zuniichst, dass wy’ mit g’ bis 
auf einen endlichen constanten Factor c tibereinstimmen muss. Sub- 
stituiren wir daher fiir ~ die Form ~—ci-?g, so wird nunmehr 
beim Grenziibergange das Bischel von einem niederen Grade unendlich 
als vorhin. Die Fortsetzung dieses Verfahrens fiihrt auf einen Wider- 
spruch, welcher nur durch die Annahme é = const. beseitigt werden 
kann. Daher stellt jene Summe eine ganze Simultaninvariante vom 
Grade »v — 2 in den Coefficienten einer jeden der drei Formen f, &, 4 
dar, Setzen wir in dieser Simultaninvariante allgemein an Stelle der 
Producte: vat ae 
& “é 5,” und 1, Ny ee n” 
die Aggregate: 
Gi,i,..-4,(4) beziehungsweise Gj,;,...;,(v), 


so entsteht eine neue Simultaninvariante S(/, u,v), welche wiederum 
vom Grade v — 2 in den Coefficienten einer jeden der drei Formen 
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f, wu, v ausfallt. Die Benutzung der vorhin entwickelten Eigenschaften 
der Combinante J fiihrt zu folgendem Ergebniss. 

Setzt man in der Simultaninvariante S(f, p, v) an Stelle der 
Form f die Functionaldeterminante (gp, w) ein, so lisst sich das ent- 
stehende Gebilde in zwei ganze und rationale Factoren spalten, von 
denen der eine die Coefficienten der Form v, der andere diejenigen der 
Form w nicht enthilt; und zwar gilt dann die Identitit: 

S(f, p, v) =I (gH, v) JQ, »). 

Diese Identitit dient einerseits in jedem einzelnen Falle zur wirk- 

lichen Berechnung der Simultaninvariante S(f, u,v), andererseits ist 


mit ihrer Hiilfe die Lésung unseres Problems méglich. Um letzteres 
einzusehen, setzen wir: 


4=Jd(9, v) 
und vergleichen dann auf beiden Seiten der aufgestellten Identitiit: 
(6) S(f, p, v) = 4d (9g, ») 


die Coefficienten der Ausdriicke: 


veol +. ui, (ip i, +--+ i,—v—2) 
Die Zahl der auf diese Weise aus (6) entstehenden Gleichungen ist: 
(2v—2)! 

(vy —2)!o! - 


In diesen N Gleichungen treten ausser der Grésse 4 noch die Producte 
von der Gestalt: 


ara... iv (iy +i, +--+» +i, —v—2) 
als Unbekaunte auf. Da diese Producte offenbar nur in linearer und 
homogener Verbindung vorkommen und ihre Zahl ebenfalls N betriigt, 


so ist die Elimination derselben direct ausfiihrbar und liefert eine Glei- 
chung von der Gestalt: 


(7) D(a) = 9, 


wo die linke Seite eine N-reihige Determinante ist und nur noch die 
eine Unbekannte 4 enthilt. Aus der Identitiéit (6) folgen durch An- 


wendung der Operation ve und unter Benutzung der Combinanten- 


eigenschaft von f und J die v — 2 weiteren Identitiiten: 


[Ya] Shea [ese] Jo, 


[pe] Sho) —alv ST Jo. 


A ist daher eine vy — 1-fache Wurzel der gewonnenen Gleichung (7) 


Se 
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d. h. D(A) wird die vollstindige » — 1 Potenz eines Ausdruckes von 
der Gestalt: 


F(a) = a" 4 Aj amt te Ay g 08 + Ayo d? + Ay 
und die Unbekannte 4 geniigt der Gleichung: 
(8) F(a) =0, 
deren Grad: 


N _ (2v—2)! 


y—1L ss (vp— 1)! v! 





i= 


in der That mit der zu Anfang erwiihnten anzahltheoretisch berech- 
neten Zahl tibereinstimmt. Die Coefficienten A,, A,,... sind ganze 
Invarianten der gegebenen Form f beziehungsweise vom v — 2'", 
2(v-—2)',... Grade. Der Coefficient von 4 ist gleich Null. 

Um die gesuchten Formenbiischel (5) selbst zu finden, dazu dient 
dasselbe Verfahren, welches der Verfasser in seiner Habilitations- 
schrift*) zur Erledigung ihnlicher Fragen angewandt hat. Das Ver- 
fahren liefert in unserem Falle die folgenden Resultate. Riindern wir 
die Determinante D(A) in geeigneter Weise unten beziehungsweise an 
der Seite mit den Gliedern: 

gh gf. - gv beziehungsweise: ne yt tee ”,” : 
so ist die so entstandene Determinante durch die v — 2 Potenz des 
Ausdruckes J*(A) theilbar. Der iibrig bleibende Factor nimmt die 
Gestalt an: 

T(A) = T,A°-1 4 T, ae-8 ew Th, 

wo 7',, 7, T,,... simultane Invarianten vom Grade 0, »y—2, 2(v—2),... 
in den Coeflicienten von f und vom Grade vy — 2 in den Coefficienten 
jeder der beiden Formen § und y sind. 

Einer jeden von den n Wurzeln 4,, 4,,... der Gleichung (8) 
entspricht eines der gesuchten Formenbiischel (5). Die Construction 
desselben wird ermiglicht durch die Formel: 

4,7 (a; 
ST = (91 Bebe ae — (Ges Wee Be 


Ks ist bemerkenswerth, dass die mitgetheilte Lésung des Pro- 
blems im Grunde auf die Auwendung des in der Habilitationsschrift 
des Verfassers zum ersten Male eingehend behandelten und seitdem 
nach verschiedenen Richtungen hin erweiterten**) Gesichtspunktes 


*) Ueber einen allgemeinen Gesichtspunkt fiir invariantentheoretische Unter- 
suchungen im biniiren Formengebiete. Diese Annalen Bd. 28, pag. 381. 

**) Vergl. den Brief des Verfassers an Ch, Hermite, Journal de Mathé- 
matiques, 1888, 
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hinausliuft. Wie dort so erfordert auch das hier behandelte Problem 
zur vollstindigen Erledigung eine Untersuchung simmtlicher méglichen 
Ausartungen, wie sie durch das Zusammenfallen mehrerer Wurzeln 
der Gleichung fiir 4 bedingt sind. Schon der Fall einer blossen 
Doppelwurzel giebt zur Unterscheidung zweier vollig verschiedenen 
Ausartungen Anlass, je nachdem die Bedingung A, = 0 den Werth 
4 =0 zu einer Doppelwurzel macht, oder wenn ein Wurzelwerth 4; 
zugleich den Ausdruck: 


4 OPO @ nan-3 + (w—1) Aa ee BAR 3A + 2 Ayes 
oe 1 


zum Verschwinden bringt. Nur im ersteren Falle fallen wirklich zwei 
der gesuchten Biischel zusammen, wiihrend im letzteren Falle der 
Doppelwurzel 4; zwei unter einander verschiedene Biischel: 

epi uy und xp + dy 


zugehéren, deren Construction vermége der Formel: 





“pe ae Ci(m, E)o(vi , N)y — (Pi, N)o(Vi, §)}" 


OME (pis Be (Wis Me — (Gis Do (Wi, Be)” 
durch Auflésung einer quadratischen Gleichung erméglicht wird. 

Das einfachste Beispiel fiir die bisherigen allgemeinen EKut- 
wickelungen liefert der Fall vy = 3*). Die zur Lésung des Problems 
erforderliche Simultaninvariante lautet in symbolischer Schreibweise: 

S(f, u, v) = (au)? (av)* (wv), 
wo: 

f=a, vu=#8, v=v% 
gesetzt ist. Den weiteren Specialfall vy = 4 hat C. Stephanos in der 
citirten Arbeit sehr ausfiihrlich , jedoch mittels einer wohl kaum verall- 
gemeinerungsfihigen und mehr rechnenden Methode behandelt. Die 
von ihm aufgestellte Gleichung fiinften Grades**) geht durch eine sehr 
einfache Substitution in diejenige Gleichung desselben Grades iiber, 
auf welche die Anwendung unserer allgemeinen Theorie fiihrt; ebenso 
dienen die tibrigen von C, Stephanos fiir diesen Specialfall berech- 
neten invarianten Bildungen vortrefflich zur Bestitigung unserer all- 
gemeinen Kntwickelungen. 


Kénigsberg, den 23. Mai 1888. 


*) Vergl. die citirte Habilitationsschrift des Verfassers, pag. 436—437. 
**) Sur les faisceaux de formes binaires etc. pag. 80. 
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Ueber Verallgemeinerung eines Satzes von Cauchy. 
Von 


O. Srouz in Innsbruck. 


1. Durch Verallgemeinerung des Satzes, den Cauchy im Cours 
d’Analyse p, 48 gegeben hat, bin ich zu dem folgenden Satze gelangt*): 

a) ,Bedeuten f(m) und g(n) eindeutige reelle Functionen der 
ganzen positiven Zahl n, wovon die letatere bei wachsendem n stets in 
demselben Sinne sich dndert und fiir lim » =-+ oo einen unendlichen 
Grenzwerth hat, so folgt aus der Existenz des Grenzwerthes 


oy Let DFO) 
(1) ime @+1)— om)” 


dass fiir den Bruch f(m): p(n) ein Grenzwerth bei lim n = + oo vor- 
handen ist und dass er mit dem Grenzwerth (1) iibereinstimmt.“ 


*) Vgl. Math. Ann. XIV, S. 234, O. Stolz, Vorlesungen iiber allg. Arith- 
metik 1, s. 173. — Einen besonderen Fall meines Satzes findet man in der Note 
des Hrn. E. Cesiro in den Rendiconti dell’ Accad. dei Lincei 1888 p. 116. 


Bezeichnen 
@o @ 
>: u, >: %, 
1 1 


zwei unendliche Reihen, wovon die letztere von einem bestimmten Werthe von 
m an nur positive (bezw. nur negative) Glieder enthilt und divergirt, und 


setzt man 
ty + Uy +--+ u, = U,, %+% +--+, = V,, 
U. U. 


lm —=”"-=— lim les... lim —, 
n=to Vy, n=to V,— Vas n=+-@ Up, 


so hat man 


Uy 





im Falle dass der letzte Grenzwerth existirt, gleichviel ob er endlich oder un- 
endlich ist. Denn V,, iindert sich von einem bestimmten Werthe von n an stets 


in demselben Sinne. 
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Hr. Jensen hat vor kurzem einen Satz aufgestellt*), welcher 
den vorstehenden als besonderen Fall enthilt, wenn der Grenzwerth 
(1) endlich ist. Er lautet: 

b) ,,Bedeuten g(m) und m(m) eindeutige (reelle oder complexe) 
Functionen der ganzen positiven Zahl m, von welchen die erstere bei 
lim x = + oo einen endlichen Grenzwerth c¢ besitzit, wiihrend 

lim |@n| = -+ co 
ist und sca 


fiir alle Werthe von n unter einer positiven Zahl B liegt, so hat 


# 
p () 


> fe) — 9 — D9g@) = Fo) 


bei lim » = + oo einen Grenzwerth und zwar ist 


(2) lim —— > [p(r) — o(r — I) g(r) = 
n=-+@ y(n) : 

Es scheint mir nicht unwichtig zu sein, dass der Beweis dieses 
Satzes mit denselben Mitteln geleistet werden kann, wie der des voraus- 
gehenden; das erhellt aus einer kleinen Abiinderung der von Hrn. 
Jensen gegebenen Entwickelung. Setzt man mit ihm 


g(n)—e=e% > 'lp0)— or —D| =A, 


so ergiebt sich 


BQH) — = Sis} >} lw) — 9 — Mle — wel 


IF) — el S Tyee {> (7) — p(r — 1)| lor] + lel}. 


also 


n 
(3) |F(n)— el < = {4 les + >} (4- — Ara) Lor! + (eo). 
2 
*) Compt. rend. 1888, I. Sem., 8. 833. Hr. Jensen bemerkt, dass in seinem 
Satze fiir m(n) jede positive Function von m, die mit wachsendem m bestiindig 
und in’s Unendliche zunimmt, gesetzt werden diirfe. Der Satz a) erscheint dem- 
nach als besonderer Fall der Formel (4) i. T. Dass derselbe bereits vor seiner 
Mittheilung bekannt war, erwihnt Hr, Jensen nicht. — Auch Hr. E. Cesaro 
theilte schon friiher den in Nr. 3 erwiihnten und einen anderen besonderen Fall 
des Satzes 6) mit (vgl. Rendiconti d. Circolo mat. di Palermo I, 8. 225 und Nouv, 
Ann. de Mathématiques 5. sér. VII, p. 54). 
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Zufolge der Voraussetzungen liisst sich jeder positiven Zahl d 
eine natiirliche Zahl m so zuordnen, dass fiir n > m + 1 


lon| <9 
ist. Bedeutet y,, die grésste der Zahlen |@,|, |@.| +++ |@mn|, so ergiebt 
sich aus (3) 


| ’(n) > e| x r {AmYm +- 0(A, —_ Ax) -f- |ep(0)|} 


B{ A, Ym + le 9 (0) | 
ie. A, i te 


I + Ba. 


A,,, welches nicht kleiner als |g (n)| — |(0)| ist, wiichst mit » in’s 
Unendliche. Versteht man unter ¢ eine positive Zahl, so setze man 
BI’ = ; é und bestimme hiernach m und y». Der Zahl + é ent- 
spricht ferner eine solche positive Zahl v, dass fiir 


n>v BsAnYm + |ep(O)|} An< sé 
ist. Mithin hat man fiir jeden Werth von » grdésser als v 
| F(m) —e] <8, 
‘womit der Satz b) erwiesen ist. 
Setzt man nach Hrn. Jensen in (2) 


f(n) — f(m —1) 


aii p(n) — @(n— 1)’ 
so gelangt man zur Formel 
im f= f=) tim LO=1O tim fi) 
(4) om. —p (™) -_ p(n gis 1) Pcl p(n) =. y(n) , 


und zwar unter der Voraussetzung, dass der erste Grenzwerth in (4) 
vorhanden und endlich ist und p(n) den im Satze b) angegebenen 
Bedingungen Geniige leistet. 

2. Wenn die Functionen g() und g(m) reell sind und die letztere 
mit wachsenden » sich stets in demselben Sinne iindert, so lisst der 
Satz b) eine weitere Verallgemeinerung zu. 

c) ,,Es seien g(m) und g(m) reelle Functionen, (mn) dndere sich 
bei wachsendem n stets im némlichen Sinne und habe bei lim n = + co 
einen unendlichen Grenzwerth. Wenn g(n) bei lim » = -+ oo eine 
endliche obere (untere) Unbestimmtheitsgrenze O(U) besitzt, so ist 
die entsprechende Unbestimmtheitsgrenze von 


(5) F(n) = Say > (9) — or — 0) 9@) 


entweder — oo (+ oo) oder eine endliche Zahl O'(U'), welche nicht 
grosser (kleiner) als O(U) ist.“ 
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yHat g(m) bei lim nm = -+ co den Grenzwerth -++ co (— oo), so 
auch die Function (5).“ 

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass p(m) fiir alle Werthe von » 
das gleiche Zeichen hat, welches das der Differenz g(r) — p(r — 1) 
sein muss. Wenn die obere Unbestimmtheitsgrenze von g(m) bei 
lim » = -+ oo die endliche Zahl O ist, so entspricht jeder positiven 
Zah] « eine natiirliche Zahl m in der Art, dass fiir 

n>m+1 g(n)<O+e 

ist. Verstehen wir jetzt unter @, die Differenz g(m) — O, so finden 
wir wie oben 


(6) F(n)—O= {> [pr) — g(r — ler — (0) ol. 


Die Briiche 2” ua (r==1, 2---m) sind simmtlich positiv. 


Bezeichnet y,, die algebraisch grésste unter den Zahlen @, @, +--+ Om 
so erhalten wir durch Zerlegung der Summe in (6) in die Theile von 
r=1 bis r= m und von r—m-+1 bis r=—n 


F(n) — 0 < —- [( (m) — p(0)) ym + {p(n)—Gp(m)} « ~9(0)-0] 


p(n) 


= O 
ah - 


g(n) wiichst mit » in’s Unendliche; also giebt es solche positive 
Zahlen v, dass fiir n > v 


(—p(m) — (0)) Ym — (0): O 
gy (m) 








<8, 

somit 

(7) Fin) —-O<2e di. Fin) <O+ 28 

ist. Daraus erhellt zuniichst, dass die obere Unbestimmtheitsgrenze 
von F’(n) bei lim n =-+ co nicht + co ist. Wohl aber kann sie 
—oo d. h. 

(8) lim F'(n) = — 00 


n=-+o 
sein. Wenn sie eine endliche Zahl O’ ist, so muss es mindestens 
eine ganze Zahl m, grésser als v geben, wofiir 
O' —« < F(n,) 
ist. Demnach hat man nach (7) 
O'’—e<O+2e oder O'—O<3Be; 
somit, da 3¢ jede positive Zahl sein kann, O' < 0. 
Wenn aber 


lim g(n) = + co 
n=+o 











ull 
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ist, so lisst sich jeder positiven Zahl y eine natiirliche Zahl m so 
zuordnen, dass fiir 


. n>m+1 g(n)>y 
ist. Demnach ist 


m 
1 


F(") > Sia {> [p(r) — o(r — 1] g(r) + [yp (m) — v(m)]}. 


Bezeichnet g,, die algebraisch kleinste der Zahlen g(1), g(2) +--+ g(m), 
so findet man hieraus, dass 


7 p(m) — p()| Im — ¥ (Mm) 

ro) > WOW r0 4, 

ist. Da jeder positiven Zahl ¢ eine andere v so entspricht, dass fiir 
n>v 

| p(m) — —O)] In — 9 (m) 

—“_— | 


ist, so hat man demnach fiir » > » 


F(n)>y — &; 
mithin ist 


lim F'(n) = + oo. 
n==+o 


Einen besonderen Fall des Satzes c) erhiilt man wieder durch die 
Annahme 


_ fm) — fim — 1) Nee a 
1° See «6s, 


wodureh Z°(m) in /(m) : p(n) iibergefiihrt wird*). — Hier wollen wir 
noch zeigen, dass neben einer endlichen oberen Unbestimmtheitsgrenze 
von g(m) bei lim 2 = -+ co in der That die Formel (8) bestehen kann. 
Setzen wir f(0) = 0 

fir +1) — fe) = —r{lLt(— iy = 0,1---m 1) 


y(n) =n, 
so hat der Ausdruck 


{f(n) — f(n —1)} : {p(m) — p(n — 1} 
bei lim m = -+ co die Unbestimmtheitsgrenzen — oo und 0. Da jetzt 
fn) = — 3 n(n —1) + F (— I{2n —1 4 (— 1} 
ist, so ergiebt sich 


lim {f(n) : p(m)} = — oo. 
n=+o 


*) Diesen besonderen Fall des Satzes c) theilte ich in den ,,Vorlesungen 
u. s. w.“ I, S. 340 mit. 


Mathematische Annalen, XXXIII. 16 
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3. Setzt man in den Siitzen b) und c) g(n) = x, so erhiilt man 
zuniichst die Formel 


Fan Oy >I g(r) = lim g(n) 


n=+« 


und zwar unter der Voraussetzung, dass der zweite Grenzwerth vor- 


handen und endlich ist. Ist g(m) eine reelle Function von n, so darf 


er auch unendlich sein. 

Hr. E. Cesiro hat eine merkwiirdige Formel aufgestellt*), welche 
die letzte als besonderen Fall einschliesst. ,,g(m) sei eine eindeutige 
(reelle oder complexe) Function der natiirlichen Zahl m von der folgenden 
Beschaffenheit, Man kann die Reihe der natiirlichen Zahlen in r un- 
endliche Reihen von der Art zerlegen, dass wenn ¢,(v) die Anzahl 
derjenigen in der i-ten Reihe vorkommenden Zahlen 

Pir (K=1,2,---), 
welche n nicht iibersteigen, bedeutet, der Bruch ¢;(m):n bei limm—=-+ co 
einem endlichen Grenzwerthe @; sich nihert**) und dass g(pj,) bei 
lim k = + oo einen endlichen Grenzwerth |; besitzt. Alsdann ist 


(A) > , Sa0= > ol; .“ 
Der Satz ergiebt sich auf folgende Weise. Setzt man 
+ ti(n) —@;,=@(n) (6 =1,2---74) 
und bemerkt, dass 


(B) t,(m) + t,(m) + +--+ &(n) =n 
ist, so findet man unmittelbar, dass 


r &ia) 


S90) - dio = was De | (9 (pia) - ii) + Se a(n) Uj 
i 


r, 


ist. Zufolge Voraussetzung lisst sich jeder positiven Zahl ¢ eime 
natiirliche Zahl so zuordnen, dass fiir 


*) Vgl. Rendiconti d. Cire. mat. di Palermo a. a. O. Eine weitere Verall- 
gemeinerung des in Rede stehenden Satzes giebt Hr. Cesdiro in den Rendiconti 
dei Lincei 1, c. p. 118, Auch mit ihr steht der Satz c) in Kinklang. 

**) ¢,(m) nimmt bei wachsenden m nicht ab und es ist ¢;(n) — ¢,(m—1) ent- 


weder 0 oder 1. Dass unter diesen Voraussetzungen der Bruch ¢;(n):n bei 
limn=-+ © einen endlichen Grenzwerth besitzen muss, ist bisher nicht er- 
wiesen worden. Ein Verhalten, iihnlich dem von g(n) an dieser Stelle d. T., kann 
er auf keinen Fall zeigen. 
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Pxx>m  |g(pixr) —Ll<e (§=—1,2---7) 
ist. Nun sei » > m. Wiahlt man die ganze Zahl m; so, dass 
Pi,m; < m Pi, m+ >m 
ist, so ergiebt sich aus der letzten Gleichung die Relation 


| * Sow) ~ > wil; 


worln A,, anstatt 





< . Aa tret| Sheu ul, 


> > (9(p,x) — 4) 
1 1 


steht. Denkt man sich hier m constant und lisst  in’s Unendliche 
wachsen, so gelangt man in der nun bereits Ofters ausgefiihrten Art 
zur Formel (A). 

Mit dem Satze des Hrn. Cesaro steht der Satz c) im Hinklang. 
Ist in (A) g(m) eine reelle Function von m, so muss nach c) der Grenz- 








n 
1 ° ° : ° 
werth von — >? 9(s) bei lim x» =-++ co zwischen der algebraisch 
1 


kleinsten und gréssten der Zahlen /; liegen. Das trifft in der That 
zu, da zufolge der Gleichung (B) 

a +-a,+---+t+a=—1 
ist. 

4. Dem aus ¢) fliessenden Satze, welcher tiber das Verhalten des 
Quotienten /(n) : p(m) bei lim n= + co handelt, lisst sich der 
folgende tiber den Quotienten zweier fiir jeden endlichen Werth von z 
definirten reellen Functionen f(#) g(a) an die Seite stellen. Er wird 
aus dem ersteren Satze auf dieselbe Art abgeleitet, wie der dem Satze a) 
analoge iiber den Bruch f(x) : p(x) aus diesem Satze. 

d) ,,Ks seien fiir jeden endlichen Werth von x>a, zwei Functionen 
{(x) p(x) eindeutig definirt; die erste sei in jedem Intervalle (z,, x,) 
— x, > x, — kleiner (grésser) als eine endliche Zahl, wiihrend die 
zweite von = 2, an mit wachsendem z sich stets in demselben Sinne 
iindert und bei lim #==-++oo einen unendlichen Grenzwerth hat. Wenn 
dann die obere (untere) Unbestimmtheitsgrenze bei lim 7 = + oo von 


(9) fw +h) — fe) 


g(x+h)— g(a)’ 


worin h eine von 0 verschiedene Constante bedeutet, eine endliche 
Zahl O(U) ist, so ist die entsprechende Unbestimmtheitsgrenze von 
(10) f(x): p(#) 

entweder — oo (+ oo) oder eine endliche Zahl O'(U’), die nicht 
grosser (kleiner) als O(U) ist.“ 


16* 
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Wenn unter den nimlichen Voraussetzungen iiber f(x) und (x) 
der Ausdruck (9) bei lim « = ~+ oo einen endlichen Grenzwerth K 
besitzt, so hat man O=— U= K. Da nach dem letzten Satze 

U<U<0'<0 

sein soll, so muss auch 0’ = U’ = K sein. Demnach hat auch der 
Quotient (10) bei lim = + oo den Grenzwerth K. Das ist ein neuer 
Beweis eines von mir friiher gegebenen Satzes*), jedoch nur fiir den 
Fall, dass der Ausdruck (9) einen endlichen Grenzwerth hat. Wenn 
sein Grenzwerth unendlich ist, bleibt man bei dem a, a. O. gefiihrten 
Beweise. — Der soeben erwiihnte Satz wurde von mir benutzt, um 
die bekannte Regel der Differentialrechnung iiber die Grenzwerthe der 
Quotienten von Functionen auch im Falle, dass Ziihler und Nenner 
unendlich werden, sicher zu begriinden. Die Regel wurde in einem 
besonderen Falle schon vor mir und zwar von Hrn. P. du Bois- 
Reymond**) und spiiter von Hrn. Rouquet***) bewiesen. 

Ich werde nun eine aus dem Satze d) folgende Verallgemeinerung 
der soeben erwiihnten Regel vorfiihren, welche sich iibrigens auch 
nach den Methoden von du Bois-Reymond und Rouquet dar- 
thun lisst. 

5. Satz e). ,,Es seien fiir jeden endlichen Werth von x>2, 
die Functionen /(2) g(x) eindeutig definirt wnd stetig; die letztere 
iindere sich mit wachsendem  bestiindig in demselben Sinne und habe 
bei lim # == + oo einen unendlichen Grenzwerth. Ferner habe fiir 
jeden Werth «>, der Bruch 

f(a + §) — f() 
(11) g(x + &) — 9(x) 
hei lim § = + 0 einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwerth g(x). 
Wenn alsdann die obere (untere) Unbestimmtheitsgrenze von g(x) bei 
lim 2 = + oof) eine endliche Zahl O,(U,) ist, so ist die entsprechende 
Unbestimmtheitsgrenze des Quotienten 
(12) f(x) = p(#) 
entweder — co (+ co) oder eine endliche Zahl O'(U’), die nicht grésser 
(kleiner) als O,(U,) ist.‘ 

f) Derselbe Satz gilt, wenn /(«) und m(«) denselben Bedingungen 
wie in e) geniigen, nur fiir lim « = + oo beide den Grenzwerth Null 
besitzen,. 


*) Vgl. Math. Ann, XIV S, 234, XV S. 558. 
**) Vgl. Brioschi Annali 2. ser. IV p. 346. 
***) Vgl. Nouv. Ann. de Mathématiques 2. sér. XVI p. 113. 
+) Kommen Werthe von a vor, wofiir g(a) unendlich ist, so denkt man 
sich dieselben bei diesem Grenziibergange lim « =-+ nicht beriicksichtigt. 
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Beweis. Da die obere Unbestimmtheitsgrenze von g(x) bei 
lim z= -+ co QO, ist, so lisst sich jeder positiven Zahl ¢ eine andere 
G so zuordnen, dass fiir 


&>G g(%)< +8 
ist. Man hat nun, wenn h eine positive Zahl bedeutet, 
(3)*) tN = g(e+H), 0<H<b) 


9 (@ +h) — va) 

unter H eine nicht bekannte positive Zahl kleiner als h verstanden. 
Somit ist fiir «> G 

f(a +h) — f(x) 

peti — oa <Ats 
woraus man schliessen muss, dass die obere Unbestimmtheitsgrenze 
des Ausdruckes links d. i. (9) bei lim 7 = -++ oo entweder — oo oder 
eine endliche Zahl O < O, ist. 

In dem ersten Falle ist auch die entsprechende Unbestimmtheits- 

grenze des Quotienten f(x): g(a) — oo, in dem zweiten entweder 
— co oder eine endliche Zahl O’ < O, also auch < O,.. Ist - 9 (x) 


unendlich, so folgt das aus Siitzen, die im Vorstehenden angefihrt 
sind, insbesondere aus dem Satze d). Wenn lim g(x) verschwindet, 
2=+o 


so kann man ihnen ihnliche aufstellen; iibrigens reicht schon die 


Formel 
[(x): p(a)= G(X) (#< X) 
zum Beweise des Satzes f) aus. 

Der Grenzwerth g(x) stimmt mit — Quotienten /'(x) : y’(«) 
iiberein, wenn beide Differentialquotienten endlich sind und g’(zx) 
nicht verschwindet. Wenn /’(x) und g(x) zugleich verschwinden oder 
unendlich sind, so kann gleichwohl der Ausdruck (11) bei lim § = + 0 
einen Grenzwerth haben. Z. B. Es sei 

f(@) = ertsine p(x) = @ + sin a. 
Fir «=—2ka-+ a (k ganze Zahl) hat man /'(%) = o’(~) = 0 und 
fiir den Ausdruck (11) den Grenzwerth bei lim § = + 0 
g(2ka + x) = ete, 
Fiir jeden anderen Werth von « ist 
g(&) = f(x): g(a) = ete, 


Innsbruck, 26. Mai 1888. 


*) Die Formel (13) i, T. wird erhalten, indem man in dem Beweise des ge- 
wohnlichen Mittelwerthsatzes nach O. Bonnet den Differentialquotienten der 
betrachteten Function f(x) durch den Grenzwerth g(x) des Quotienten (11) ersetzt. 
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Ueber die Nullstellen der Bessel’schen Function. 
Von 


A. Hurwirz in Kinigsberg i. Pr. 


Diejenigen Werthe des Argumentes z, fiir welche die Bessel’sche 


Transcendente 
(5) ear gy" 





z\ 1 
Jn(e) =() —_ ~ Fete) re) POT repo rH 


verschwindet, spielen bekanntlich in vielen mathematisch-physicalischen 
Untersuchungen eine wichtige Rolle. Man weiss von diesen Nullwerthen, 
dass sie siimmtlich reell sind, wenn der Index » einen reellen Werth 
besitzt, welcher nicht kleiner als — 1 ist. Den Beweis dieses Satzes 
pflegt man nach Poisson’s Vorgang auf eine Integralformel zu 
griinden (vgl. unten § 7), die auch soust in der Theorie der Bessel’- 
schen Functionen von Wichtigkeit ist.*) Herr Schlifli hat aus einer 
iihnlichen Formel eine weitere Kigenschaft jener Nullwerthe gefolgert.**) 
Betrachtet man niimlich den einzelnen Nullwerth als Function ~(n) 
des Index m, so wiichst ~(m) bestiindig, wenn » von Null ausgehend 
die reellen positiven Werthe durchliuft. Endlich ist noch zu bemerken, 
dass man die Existenz von unendlich vielen Wurzeln der Gleichung 
J,(2) = 0 aus dem asymptotischen Werth von J, (2) fiir unendlich 
grosse Werthe von ¢ geschlossen hat.***) 

In der vorliegenden Arbeit habe ich die Untersuchung der Null- 
stellen von J,(2) weiter gefiihrt. Ich behandle namentlich den Fall, 


*) Poisson, Théorie de la Chaleur, p, 178. Man vergleiche eine Arbeit von 
Sturm in Liouville’s Journal, Bd. I, pag. 384 ff., sowie die Abhandlung von Stern, 
Ueber die Auflisung der transcendenten Gleichungen, Crelle’s Journal Bd. 22, 
pag. 1 ff. 

**) Muthematische Annalen Bd. X, pag. 137, Anmerkung. 

***) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 2, Band, pag. 210. Hankel hat 
die hier in Betracht kommende semiconvergente Entwicklung von J, (2) in den 
Mathematischen Annalen Bd. I, pag, 491 ausfiihrlich untersucht. Die Abschiitzung 
des Restes jener Entwicklung ist indessen, so wie sie Hankel giebt, nicht richtig. 
Der leicht kenntliche Fehler findet sich pag. 492 unten. 





f 
q 
s 


oe 


Oa Aes se 











Nullstellen der Bessel’schen Function. 


247 


wo » einen beliebigen reellen Werth besitzi und zwar nach einer 
Methode, welche sich auf allgemeine Siitze tiber die Nullstellen ana- 
lytischer Functionen griindet. 

Zum Schluss betrachte ich auch solche imaginiire Werthe von n, 
deren reeller Bestandtheil positiv ist, wobei ich jedoch wieder Integral- 
formeln zu Hilfe ziehen muss. Ich bemerke noch, dass ich bei meinen 
Entwicklungen J,(s) ersetze durch die Function 
2) fl) = raga tregoret t+ reqeapregpt 

P(m-+-1)F (1) © F(m+2) (2) T(m-+-r-+1)T(r-+-1) 

Der Uebergang von /,(2) zu J, (¢) wird dann offenbar vermittelt 

durch die Gleichung 


a. 2 
(3) In(e) = (5) fa (—Z): 
Zur Abkiirzung werde ich /,(z) als die ,,Bessel’sche Reihe“ bezeichnen. 


$1 


Ueber die Nullstellen analytischer Functionen. 


Ks sei 
(4) f(2) =a, + a,2 + a,22+--- 
eine Potenzreihe der complexen Veriinderlichen 2, 
(5) Iv(2) = a + a2 + a2? +--+ 4,2 


die Summe ihrer ersten v + 1 Glieder. Man kann nun beweisen, dass 
die Nullstellen von f(z) mit beliebig vorgeschriebener Genauigkeit durch 
die Auflisung der algebraischen Gleichung 

(6) g(2) = 0 

gefunden werden kénnen. Um diese Behauptung niiher zu pricisiren, 
will ich die Werthe von g in der iiblichen Weise durch die Punkte einer 
Kbene darstellen, und in dieser Ebene die Wurzeln der Gleichungen 


9; (2) = 9, g.(2) = 9, g3(2) = 9,... 
markiren. Das auf diese Weise entstehende System von unendlich 
vielen Punkten wird, einem bekannten Satze zufolge, bestimmte Ver- 
dichtungsstellen besitzen und der Sinn der oben ausgesprochenen Be- 
hauptung ist nun dieser: 

Jede im Innern des Convergenzkreises von f(2) liegende Ver- 
dichtungsstelle ist eine Nullstelle von f(¢) und umgekehrt: grenzt man 
um eine Nullstelle von f(z) einen beliebig kleinen Bereich ab, so 
kann man WN so gross wiihlen, dass eine Wurzel der Gleichung 
9.(2) = 0 in jenen Bereich hineinfiallt, sobald vy > N ist. Ich beweise 
statt dieses Satzes sogleich einen allgemeineren, welcher ihn als spe- 
ciellen Fall enthilt, schicke jedoch zunichst folgenden Hiilfssatz voraus: 
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A. Hurwrrz. 


ym Innern und auf dem Rande R eines einfach zusammenhdngen- 
den Bereiches B seien die Functionen f(2) und g(2) eindeutig und stetig. 
In jedem Punkte des Randes R migen ferner f(2) und ats z) von Null 


verschieden, sowie tt 
If(@) — 9@)| < IF) nd, 
sein. Dann verschwindet die Function f(z) im Innern des Bereiches B 
genau so oft wie die Function g(z). b nye 
Zum Beweise setze ich 
(2) — 9(@) =f) +4, 
und bilde die Gleichung 


° 1 . 
aif 4 log g(¢) = a log f(2) + waif? log (1—w), 


die Integrale erstreckt durch den Rand R. Das letzte dieser Integrale 
ist nun gleich Null. Wahrend niimlich z den Rand F durchliuft, 
beschreibt der Punkt 1 — wu einen Weg, welcher zufolge der Unglei- 
chung |«#| <1 die Nullstelle ausschliesst, und es kann sich daher 
log (1—w) nach Durchlaufung dieses Weges nicht geiindert haben. 
Es ist somit 


1 1 . 
Fat [M08 916) = a5 f alos fo), 


eine Gleichung, welche den zu beweisenden Satz enthiilt. 

Derselbe Satz gilt, beiliufig bemerkt, auch dann noch, wenn der 
Bereich B von mehreren in sich zuriicklaufenden Linien begrenzt wird. 
Wenn ferner f(2) und g(z) im Innern eines solchen Bereiches nicht 
iiberall stetig sind, jedoch nur wie rationale Functionen unstetig wer- 
den, so modificirt sich der Satz nur insofern, als an die Stelle der 
Zahl der Nullstellen die Differenz zwischen dieser Zah! und der Zahi 
der Unendlichkeitsstellen tritt. 

Ich nehme nun an, dass jede einzelne der Functionen 


91 (2), Jo(2)1 ++ +1 Gr(@), ++ 
ebenso wie f(z) im Innern eines Gebietes G@ den Charakter einer 
rationalen Function besitzt und dass gleichmissig fiir die Umgebung 
einer beliebigen Stelle des Gebietes 


iim (2) =F (2) 


ist. Sei dann a@ eine Stelle des Gebietes, an welcher f(z) von der 
ren Ordnung verschwindet. Um diese Stelle a grenze ich einen kleinen 
ganz im Innern von G liegenden Bereich B ab, innerhalb dessen (ein- 
schliesslich des Randes) die Function f(z) nicht verschwindet, ausser 
an der Stelle a. Es ist dann lings des Randes von J bestiindig 


If(@)| > ¢, 


wo é eine positive von Null verschiedene Zahl bedeutet. Nun kann 







































249 


Nullstellen der Bessel’schen Function. 


aber ferner nach Voraussetzung N so gross angenommen werden, dass 
fiir alle Stellen des Bereiches B 


If) — w(2)|<e 
wird, sobald »>WN ist. Daher folgt nach dem vorausgeschickten 
Hiilfssatze, dass von v = N ab jede Function g,(¢) ebenso oft wie f(z), 
also y Mal im Innern von B verschwindet. Hierbei ist noch zu be- 
merken, dass der Bereich B beliebig verkleinert werden kann, so dass 
die x Nullstellen von g,(2) mit unendlich wachsendem y der Stelle a 
unendlich nahe riicken. 

Liegen umgekehrt in jeder noch so kleinen Umgebung von =a 
unendlich viele Wurzeln der Gleichungen g,(z2) = 0, g,(¢) =0,..., 
so ist a nothwendig eine Nullstelle von f(z). Andernfalls wiirde man 
nimlich um ¢ = @ einen kleinen Bereich abgrenzen kénnen, innerhalb 
dessen |f(z2)| > € ist, wo é eine positive von Null verschiedene Grisse 
bezeichnet. Da andererseits v so gross gewiihlt werden kann, dass erstens 
g,(2) fiir einen Punkt z, jenes Bereiches verschwindet und zweitens 
\f(2) — g(2)| << € ist, so ergiebt sich fiir die Stelle 4 der Wider- 
spruch, dass gleichzeitig |f(¢))| > ¢ und |f(¢)| < ¢ ist. Daher ist die 
Annahme, /(2) sei fir = a@ von Null verschieden, unzulissig. 

Hiernach kann man folgenden Satz aussprechen: 

Ls sei in einem endlichen Gebiete G die Function f(z) die gleich- 
miissige Grenze der Reihe von Functionen g,(2), go(#@),~ ++) Gr(2)p-+ 4 
also lim g,(z2) =f(2). Innerhalb G mége ferner jede einzelne der ge- 
nannten Functionen den Charakter einer rationalen Function besitzen. 

Dann sind im Innern von G die Nullstellen der Function f(z) 
identisch mit denjenigen Stellen, an welchen sich die Wurzeln der 
Gleichungen 


LEB ei ciel. aor ot 


1 (2) = 9, g.(@) =9,..., (2) =9,... 
verdichten. Und zwar liegen in einer beliebig kleinen Umgebung der 
Stelle a, welche eine r-fache Nullstelle von f(z) ist, genau + Wurzeln 
der Gleichung g,(¢) = 0, sobald v eine bestimmte von der Grosse jener 
Umgebung abhingende Zahl iiberschreitet.“ 

Der entsprechende Satz gilt auch fiir die Unendlichkeitsstellen der 
Function f(¢), sowie fiir die Stellen, an welchen f(z) = C wird, unter 
C eine beliebige Constante verstanden. Ferner ist in diesem Satze als 
ein besonderer Fall der oben genanute enthalten, nach welchem die 


Bestimmung der Nullstellen einer Potenzreihe >) a,2” mit beliebiger 
r=0 
Genauigkeit durch die Auflésung der algebraischen Gleichung 


ay + aje+---f+ae =—0 


geschehen kann. 


A. Hurwirz. 


§ 2. 
Die Bessel’sche Reihe als Grenze einer besonderen rationalen Function. 


Will man den im vorigen Paragraphen bewiesenen Satz verwenden, 
um die Nullstellen irgend einer besonderen Function f(z) zu bestim- 
men, so wird es sich zuniichst immer um eine zweckmiissige Wah] der 
Functionen g,(2), go(#), .--, g(#),--- handeln. In dem Falle der 
Bessel’schen Reihe 


1 & 
(7) fa(@) = “F(m+1) (1) + T(m+2) F(2) Fi 


f, @) 
fag @)? 
welche passend als Functionen g,(2) gewihlt werden. Diese Func- 
tionen sind von Heine, Christoffel und Lommel behandelt worden.*) 
Der Vollstindigkeit halber will ich jedoch die Formeln, welche fiir 
den vorliegenden Zweck von Wichtigkeit sind, kurz entwickeln. 

Man verificirt zuniichst ohne Weiteres die bekannten Gleichungen 


af, ° 
(8) dz fn» 


(9) fr = fn + 2fnst, 
wobei ich, wie in der Folge mehrfach, kurz /, statt f,(¢) geschrieben 
habe. Durch fortgesetzte Anwendung der Gleichung (9) erhilt man 
eine Gleichung der Form 

fa—s = Ivfur v—l + th, . [ut-v> 
wo g, und hk, ganze Functionen von g und » bezeichnen. Um letztere 
zu bestimmen ersetze man /,4,-: nach (9) durch (n+) faye + 2fagets3 
dann erkennt man, dass hy,,; mit gy und g,,, mit (n+ )g, + zh, 
identisch ist. Hiernach hat man: 


(10) fn—1 — Ivf ntv—1 + 29v—1f a+r) 
(11) Joo = (NV) Jy + 2 Gr-1. 
Man findet vermége dieser Gleichungen nach und nach: 


I= 9, I=1, 9 = 2, J. = N(N-+1) + 2, 
93 = n(n+1) (n+2) + 2(m+1)2,.... 

Zur Auffindung des allgemeinen Ausdruckes fiir g, bemerke ich, dass 
die Recursionsformel (11) befriedigt wird, wenn man statt g, entweder 
(—1)"fin-y oder (—1)2'fi., 

eintriigt. Daher ist allgemein 


sind es die Ziihler und Nenner der Keitenbruchentwicklung von 


*) Heine, 1. c, Bd. 1, pag, 284, Christoffel, Crelle’s Journal, Bd. 58, 
pag. 91, Lommel, diese Annalen Bd. 4, pag. 108 ff. 
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9» = (—1Y (Pfs — 02" fats), 
wenn die Factoren g und » so bestimmt werden, dass letztere Glei- 
chung fiir v = — 1 und v= 0 richtig ist. Es miissen also » und » 
die Gleichungen 
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P fn — fra = 9, 

of. a vefn =1 
befriedigen. Nun ist aber die Determinante f_, f,-1 — ¢f—n41f, von 
z unabhiingig; denn ihr nach z genommener Differentialquotient ver- 
schwindet zufolge der Relationen (8) und (9). Der Werth jener 
Determinante ergiebt sich, indem man ¢ = 0 setzt, und man findet so 


(12) f-nfot — @f-nifa = 2 
und somit 


* fa- 1» y SS * f-nqi- 


gas sin nm sin m2 


Nach Kintragung dieser Werthe von g und » kommt: 


(13) 9. — EE father — 8 fateh mts] 


Ersetzt. man die Functionen f durch ihre Reihenentwicklungen so 
erhilt man nach den erforderlichen Reductionen: 


r iat 
(14) CP -> (v—r), - Teta gt, 


wobei a, den r*" Binomialcoefficienten: von a bezeichnet und die Sum- 


. : v vy—1 . ° 
mation von r = 0 bis r= > oder r = —,— auszudehnen ist, je 


nachdem v gerade oder ungerade ist.*) Zur besseren Uebersicht will 
ich die Anfangs- und Endglieder von gz, und g2,41 hier ausfiibrlich 
hinschreiben; es ist 
gry = (V+ I)(M-+ 9) (Wf y—L) Pps 
+ (2v—1)-(m+1)---(n-4-2v—2)2+-n(m+1)---(n+2 v—1), 
Greys = (V1) (+ v) 2" + (74-2), (n--v—1) (4-0) (n--o-$1) 2! 
+ -+-+2y(n+1)---(n+2v—1)e+n(n+1)---(n+2y). 
Trigt man jetzt in die Formel (13) fiir f_,-, und f,,, die Reihen- 
entwicklungen ein, so aig man unter Beriicksichtigung der Glei- 
chung [ (a) [(1—a) = ———: 


sin az 


(15) 


8) Die Function g, befriedigt, beiliiufig bemerkt, die Differentialgleichung: 
ay! — 2(v—2)a¢y”’ + [(» —1)(»—2) — n(m+-y—1) — 42] zy” 


+ [nv (n+ »—1) + (4v—6) 2] y’ — v»(v»—1)y=0, 
aus welcher ebenfalls ihr allgemeiner Ausdruck (14) abgeleitet werden kann, 
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dy 2 
(16) T (n+) = fa [1 ier ro y+1 - | 
(—1)"F"'x arth [ 2 ] 
+ inne 4 Fatyredpeti ae. : 
Ich schliesse nun Kinfachheit halber den Fall eines ganzzahligen n 
von der Betrachtung aus. Ist dann G ein beliebig grosses aber end- 
liches Gebiet der z-Ebene, so kann man der Gleichung (16) zufolge N 





T (n+) 
weniger als eine beliebig klein vorgeschriebene Grosse von /,—; unter- 
scheidet, sobald v > N genommen wird. 

Es ist also in jedem endlichen Gebiete f,-, die gleichmiissige 


so gross wiihlen, dass fiir jede Stelle des Gebietes sich um 


Grenze von und man kann daher nach dem Satze des vorigen 


Dy 
T(n+y) 
Paragraphen die Nullstellen von /f,-1(¢) mit beliebiger Genauigkeit 
durch Auflésung der Gleichung g,(z) = 0 finden. 


§ 3. 
Ueber eine Art Sturm’scher Reihen. 


Ehe ich zu der Untersuchung der Gleichung g,(z) = 0 iibergehe, 
will ich zur Vereinfachung der Darstellung einen allgemeinen Satz 
vorausschicken. 

Es seien 
(17) Vase Vansta-o + eo Unets. Une Vp-te- «co Fan Ve 
ganze Functionen von zg mit reellen Coefficienten, der Grad von V; sei 
gleich i und der Coefficient der héchsten Potenz eine positive Grisse, 
insbesondere V, eine positive Constante. Die Functionen mégen ferner 
folgenden Bedingungen geniigen: 

1) Sobald fiir einen reellen Werth von zg eine der Functionen 
Vi, wo i2 w ist, verschwindet, besitzen die benachbarten 
Functionen V;,:, V;-1 nichtverschwindende Werthe von 
entgegengesetztem Vorzeichen; wenn dagegen V,, verschwindet, 
so haben V,4; und V,—: nicht verschwindende Werthe von 
demselben Vorzeichen. 


2) Wenn 2 die reellen Werthe von — oo bis + oo durehliiuft, 


V 
so geht der Quotient =~ 





iiberall, wo er verschwindet, von 


Vin—t 
negativen zu positiven Werthen iiber. 
3) Die Gleichung V,,—0O hat keine mehrfachen reellen Wurzeln. 
Aus diesen Voraussetzungen liisst sich nun Folgendes erschliessen. 


Betrachtet man die Reihe 
(18) Vu; Vuniy.+ +5 V;, Vi; 











_— oe Te 
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so bietet dieselbe w Zeichenwechsel fiir ¢ = — oo und w Zeichenfolgen 
fiir ¢—=-+ oo. Da nun die Reihe nur dadurch einen Zeichenwechsel 
verlieren kann, dass z eine Wurzel der Gleichung V, = 0 passirt und 


V, 
dabei zugleich ——“ 


ul 





von negativen zu positiven Werthen iibergeht, 


so folgt: 
» Die Wurzeln der Gleichung V, —0 sind siimmtlich reell und 


von einander verschieden. Der Quotient m/s geht, wenn ¢ eine 
u-l 

Wurzel der Gleichung V, = 0 iiberschreitet, stets von negativen zu 

positiven Werthen iiber.‘ 

Kine Folge hiervon ist, dass die Zahl der Wurzeln von V, = 0, 
welche zwischen ¢ = @ und ¢ = liegen, genau gleich der Zahl der 
Zeichenwechsel ist, welche die Reihe (18) verliert, wihrend ¢ von « 
bis B wiichst. 

Betrachtet man jetzt die Reihe (17), so verliert dieselbe, wenn z 
von —oco bis + oo wiichst m Zeichenwechsel, Der Verlust eines 
Zeichenwechsels tritt nun ein, erstens beim Ueberschreiten einer Null- 
stelle von V,, und zweitens beim Ueberschreiten einer Nullstelle von 
V, und zwar gehen im letzteren Falle immer zwei Zeichenwechsel ver- 
loren. Denn da yp" kurz vor einer Nullstelle von V, negativ ist, 
ul 
so bieten die Functionen Vi4i1, Va, Vu-1 kurz vor resp. kurz nach 
dem Ueberschreiten einer Nullstelle die Zeichen ¢, — é, &, resp. &, & € 


dar, wo ¢ entweder + oder — sein kann. Bezeichnet daher r die 
Zahl der reellen Wurzeln von V,, = 0, so ist 
r+2u—m, 


und also 2u die Zahl der imaginiiren Nullstellen von V,,. Man hat 
also den Satz: 

Die Gleichung Vn=—U hat 2u imaginire und m— 2 reelle 
Wurzeln.“ 

Um die Zahl der reellen Wurzeln von V,—0O zu bestimmen, 
welche zwischen ¢ =a und ¢ = ® liegen, bezeichne man mit A die 
Zahl der Zeichenwechsel, welche die Reihe (17), mit A’ die Zahl der 
Zeichenwechsel, welche die Reihe (18) verliert, wenn 2 von a@ bis B 
wiachst. Es ist dann 


Yap + 2rog = A, 
rp = A, 
wo rg die gesuchte Zahl der reellen Wurzeln von V,, = 0 und Yap 


die Zahl der in den Grenzen zg = @ und z = # liegenden Wurzeln von 
V. = 0 bedeutet. 
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Man hat hiernach 
(19) Vag = A— 2A’ 
als Anzahl der reellen Wurzeln von V,, = 0, welche zwischen z= @ 
und z = 6 liegen. 


§ 4. 
Die Nullstellen der Functionen g,. 
Eliminirt man aus den Gleichungen 
G =(M+7—1) HA + 2H-2, 
Jr = (N+) gy + 2-1; 
Joya = (M+ V+ 1) Grp + 2Gr 
die Functionen g,;; und g,-,, so erhailt man 


(20) (n+ —L) gore = Cog — (nv L)s?gr2, 
wo zur Abkiirzung 
(21) Cy = (n+ v)[(n-+-v—1)(n-++-v+ 1) + 22] 


gesetzt ist. Wird nach und nach v = 2, 4, 6,... genommen, so ergiebt 
sich die Gleichungskette 


(n+ 1) 9, = Cog. — (n-+3) 27g, 
(22) (n+3)9, eh, — (n+ 5) 2°92 ? 
(+5) 95 = CoIe — (M+ 7 2%9,; 


neben welche sich eine andere fiir die Functionen g,, 9;, 9,,--. stellt, 
die ich indessen im Folgenden nicht verwende. 
Sei nun » eine reelle Grésse und seien erstens die Zahlen 


n+i1,n+3,n-+5,... 
siimmtlich positiv. Dann ergiebt die Sturm’sche Deduction angewandt 
auf die Reihe g,, go, 9y,---+, dass die Gleichung gz, = 0 nur reelle 
Wurzelu besitzt. Also: 
» Wenn n > — 1 ist, so sind die Wurzeln der Gleichungen 


92(2) = 0. 9,(2)=9,..., G2v(2) =0,... 
stimmtlich reell.“ 

Die Zahl der positiven Wurzeln von g2,, = ist in diesem Falle 
gleich der Anzahl der Zeichenwechsel, welche die Reihe gy, g,,.--)92» 
bei dem Uebergang von ¢=0 bis ¢=o0 verliert. Es ist aber 
fiir z= 0 


(23) g=1, $= n(n+1), 9, = (W+2)(m4-3)g, - 
w+ ey Joven = (N+ 2) (n+ 20+ 1)gey, - 








~~ 














Nullstellen der Bessel’schen Function. 


255 


Da nun x > — 1 ist, so bietet diese Reihe einen oder keinen 
Zeichenwechsel dar, je nachdem » < 0 oder n > 0 ist. Also folgt: 

Die Gleichung gey(2)=0 hat eine positive und v — 1 negative 
Wurzeln, wenn n zwischen — 1 und O liegt, dagegen sind fiir n > 0 
alle Wurzeln jener Gleichung negativ. 

Sei nun zweitens in der Reihe 


n-+-1,n+3, n-+5,... 
n-+ 2u-+ 1 die erste Zahl, welche positiv ist, wobei u > 0 voraus- 
gesetzt wird. Dann sind fiir die Functionenreihe 

Vi = 9 V; = Jaye +sy Vu = Joure+sy Vy = gay 

die Bedingungen 1) des vorigen Paragraphen erfiillt, wie dies sofort 
aus den Gleichungen (22) hervorgeht. Da nun, wie sogleich gezeigt 
werden soll, auch die Bedingungen 2) und 3) erfiillt sind, sobald v 
eine gewisse Grosse iiberschreitet, so folgt: 

Wenn n zwischen —2u —1 und — 2u + 1 liegt, so besitzt die 
Gleichung 

Jay (2) = ) 
genau 2u imagindre Wurzeln, falls v eine gewisse Zahl N tiberschreitet. 
Zugleich ist von den reellen Wurzeln dieser Gleichung eine oder keine 
positiv, je nachdem n zwischen —2u—1 und — 2u oder zwischen 
— 2u und —2u+ 1 liegt. 

Der letzte Zusatz ergiebt sich aus (19) indem man bemerkt, dass 
die Reihe g,, J, - +.) g2v nach (23) entweder einen oder keinen Zeichen- 
wechsel aufweist, je nachdem (n-+-2a)(n-+-2u-+ 1) negativ oder 
positiv ist. 

Um den Nachweis zu fiihren, dass von einem bestimmten v ab 
die Bedingungen 2) und 3) des vorigen Paragraphen erfiillt sind, 
bemerke ich, dass diese Bedingungen dann und nur dann erfiillt sind, 
wenn der Differentialquotient von ->™ ote 5 soa oder was auf dasselbe 
hinausliiuft, die Functionaldeterminante g2,~29% — gov G2» fiir jede 
reelle Nullstelle von ge, einen positiven (nicht verschwindenden) Werth 
besitzt. Jene Functionaldeterminante driickt sich aber vermidge (11) 
durch 

Grv—s + (n-+-2v—1)As,1 
aus, wenn allgemein 
(24) A, = Jr- 19» = Gr-1 Gv 
gesetzt wird. Ich werde nun zeigen, dass Ag, ; von einem gewissen 
Werthe von v ab fiir jeden reellen Werth von z positiv ist, woraus 
dasselbe dann fiir jene Functionaldeterminante folgt. 

Zu dem Ende benutze ich den Ausdruck (13) fiir g,; vermége 
desselben ergiebt sich nach kurzer Rechnung 
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(28) be —(a5e) (Geaegy) fulezear t+: 


wo die durch Punkte angedeuteten Terme gegen den beriicksichtigten 
mit unendlich wachsendem v verschwinden. Wenn indessen ¢ einen 
Werth besitzt, fiir welchen f,1 verschwindet, so ist die Formel (25) 
zu ersetzen durch 


9f = x 4 _— 

26) olga Hr +--~ 

Aus diesen Formeln folgt nun: Beschriinkt man z auf irgend ein end- 
liches reelles Intervall, so kann man N so gross wihlen, dass Ag,—; 
fiir das ganze Intervall positiv ist, sobald » > N genommen wird. 
Nun findet man aus (11) und (15): 


(27) Ava= SS here (nF 9—2) (9921 2y(n—2)—m] 227-24 +», 
(28) Avie = (n+) 9,? + 2A,, 


und hieraus geht hervor, dass A:,_; fiir unendlich grosse Werthe von 
2 positiv ist, sobald » eine gewisse Zahl tiberschreitet und dass As,+1 
fiir die eventuellen ‘ussersten Nullstellen von Ay, _; noch positiv ist, 
also nur zwischen diesen Nullstellen negativ werden kénnte. Alle diese 
Betrachtungen zusammen ergeben nun die Richtigkeit des erwihnten 
Satzes: 

»,Set2t man Ay = Gr-19v — Gr-1gv, 80 ist fiir jeden reellen Werth 
von 2 Az,-1 positiv, sobald v eine gewisse Zahl diberschreitet.“ 

Der Vollstiindigkeit halber bemerke ich, dass derselbe Satz fiir 
Az, gilt, wenn f,—1(2) fiir keinen positiven Werth von ¢ verschwindet. 
Fir die Umgebung einer positiven Nullstelle von f,-1(2) besitzt hin- 
gegen Ag, fiir geniigend grosse Werthe von v das negative Zeichen, 
wie aus (26) ersichtlich ist. 


Die Nullstellen der Bessel’schen Reihe fiir reelle Indices. 
Da die Nullstellen der Function f,_, (2) mit den Verdichtungsstellen 
der Wurzeln von 
92(2) = 9, g,(2) = 0, ..-, grr(2) = 0,... 
iibereinstimmen, so ergiebt sich aus den Resultaten des vorigen Para- 
graphen ohne Weiteres: 
»Die Wurzeln der Gleichung 


-=0 


1 F; a” 
hO=Taty t Tetore tt rapepnredy + 


sind siéimmilich reell, falls n > —2 ist. Diese Wurzeln sind fiir 
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n > — 1 sémmitlich negativ; dagegen ist eine derselben positiv und die 
iibrigen negativ, wenn n zwischen — 2 und — 1 liegt. 

Der Fall, wo n < — 2 ist, erfordert indessen noch weitere Ent- 
wicklungen, da die Verdichtungstellen eines Systems reeller Werthe 
freilich reell, aber diejenigen eines Systems imaginiirer Werthe nicht 
nothwendig imaginir sind. 

Ich betrachte zuniichst die Gleichung 


(29) Gav (2) + Ager4i(2) = 9, 

in welcher 4 irgend eine reelle Constante bezeichnet. Ist 4 =O und 
hat v einen geniigend grossen Werth, so besitzt die Gleichung (29) 
2w imaginiire Wurzeln. Wenn nun 4 von Null bis zu irgend einem 
Werthe 4, variirt, so kann die Zahl der imaginiiren Wurzeln sich nur 
dann veriindern, wenn A einen Werth passirt, fiir welchen (29) eine 
Doppelwurzel erhiilt. Fiir diese Doppelwurzel wiirde aber 

Aoy41 = Jovi Jav — Gov Jv 

verschwinden, was nach dem vorigen Paragraphen nicht angeht. Also: 

»Die Gleichung (29) hat fiir jeden reellen Werth von A genau 2u 
imaginére Wurzeln.“ 

Wenn daher 4 von —oo bis +e variirt, so durchlaufen die 
imaginiren Wurzeln der Gleichung (29) eine Curve, welche aus 2u 
getrennten Ziigen besteht. Sei 
(30) e=a+iy, o=xc—iy, 
so ist die Gleichung der genannten Curve 
(31) quit, hw B® a ae ae wat 
und die Glieder héchster Dimension von g,(#, y) lauten: 


c- (eet —elattyry, 
wo 


a a ort a [2v?+-2nv-+n—2] 


6 


ist. Die Curve o,(x, y) = 0 ist also von der 2yv — 2'" Ordnung und 
trifft die unendlich ferne Gerade nur in den imaginiiren Kreispunkten, 
welche (y—1)-fache Punkte der Curve sind. 

Die 2 Ziige der Curve sind daher ganz im Endlichen liegende 
Ovale. 

Da fiir y= 0, also z= <2’, die Function g,(a, y) in Ag,4; tiber- 
geht, welches bestiindig positiv ist, so treffen die Ovale nicht die Axe 
der reellen Zahlen und es geht g,(a, y), wenn der Punkt 2 = a + iy 
von einem reellen Werthe ausgehend sich so bewegt, dass er eines der 
Ovale iiberschreitet, von positiven zu negativen Werthen iiber. Nun 
findet man aber mit Hiilfe der Gleichung (11): 


(32) pr4a(a y) = (+ 20-41) gory (2) gorge’) + 22’ pr (ar 9); 
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und es ist also g,4: noch positiv, wenn , verschwindet, abgesehen 
von denjenigen Punkten z=a-+-iy, welche die Gleichung ge,.4(2)=0 
befriedigen und welche gleichzeitig auf den Curven g,4;—0 und g,=0 
liegen. 

Hieraus geht hervor, dass jedes Oval der Curve g,4,; = 0 je ein 
Oval der Curve g, = 0 in einem Punkte, fiir welehen go,.1(¢) = 0 
ist, von Innen beriihrt*). Die 2u Ovale werden sich ferner mit 
wachsendem v immermehr verkleinern, bis sie sich fiir » = oo auf 2u 
Punkte zusammengezogen haben. Da nimlich die Grenzstellen der 
Punkte eines Ovales Nullstellen von f,-1(2) sind und letztere discret 
iiber die Ebene vertheilt sind, so kann die Grenze jedes Ovales nur 
ein Punkt sein. Auf demselben Grunde beruht die Richtigkeit der 
stillschweigend gemachten Annahme, dass die 24 Ovale der Curve 
g, = siimmtlich ausser einander liegen. 

Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich nun der Satz: 

Die Gleichung 

1 F 2” 

hh) = tay + tetera) + + Fepepnreti t=? 
hat fiir negative, zwischen — 24 — 2 und — 2m liegenden Werthe von 
n genau 2u paarweis conjugirte imagindre und tibrigens unendlich viele 
reelle Wurzeln**). Zur niheren Bestimmung der imagindren Wurzeln 
hat man eine unendliche Reihe algebraischer Curven 

Pr(X, Y) = 9, Pr4i(% y) = 9,..- 
von denen jede einzelne aus 2a im Endlichen und ausser einander 
liegenden Ovalen besteht. Das einzelne Oval der Curve gp, = 0 beriihrt 
und umschliesst je ein Oval der niichsifolgenden Curve und enthdlt zu- 


gleich in seinem Innern je eine imaginire Nulistelle von f,(z). Auf 


diese Nullstelle zieht sich das Oval mit wachsendem x immer mehr und 
mehr zusammen.“ 


Was nun die reellen Wurzeln betrifit, so folgt aus dem vorigen 


Paragraphen: 

»» Von den reellen Wurzeln der Gleichung f,(2) = 0 sind entweder 
alle oder alle bis auf eine negativ, je nachdem n zwischen — 2u — 1 
und — 2 oder zwischen — 2u — 2 und — 2u — 1 liegt.“ 


*) Siehe die Fig, 1, welche diese Verhiiltnisse qualitativ veranschaulichen 
soll. Die Figur bezieht sich auf den Fall « = 1 (vgl. unten § 8). 

**) Wenn » continuirlich in einen ganzzahligen Werth iibergeht, so werden 
die imaginiiren Wurzeln siimmtlich unendlich klein. 
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§ 6. 
Die reellen Nullstellen von /, (2). 


Der zuletzt genannte Satz liisst sich auch direct aus der Reihen- 
entwicklung von /,(2) ableiten, wie ich nunmehr zeigen will. 
Ich stiitze mich dabei auf folgende Siitze: 
» Wenn die Function 
P(X) = Cy + OU ++ + Cy o™ 


fiir alle reellen Werthe von x positiv ist, so gilt Gleiches von der 


Function : 
p(x) = p(x) + yp (%) +--+ + pl(a).“ 
In der That ist 


ea 
. 


(2) = e fe=9(e) dz, 
aus welcher Darstellung der Satz unmittelbar hervorgeht. 
», Unter derselben Voraussetaung besitet die Function 


—_— | ee fan 2 
1) = + + Fesn 2 t + tetan 7" 
fiir alle reellen Werthe von x dasselbe Vorzeichen wie sinax. Dabei 
bedeutet « eine Constante, welche der Bedingung « +-2n < 1 geniigt.“ 
Zum Beweise bemerke man, dass fiir a < 1 die Gleichung 


DP 
1 sin az sinax ({* 
a ——e a cities = —.2 —L ya “ 
. i T(1—a) =-— i a-*da 


gilt. Vermége derselben ergiebt sich: 


u(2) = sin ate [¢ —¢, < +c, = —-+°- ‘| dx 


% 
0 


: b a 
sin a2 & 
= ah o— XL y—a _— daz 
= fe x o( *) Z, 
0 


woraus die Richtigkeit des Satzes folgt. 
2¥ 


Ich wende den ersten Satz auf die Function p(z) =—*—— an 


‘Qy)r 
und erhalte: 
», Die Summe der ersten 2v Glieder der Exponentialreihe 


x a” 
ETOP ot or ae 
besitet fiir jeden reellen Werth von x einen positiven Werth.“ *) 


*) Dieser Satz ist auf andere Weise von Hermite bewiesen (Cours d’Analyse p. 34). 
17* 
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Es mége nun der Index n der Bessel’schen Reihe zwischen —2u —1 
und — 2u liegen. Dann haben die Glieder der Reihe, welche mit 
gett, get... multiplicirt sind, simmtlich positive Coefficienten. 
Die Summe der vorhergehenden Glieder ist 
2h 
(1)! 
Diese Summe besitzt aber nach den vorausgeschickten Siitzen fiir alle 
reellen Werthe von z das Vorzeichen von sin (n+ 1), welches das 
positive ist, da (n-++-1)a zwischen — 2ua und (—2u-+1)z liegt. 
Daher ist a fortiori /,(2) fiir alle positiven Werthe von ¢ positiv, und 
die reellen Wurzeln der Gleichung f,(¢) =O sind also siimmtlich 
negativ. 

Wenn nun zweitens der Index n zwischen — 24 —2 und —2u—1 
liegt, so schreibe man 





1 z 
x(4) = (n+ 1) + (m+ 2)-2! i Tin+2; 


fn (2) = Tat + &, 
wo R die Summe der auf das erste Glied der Reihe folgenden Glieder 
bedeutet. Der Term Tay besitzt einen negativen Werth, wihrend 
der Differentialquotient von KR, welcher gleich /,4:(2) ist, fiir alle 
positiven Werthe von ¢ positiv ist. Liisst man daher z von Null aus 


wachsen, so wiichst A von Null ausgehend bestiindig und folglich wird 
fiir eimen und nur einen positiven Werth von z die Gleichung 


1 . 
R=-— Tabi)? also f,(2) = 0 erfiillt werden. *) 
§ 7. 
Verwendung der Integralsitze. 
Die schon oben erwihnten Integralformeln gestatten es, einen 
Theil der erhaltenen Resultate aufs Neue zu beweisen und nach einigen 


Richtungen zu ergiinzen. Man erhilt jene Formeln bekanntlich, indem 
man von der Differentialgleichung 


az (, 2 a «) = 


a6 . =) 
ausgeht. Es seien m,”,7, s irgend welche complexe Constante und ¢ 
eine reelle Variable; ferner werde zur Abkiirzung 

m 


(34) t? fa(rt) =u, t* fx(st)—v 


*) Wegen der numerischen Berechnung der negativen Wurzeln von /, (2) =0 
vergleiche man Stern, 1. c, pag. 35 ff. und Crelle’s Journal Bd. 33, pag. 363. 
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gesetzt. Dann ist nach (33): 


atop — "(rt + “P), waueene > v(st+ % ), 


und hieraus folgt 


or > du |= » du dv 
(36) 4 ot [Au ay d ia > Oe ye (A+B) Togt dlogt 


+ uv [ A(sé + - i ) + B(rt+ ™ = |, 


wobei A und B beliebige Constante bedeuten. 
Wenn nun A=1, B=—1 und m=—~n genommen wird, so 
besitzt das Anfangsglied in der Entwicklung von 


du 
Au “Hast + Be togt 


den Exponenten 272 + 1=—-+1 und der Ausdruck verschwindet 
also fiir #0, wenn der reelle Bestandtheil von » grésser als — 1 
ist. Die Integration der Gleichung (36) zwischen den Grenzen ¢ = 0 
und ¢= 1 ergiebt dann 
1 
[t(wo' — vu’) 1 = (s—r) J uvdt, 
% 


oder in Riicksicht auf (34) und die Relation f; = f,4:: 


(81) fais (6) alt) — rfata(t) als) = (6 —1) f tfalrt falst) at. 


Im Allgemeinen wird dagegen die Entwicklung des Ausdrucks 
dv du 
Au ‘dlogt + Bo ‘dlogt 
a 
mit dem Terme ¢ ” beginnen, und es wird folglich nur unter der 
Annahme, dass m-+ » einen positiven reellen Bestandtheil besitze, 
jener Ausdruck fiir ¢= 0 verschwinden. Die Integration der Glei- 
chung (56) ergiebt dann: 


(38) Afn(r) [fa(s) + 2 fots (8) | + Bfals) [fn(r) + F fontr(?) | 


= at By fewe ae + (ae Bm fo cd 


1 


+ (As+Br) Juv dt. 
0 
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Es seien nun in der Formel (37) s=z und r=—¢e conjugirt 
complexe Gréssen, dagegen m reell. Dann ist das auf der rechten 
Seite auftretende Integral positiv, da alle seine Elemente positiv sind. 
Es folgt also: 

Ist n reell und grisser als — 1, bezeichnen ferner 2 und 2 con- 
jugirt complexe Grodssen, so besitzt der Quotient 


2fnt1(2) fy (2) — 2 fats (2) f, @) 
s—s 

stets einen von Null verschiedenen positiven Werth.“ 

Ich setze nun in diesem Satze » + v — 1 an Stelle von », unter 
m jetzt eine beliebig reelle Zahl und unter v eine ganze Zahl ver- 
standen, welche der Bedingung n + v > 0 geniigt. Ich nehme ferner 

, “ne os : 

an, dass z und 2 conjugirte Wurzeln der Gleichung f,_1(2) = 0 sind. 

Dann ist nach (10) 


< fn+»(2) *9v—1(2) — Gr (2) fatont (2), 
2 fusy(2’)- Grae’) = — Wo(%')frr-r(#), 
und unser Satz ergiebt, dass der Quotient 
Dy (2) Iy—1 (2) — dys (2) 9, (2) 
3— 8 
negativ ist. Dies liisst sich, wenn noch z=a-+ iy, 2 =a — iy 
gesetzt wird, so aussprechen: 

» Die imagindren Wurzeln der Gleichung f,—1(2) = 0 liegen in den- 
jenigen Gebieten der Ebene, in welchen die Function 
(39) #(«, 9) = Iv (2) Iya ~<a Se (2) 9,(@) 
negativ ist. Dabei bezeichnet v eine ganze Zahl, welche der Bedingung 
n-+v > 0 geniigt.“ 

Die im Satze genannten Gebiete werden durch die Curve y,(z, y) =0 
abgegrenzt, wobei indessen nicht ausgeschlossen ist, dass diese Curve 
keinen oder nur isolirte reelle Punkte besitzt, in welchem Falle nur 
ein einziges von der ganzen Ebene gebildetes Gebiet vorhanden ist. 
Die Function e2,41(%, y) ist nach (31) mit ,(a#, y) identisch, und es 
lassen sich daher, wie leicht zu sehen, die im § 5 entwickelten Siitze 
aus dem vorstehenden Satze ableiten. Der letztere enthilt indessen 
mehr, insofern die ganze Zahl vy nicht wie in § 5 eine nicht niher 
bezeichnete Zahl zu iiberschreiten braucht, sondern nur der Bedingung 
n-+-v> 0 geniigen muss. 








™> 
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§ 8. 
Beispiel. 
Betrachten wir beispielsweise die Gleichung 
fr—a(2) = 9, 
wo zwischen — 2 und — 2 + os liegt. Dann kann vy = 2, 3, 4,... 
sein. Nun ist 

by = 2(n$1)(a?+-y?) + 2n(m+ 1)(n42)a-+ (n4+-2)n? (n-+H1), 
(40) * = (n+1)(n +2) (6-46) (2*-+y?) +40 (n-+1)?(n-+2)(n-3) 0 

+ n?(n+1)?(n+2)?(n43). 
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) Figur 1. 
, Daher stellen ~, = 0 und y, = 0 zwei Kreise vor, deren Gleichungen 
in die Form 
: (41) ef % = (e@—-ah +y¥— oe? = 0, 
‘ el ioe be 
. HFT HEWH Yo = —O! Fy — =O 
| gesetzt werden kénnen, wobei dann 














a = — At) | e=-— >V- n(n+2), 
(42) ita ai 
ba — 28+ +8) 5 n° V—(n+1)(n+3) 
agi Bn+6 5n+6 


ist. 
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Die Function ~, hat im Innern des Kreises ~, = 0 offenbar das 
Vorzeichen von — 2(n-+-1), also das positive Vorzeichen. Dagegen 
hat %, im Innern des Kreises yy, =O das negative Vorzeichen. Es 
folgt daher: 

»,Die beiden imagindren Wurzeln der Gleichung f,-1(¢) = 0 be- 
finden sich, wenn n gwischen — 2 und — 2 + - liegt, ausserhalb des 
ersten und im Innern des zweiten der beiden Kreise (41).“ 

Ueber die Lage dieser beiden Kreise*) geben die folgenden Un- 
gleichungen Aufschluss, welche man mit Hiilfe von (42) leicht bestitigt: 
(43) b>a>0; #?<e’< (b—al’* < et < Db’. 

Wenn p,, gq, und p,,q, die Werthe bezeichnen, welche den Durch- 
schnittspunkten des ersten bez, zweiten Kreises mit der Axe der reellen 
Zahlen entsprechen, so folgt aus (43), dass 
1<9<M<a<cg<b<g 


ist. Daher miissen sich die beiden Kreise schneiden, so dass das 
Gebiet, in welechem die Wurzeln von f,(¢)—0O liegen, durch eine 
(in Fig. 1 schraffirte) Kreissichel vorgestellt wird. 


§ 9. 
Die Gleichung /,,(2) = 0 fiir imaginire Werthe von n. 
Zum Schluss will ich noch den Fall betrachten, in welchem der 


Index n einen imaginiiren Werth mit positivem reellen Bestandtheil 
besitzt. Sei in der Formel (38) m die zu  conjugirte Grosse, und 


(44) S=2—2-+iy, r—e/—2x—iy 
Wurzeln der Gleichungen 

fa(@) =O resp. fin (2) = 0. 
Dann ergiebt (38): 
(45) (A+ B)J, + (An?+ Bm?) + J, + (Ast Br)J, =0, 
wobei ich die in (38) vorkommenden Integrale. zur Abkiirzung mit 
J,, J,, J, bezeichnet habe. Diese Integrale besitzen positive Werthe, 
da « und v (siehe (34)) fiir jeden reellen Werth von ¢ conjugirte 
Gréssen sind. Ueberdies hat man 
(46) J, >ds, 
weil der im Integrale J, vorkommende Factor ; in dem ganzen 
Integrationsintervall grésser als 1 ist. Sei nun 


*) Siehe Figur 1. 
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m2 


(47) —Faa+pi, ——a—Bfi, 


so folgt aus (45) in Riicksicht auf (44) 
(A+ B)J, + (A+ Ba + i(A — B)y]J, 
= [(A + B)a + i(A — BDA), 
oder, da A und B willkiirliche Constanten bedeuten: 
(48) J, +%d,=ad,, yds = Bdy. 
Die letzte dieser beiden Gleichungen besagt, dass y dasselbe Vor- 
zeichen besitzt wie 6 und absolut gvrdsser ist als 6. Dies lisst sich 
auch so ausdriicken: Man construire den Punkt —”~ = « + Bi und 


4 
zerlege die Ebene in zwei Theile, indem man durch jenen Punkt eine 





Mt 
| yn 
i le 
-2 






‘Ja 








Figur 2. 


Parallele zur Axe der reellen Zahlen zieht. Dann liegt der Punkt 
2=x-+ ty in demjenigen Theile, welcher die Axe der reellen Zahlen 
nicht enthilt. Aus (48) folgt nun ferner 


BJ, + (xB —ya)J, = 0 


und es ist also a6 3 do 








negativ, Construirt man daher, unter X, Y 

laufende Coordinaten verstanden, die Gerade XB — Ya =O, welche 
. 2 . . * 

den Nullpunkt mit dem Punkte —<- verbindet, so liegt ¢ == x + ty 


auf derjenigen Seite dieser Geraden, welche die Axe der negativen 
reellen Zahlen in sich aufnimmt. Aus alledem ergiebt sich nun der 
Satz (vgl. Fig. 2): 

Es sei n eine Zahl mit positivem reellen Bestandtheil. Man ziehe 


durch den Punkt — ~ zwei Halbstrahlen, von welchen der erste parallel 
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zur Axe der negativen reellen Zahlen liuft, wihrend die Verlingerung 
des gweiten durch den Nullpunkt geht, Die stimmtlichen Wurzeln der 
Gleichung f,(2) = 0 liegen dann in dem von den genannten Strahlen 
begrenzten (convexen) Winkelraum.“ 

Dieser Raum reducirt sich auf ein doppelt iiberdecktes Stiick der 
Axe der reellen negativen Zahlen, wenn » einen reellen Werth besitzt, 
wie es nach den friiheren Siitzen zu erwarten stand. 


Kénigsberg i. Pr., den 2. Juni 1888, 























Die partiellen Differentialgleichungen der hyperelliptischen 
Thetafunctionen. 


Von 


Ep. Wuruetss in Halle a./S. 


Einleitung. 


In mehreren Aufsiitzen*) habe ich mich schon beschiiftigt mit 
den partiellen Differentialgleichungen der hyperelliptischen Theta- 
functionen, in denen einerseits nach den Argumenten, andererseits 
nach Parametern differentiirt wird. Dabei habe ich die Weier- 
strass’ische Form der Thetafunction zu Grund gelegt, und zwar die- 
selbe nach dem Vorgange von F. Klein so specialisirt, dass sie In- 
varianteneigenschaft hat. Es ergab sich, dass die simmtlichen der- 
artigen Differentialgleichungen aus einer Gruppe von vier Gleichungen™): 


2012 
09 
> A Aj 1 3 ~f- > (@ —_ v) Uy4-1 x = 0, 
=1 


A4=1 
20-+-1 
> Be +2 — a) Ana $5 +o nmi Ze — =0, 
4=0 
. '$ A Ay 3. — > wv, 22 = Q, 
as 2S 


20-+1 
2 Re+2— dA Ze - Jet v) u, £2 = 0, 


bestanden, welche bekanntlich die Invarianteneigenschaft eines Aus- 
drucks definiren, und aus einer Gruppe von 2¢ —1 weiteren Differential- 
*) Journal fiir Mathematik, Bd. 99, S. 236, Mathematische Annalen, Bd. 29, 
S. 272 und Bd, 31, S. 134. 
**) Mathematische Annalen, Bd. 31, 8. 151, 
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gleichungen, welche fiir die Thetafunction charakteristisch sind. Diese 
letztere Gruppe, welche das wesentliche Resultat meiner Entwicklungen 
ist, will ich noch auf einem ein wenig anderen Wege herstellen, als 
es bisher geschehen ist. Ich werde zuerst die Form und Beschaffenheit 
der Differentialgleichungen ohne Rechnung nur durch einfache Be- 
trachtung méglichst festzustellen suchen, indem ich mich hauptsichlich 
auf die Invarianteneigenschaft der Thetafunctionen stiitze. Dies ge- 
schieht in den vier ersten Paragraphen, Es bleiben dann noch zwei 
Covarianten, eine vom ersten und die andere vom zweiten Grade, zu 
bestimmen iibrig, und die Ausdriicke fiir diese muss ich freilich durch 
Rechnung — im fiinften Paragraphen — ermitteln, deren Umfang 
aber gegen diejenige in meinen friiheren Arbeiten viel geringer ist. 


§ 1. 
Die Grundlagen und die Ausgangspunkte der Entwicklung. 
Die Differentialgleichungen zwischen den partiellen Ableitungen 
der allgemeinen Jacobi’schen Thetafunctionen nach den Argumenten 
und den Parametern kénnen in der Form 


. oe ee oo . oe ao 
(2) Ani zo, tai fe 
aa a ap a fe 





geschrieben werden, in der sich dieselben zuerst bei Riemann®*) finden. 
Nimmt man aber die speciellen hyperelliptischen Thetafunctionen, so 


sind die = e(@-+ 1) Parameter t.3 nicht unabhiingig von einander, 


und demgemiiss existirt eine geringere Anzahl solcher Differential- 
gleichungen, welche sich aber aus den Differentialgleichungen der all- 
gemeinen 'hetafunctionen zusammensetzen lassen miissen. Will man 
nun diese aufstellen, so wird es vortheilhafter sein, als diejenigen 
Parameter, nach denen differentiirt wird, an Stelle der tas, die Ver- 
zweigungspunkte der zugehérigen Integrale oder Verbindungen der- 
selben zu wihlen, und zugleich anstatt der Jacobi’schen Form der 
Thetafunction die Weierstrass’ische Form zu nehmen, welche sich 
vor der ersteren dadurch auszeichnet, dass bei ihrer Entwicklung in 
eine Potenzreihe der Argumente die Coefficienten, abgesehen von einem 
allen gemeinschaftlichen Factor, rationale Functionen der Verzweigungs- 
punkte und der sonst noch in den Normalintegralen erster und zweiter 
Gattung vorkommenden Constanten sind. Die Weierstrass’ ische Form 
der Thetafunction entsteht aus der Jacobi’schen, indem man mittels 
der Gleichung 


*) Riemann’s Gesammelte Werke, 8.131. Ich gebrauche hier die Weier- 
strass’ische Bezeichnung, der wit,,, bez. wiv, an Stelle von a bez. v, 


ea’? é 
schreibt. 
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Ua = za 2 @ap Up 
B 


an Stelle der v,, v, ... Ug die neuen Argumente ,, %,... Ug ein- 
fiihrt, und zugleich die Thetafunction mit einem Exponentialfactor 
multiplicirt, der quadratisch in den Argumenten ist: 


(3) O (tt; , Uy, .- . Ue) = el(tntn- Me) H(, , Vy, . « + Ug) 

Darin ist 

(4) n(u, » Ug,- » « Ue) —_ => = Je Ua Us, 
apy 


und es bedeuten 20,8, 20.8, bez. 24g, 2yeg die Perioden der Normal- 
integrale erster, bez. zweiter Gattung und @ die sogenannte Determi- 
nante der halben realen Perioden @,,; die Summation ist hier wie 
iiberall im Folgenden, wo die Summationsbuchstaben a, 6, y vor- 
kommen, von 1 bis @ auszufiihren. 

Die Normalintegrale erster und zweiter Gattung 


fe ao, [Bd @=1,2,...0 
(wo 
2042 
y? = f(a) -> ‘ae t *) A, 2 22eH— oo Aucsef [os — AyX»), 


4=0 
(dx, x) = 2, dx,— 2, dx, 


ist), sind dadurch bestimmt, dass der Grad der ganzen Functionen 


H(x)e den (@ — 1)" nicht iibersteigt und die identische Gleichung 
besteht: 

r 2yn+2f(elt—) NS’ HE) GF@a  dv(a, &) 

(5) -— = =~, ; Puerta IE 


(a, £)* 4yn 27 2y (dx, x) 


a 


> Fe. G(é)q d®(é, x) 


2y ° 2n (dg, &) ’ 


a 


durch deren zweimalige Integration, einmal nach #,, x, und einmal 
nach &,, &, die Relationen zwischen den Perioden*) 


0, fir B2y 
ap May — Nay Pex) = . 
Di (me . = ) {z, fiir B=y 


erhalten werden, welche der Periodicitiit der Thetafunctionen halber 
zwischen denselben nothwendig sind. In dieser Gleichung (5) haben 9 


*) Vergl. Schottky: Abel’sche Functionen, 8. 4, 
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und (d&, &) dieselbe Beziehung zu &,, &, wie y und (dz, £) zu 2%, %; 
ferner ist 

(x, §) = 2, & — 28, 


und f(x|§) bedeutet eine ganze Function von 2,, x, und &,, & von je 
der Dimension @ + 1, welche bei der gegenseitigen Vertauschung von 
2, % mit &, & ungeiindert bleibt und fiir x, = &,, 2, = & in f(x) 
tibergeht; die Function ®(x, §) endlich ist nur der Bedingung unter- 
worfen, dass die Gleichung (5) identisch in dieser Form bestehen muss. 

Wiahlt man insbesondere fiir f(a|§&) die (@ + 1)* Polare von f(x): 


poit) = rein — SPENCE) susan vey get, 


ij=0 





und setzt ausserdem 
(6) A (2)a = (— 2%)" ae", 


so sind in der Reihenentwicklung der Thetafunctionen nach Potenzen 
der Argumente die Coefficienten, abgesehen von einem allen gemein- 
schaftlichen Factor, ganze Functionen der Verzweigungspunkte a;*). 
Sodann zeichnen sich diese Thetafunctionen noch dadurch aus, dass 
sie Invarianteneigenschaft besitzen **), d. h. dass sie ungeiindert bleiben 
— es folgt dies auch aus den alsdann bestehenden Gleichungen (1) —, 
wenn man in ibnen diejenigen Veriinderungen der Argumente und 
Constanten vornimmt, welche diese erfahren, wenn man in f(x) und 
in den Integralen erster Gattung die Substitution 
(7) t= px + xy, 

Wy = Pay + ax, 
macht. 

Bei den Argumenten ist diese Veriinderung der Art, dass 


(8) > (2 = i) the t,e—* ty! 


bis auf eine multiplicativ auftretende Potenz der Substitutionsdetermi- 
nante ungeiindert bleibt, vorausgesetzt, dass man ¢,, ¢, in derselben 
Weise durch neue Variable ersetzt, wie es durch die Gleichungen (7) 
mit z,, 2, geschieht. Denn da u, gleich einer Summe von Integralen 
erster Gattung | 


*) Aufsatz des Verf., Math. Annalen, Bd. XXXT, S. 410, 

**) Klein, Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen beliebig vieler 
Argumente. Nachrichten der Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften in Gittingen, 
1887, 8, 516. 
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(9) “2 Hee 





ist, so folgt daraus, dass 


1 
ee 1) te tee etm Dy es (da, 2), 


(t, &) = t, 2. — tay, 


wo 


und hieraus erkennt man, weil die rechte Seite eine Covariante der 
cogredienten Variablen z,, 2, und #,,¢, ist, dass auch die rechte 
Seite, d. i. der fragliche Ausdruck, die Invarianteneigenschaft hat, 


§ 2. 
Die Form der Differentialgleichung. 


Diese Thetafunctionen geniigen wegen der eben angefiihrten In- 
varianteneigenschaft den vier partiellen Differentialgleichungen (1), die 
ich in der Kinleitung angegeben habe. Da aber die Thetafunctionen 
nur von 29 + 3 Parametern, z. B. den 29 + 3 Coefficienten A, von 
f(x), abhiingen, so kénnen daher nur noch 2g — 1 weitere, gegen- 
seitig unabhiingige Differentialgleichungen bestehen, in denen nach 
den Parametern differentiirt wird. Zunichst werde ich die einfachste 
Form dieser Differentialgleichungen zu bestimmen suchen. 

Ich kann mir dieselben dadurch hergestellt denken, dass ich die 
Thetafunction nach einem der Coefficienten A, von f(x) differentiire 


und # - in folgender Weise umwandele. An Stelle von © setze ich 
) ay 


auf Grund der Gleichung (3) den Ausdruck e”@, fiihre hier die Diffe- 
rentiation an den Constanten @.s, Yeg und t,, aus, substituire als- 


daon =%* fir 2%  (vergl, (2)) und driicke endlich wieder 
ne Ov, OU, OTe 8 ( 8 ( )) 

tie mit Hilfe der Gleichung (3) durch die Ableitungen von O 
a O% 


nach dén u,, u.,... % aus. Da die Ableitungen von @ag, yes und 
Tag nach A, ebenfalls Constanten sind, die eventuell mittels der 


Normalintegrale berechnet werden kéunen, so ist der Ausdruck, den 
ich auf diese Weise fiir $e erhalte, eine Summe von Gliedern von 
a 
der Form 
AS) 0°09 


W010 Ye Gag? Tayda? © 


die mit Constanten multiplicirt sind. Indem ich diese Operation fiir 
die 29 + 3 Coefficienten A, von f(x) ausfiihre, bekomme ich 29+ 3 
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Differentialgleichungen; aber da ausser den Gleichungen (1) nur 29 — 1 
weitere Differentialgleichungen existiren, miissen sich vier von jenen 
Gleichungen mit Hilfe der Gleichungen (1) aus den iibrigen ableiten 
lassen. 

Da, wie oben bemerkt, die Thetafunction bei den Aenderungen 
der Argumente und Parameter, welche zu Folge der Substitution (7) 
eintreten, ungeindert bleibt, so muss auch das System der Differential- 
gleichungen dabei bestehen bleiben und sich demnach die urspriing- 
lichen Gleichungen durch die transformirten ausdriicken lassen. Es 
liegt daher der Gedanke nahe, das Gleichungssystem so umzuformen, 
dass man diese Higenschaft desselben unmittelbar erkennt. Dies kann 
man dadurch erreichen, dass man eine vorerst unbestimmt zu lassende 
Covariante, welche homogen von der Dimension 2@ + 2, bez. 29 — 2 
in den cogredienten Variablen x,, x, bez. v,, v. ist, einfiihrt: 


20+4-2 
’ 2 a ae 
F(«,v)= 2 ( er ) Fyapaper-2, 
4=0 


mit den Coefficienten der x in derselben die einzelnen Differential- 
; . Cina 20 . : 
gleichungen, und zwar mit F, diejenige, welche oA, enthailt, multi- 


plicirt und dann addirt. Wenn ich dabei 


2 


1 00 : 
10 Pp, 2© 4 
( ) _ a (A, 8 


setze und die Gesammtheit derjenigen Glieder, in denen einmal, bez. 
zweimal nach den Argumenten differentiirt wird, mit 7, bez. 2© be- 
zeichne, so hat die erhaltene Gleichung die Form 


(11) 2(0 + 1) 00 + 20+ 20 + ~AO+M,O—0, 


wo die Function A die Argumente quadratisch enthilt, wiihrend die- 
selben in 2© linear und in M, und 2® gar nicht vorkommen. 

In dieser Gleichung hat 60 die Invarianteneigenschaft, wie un- 
mittelbar aus dem Ausdruck (10) ersichtlich, und demnach muss das 
Gleiche auch je mit den tibrigen Gliedern 

x0, 20, A, M, 
der Fall sein, denn durch das erste Glied 060 sind die iibrigen voll- 
kommen bestimmt und die ganze Gleichung muss ja bei der linearen 
Substitution (7) unveriindert bestehen bleiben. 

Da die Gleichung (11) in den willkiirlichen Variablen v,, v, 
homogen von der Dimension 29 — 2 ist und demnach die Coefficienten 
von ¥,, ¥, einzeln Null sein miissen, so sind in derselben 20 —1 
Differentialgleichungen enthalten, genau so viel als es, von den 
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Gleichungen (1) abgesehen, deren gegenseitig unabhingige giebt, und 
man hat demgemiiss durch die Zusammenfassung zugleich erreicht, 
dass sich in dem System keine iiberfliissigen Gleichungen mehr finden. — 

Die Differentialgleichungen forme ich noch weiter dadurch um, 


: oe 
dass ich an Stelle der Function © dieselbe multiplicirt mit G x)* o *, 


wo 
@i, Diy *** Bio 


@5, G9 >>> Mae 


Mei @g2 +++ Wee 
unter der Bezeichnung 


2's 
G n)* « 79 = Th 


einfiihre. Dadurch iindert sich iibrigens nur das letzte ‘Glied der 
Gleichung: 


(12) 2(@ +1) OTh 4+ aTh + 2Th + + ATh + MTh =0. 


Es geschieht dies aus dem Grunde, weil in der Reihenentwicklung 
der Function Th nach Potenzen der Argumente keine transcendenten 
Constanten mehr vorkommen, indem die Coefficienten, abgesehen von 
dem allen gemeinschaftlichen Factor, der eine vierte Wurzel aus einem 
in den Verzweigungspunkten a; der Integrale rationalen Ausdruck ist, 
ganze Functionen dieser Verzweigungspunkte sind, wie schon oben 
bemerkt wurde, und weil demgemiiss in der umgewandelten Differential- 
gleichung (12) die simmtlichen Constanten rational in den Verzweigungs- 
punkten sein miissen. Da aber ferner die Gleichung ihrer Ableitung 
nach fiir alle Thetafunctionen besteht, so miissen die Constanten in 
derselben die 29 + 2 Verzweigungspunkte symmetrisch enthalten und 
demnach rationale Functionen der A, sein. 

Setzt man daher 


(13) aTh = 2 kag We ou, 
@Th 7 _¢ 
(14) xTh ~The du,buj? bee heey 


und bildet gemiiss dem Umstande, dass sich die wu, bei der Sub- 


aT eq, _2°Th 


stitution (7) wie (— 2,)*—' #,°-*, und also _—- —— wie 
fi 


Ou, Ou Ws 
t,e-P te", bez. wie x,°-*x,*-'a,'¢-?a,'F—! transformiren (vergl. (8), 
die Functionen 

Mathematische Annalen, XXXIII. 18 
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(15) K(@, t) = SP(8 = 1) hap (— a )tagt ate vee, 
«Bp 


(16) K(x, a’) = Zz (¢ a 1) (5 i 1) Kap 0 * 24°! aye-8 ap, 
op 


so sind diese Functionen, da, wie oben hervorgehoben, 79 und 20 
die Invarianteneigenschaft haben, ebenso wie die Function M Co- 
varianten von f(x) mit den cogredienten Variablen 2,, 23 %,', 23 ty, ty 
und v,,v,- Ausserdem ist noch A als simultane Covariante von f(x) 


und a * i) Uate-*t,°—! mit den Variablen 2,,v, zu betrachten. — 


Ep. Wiruetss, 


1 


Diese Covarianten werden aber im Allgemeinen eine Invariante als 
Nenner besitzen. 


Den Grad dieser Covarianten bestimmt man wohl am leichtesten 
dadurch, dass man in die Gleichung (12) h?.A, an Stelle von A, und 
dementsprechend, wie dies aus (9) folgt, h—'u, an Stelle von wu, setzt. 
Da sich dadurch die Thetafunction nicht iindert, so muss auch die 
Differentialgleichung unveriindert bestehen bleiben, und dies ist, wie 
unmittelbar ersichtlich, nur dann méglich, wenn sich dabei Fy: kag 
: Kap 2A:M in W'2P,: Whe : hap :A:M _ verwandelt. Hieraus schliesst 
man, da A die Argumente noch quadratisch enthilt, dass wenn p der 
Grad von F(z, v) in den A, ist, der Grad des Ziihlers der Cova- 
rianten K, bez. K, A und M den Grad des Nenners um p — 1, bez. 
p— 2, p und p — 2 iibersteigt. 

Die Covarianten K, K, A, M werden natiirlich verschieden sein, 
je nach der Function, die man fiir die Covariante J'(#,v) nimmt, 
welche ja nur der einzigen Beschrinkung unterliegt, die Variablen 
“,, 2, und v,,v, in den Dimensionen 29 + 2, bez. 290 —2 zu ent- 
haiten, im iibrigen aber vollkommen beliebig war. Man kaun daher 
fragen, wie die Function F(x, v) beschaffen sein muss, damit diese 
Ausdriicke eine mdglichst einfache Form bekommen, insbesondere, 
welcher Bedingung F(a, v) geniigen muss, damit in K, K, AundM 
keine Nenner auftreten. Dies wird sich am leichtesten durch eine 
Untersuchung der Differentialgleichungen der Normalintegrale , welche 
sich aus der Differentialgleichung der Thetafunctionen mittels der 
Periodicitiit derselben ergeben, feststellen lassen. 
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g 3. 


Die Bedingung, unter welcher die Differentialgleichung eine ganze 
Function der A, ist. 


Die Weierstrass’ ische Thetafunction und also auch die Function 
Th(t,, &.,-+ + Ug) ist bekanntlich in der Weise periodisch*), dass 


— 2g (Hp +p) 
Th(- ** Ue + 2@, ee +) = (— 1)" Th(- ++ Ue, + +) ee 


? 
wo N eine ganze Zahl ist, die davon abhingt, welche Thetafunction 


man genommen hat, und welche der Perioden @g, @e, bez. Nas) Nap 
man unter @, bez. ye versteht. Demgemiiss ist 


” é lg Th(-- +, 2 + 20,, +08) d lg Th(---u,,-+°) . 
oe eee 
B 
lg Th -U,+2 "lg Th <a 
a SS a) 4 Se. 
Ou, ou, moe 


Ferner folgt aus jener Gleichung 


algTl 2@, 5+: 
dlgTh(.- Mat 2ea,,°: +2 g a(s ponies y9°**) 20 ag 


= OlgTh(---t#e,-++) $F Luteo) Ong + 23 das}, 
p 


und diese geht mit Hilfe von (17) in 
(19) Olg Th(- + + + 2a@_,---)= 9 — : ~ +++) 


: a Ig Th (: 
2(Ug+@s) On, — 2 ee 
+ 2) (Ug + @p) 0H» = (- = + ne) Be, 
tiber. 

Jetzt vermehre ich in der Differentialgleichung (12) der Function 
Th, welche ich unter Benutzung der Bezeichnungen (13) und (14) und 
indem ich ausserdem noch 


(20) A= za laptattg, lag = lea 
a 


setze, in der Form 


p r lgTh 
(21) 2(e+1)dlgTh+ > k, 1-2. 
Dhan Te 


@lgTh | alg Th dig Th cs 
+2) hee | Gacbu, - ou, iu, | + . > lucp Ua tty + M = 0 
ap 


*) Vergl. z. B, Schottky, Abel’sche Functionen, Seite 3. 


18* 
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schreibe, die Argumente w_ um ein System von Perioden 2@,. Da- 
durch erhalte ich, indem ich zur Reduction die eben aufgestellten 
Relationen (17), (18), (19) und die Differentialgleichung selbst be- 
nutze, den folgenden Ausdruck: 








> 2 (K+) [—2e+ se, + heeeot Ys keoe 
+ >) 2Awe+ ox) [2(e+1 )9ne+ > ot> ol = 0. 
r B B 


Da nun bekanntlich zwischen den Argumenten einerseits und den Ab- 
leitungen der Thetafunction anderseits keine linearen Gleichungen be- 
stehen, so miissen die Coefficienten derselben einzeln gleich Null sein. 
Dies giebt die Differentialgleichungen der Perioden: 


(22) 2(@+ 1) d@~ — >) kis uog — 2> ea ng = 0, 
B 6 


(23) 2(@ + 1) Ome + >) lupe +>) haps = 0. 
B é 


Die Perioden 2a, 2. werden durch Integration der Normalintegrale 
auf geschlossenen Integrationswegen erhalten, und dementsprechend 
bestehen nothwendig zwischen diesen Integralen analoge Gleichungen: 


" * H(2) 
2(e + 1) af“ lx, x) — D Hee f = (dz, x) 
p 
—% v "G(@)s *) ) 
2D Fer ey (da, z)+ Pe =0, 
a H I(x ) 
e+ a fe (ax, a) +) ber [AH (as, 2) 
+ my bee fe (dz, £) + Qe — 0, 
a 


wo P, und Y, Functionen von « sind. Diese fasse ich je wieder 
in eine einzige Gleichung zusammen, indem ich dieselben mit 


(2 a i) t,e-*t,2-1, bez. (—s,)*—-1s,¢-* multiplicire und addire. Wenn 


ich dabei von der Formel 
(24) Dh (— ayrtaes fe ae, 2) —— f LER (aa, 2) + ¥, 
die sich aus (5) ergiebt, Gebrauch mache und zugleich 
(25) P lag(— 2,)P—*x,¢-8 (— s,)*—'s,¢-¢ = L(x, s) 
ap 


setze, finde ich die Differentialgleichungen der Normalintegrale 
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J a o—1 . 
(26) 2(@+1)90 J te (dx, 2) — J AR? (dx, 2) 




















i- 


n 
= = ee 2) 
i ( oe i) haat eet f - a (dz, x) +- P® = ()) ¢ 
ap 
5 € f(x|s) ss 8) 
21) —2@+ af Le (ae, «) +f 2" (dz, 2) 
+ P4 kas(— 8)*~*8,¢-* /- dw (dx, 2) + Q° = 0. 
ap 6 
- Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen kann man nun leicht die Be- 
p dingung ableiten, der F(z, v) geniigen muss, damit K, K, L haw M 
. 
ganze Functionen sind. Denn da in dem Ausdruck vou @ sf! (6, ; — (dx, 2) 
und @ if if tr y (dx,«) durch die Normalintegrale die _ kag und 
l.g die Coefficienten sind, so hat man ja nur nothwendig, die Be- 
schaffenheit dieses Ausdrucks festzustellen. 
Zu Folge der Bedeutung von @ ist 
8 5 t, ae! G a 1 #4 
' Die rechte Seite zerlege ich in mdiiiiniies indem ich mit 2,2¢+* 
F (aj, v), bez. x,2et*® f’(a;) die Function F(a, v), bez. die Ableitung 
von f(z) nach x, bezeichne, wenn ich in derselben x, = a;%, gesetat 
habe: 
, (28) 3 fe (ty a ~ (dx, 2) -2 Ya IF we (dz, 2) 


20-+2 
t, — a,taje-! F(a;, v @(dx, x) 
of ocean fn 


2f° (a) (a, — @;%_) 2y ? 





i=1 
wo die y, ganze Functionen der A, mit einer Potenz von Aggy: als 
Nenner sind. Diese muss sich aber bei der weitern Umwandlung weg- 
heben, da der eventuelle Nenner eine Invariante sein muss. Aus (24) 
folgt, wenn ich f(x|s) nach Potenzen von (x, 8) entwickele und als- 
y dann s, = aS, setze: 


2,2 *H (a), 
f (ay f eS tT + Za Pa (4) J eal (d 


*E@)q 
2 (— a f Ht (de, 2), 
wo die p(a;) ganze Functionen der A, sind. Denkt man sich hieraus 


e (dx, 2) 
af 
den Ausdruck von f- (a — 4,2) 2y 









in (28) eingesetzt, so erkennt man, 
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da sich abgesehen von einer Potenz von Ago;2 nur das Quadrat von 
f’(a;) als Nenner vorfindet, dass sich mindestens einmal /f’\a;) weg- 
heben, also F'(a;, v) einmal durch f'(a;) theilbar sein muss. Ist diese 
Bedingung aber erfiillt, so sind zu Folge der Euler’schen Formeln 
die Coefficienten der Integrale, und mithin auch die Covarianten K 


und K ganze Functionen der Aj. 

Ea (da, 2) 
an, so zeigt es sich genau in derselben Weise, dass alsdann auch ZL 
eine ganze Function der <A, ist. 

Zugleich aber ersieht man aus dieser Entwicklung, dass, wenn 
die Bedingung nicht erfiillt ist, wenn F'(a;, v) nicht durch f'(a,) theil- 
bar ist, der auftretende Nenner nur das Product der /’(a;), also die 
Discriminante von f sein kann. — 

Was nun endlich die Function M anbelangt, so ist diese eine 
ganze Function der A*, sobald es K und K sind. Man beweist dies 
am leichtesten, indem man die Entwickelung der Thetafunction mit 
den Charakteristiken Null nach den Cosinus der Vielfachen der Argu- 
mente zu Hilfe nimmt. Da dieselbe als Fourier’sche Reihe im weitern 
Sinn zu betrachten ist, so muss Glied fiir Glied derselben, insbesondere 
das Anfangsglied 


Stellt man die analoge Betrachtung beziiglich 0 


e” (ui ose uo) 


(vergl. (3) , einzeln der Differentialgleichung geniigen. Setzt man 
daher das entsprechende Glied 


‘ z. 
2 
G x) @ 
von Th an Stelle von Th in die Differentialgleichung (21) und lisst 

dann die Argumente Null werden, so erhilt man 


M=(oe+ 1) dlg@ — > ag. ee 
ap 


1 
-*= 2 (tu ~g) 


Oy Ou, 
Denkt man sich jetzt die rechte Seite mittels (22) ausgerechnet, so 
kénnen, wie man unmittelbar sieht, Nenner, die ganz in den A, sind, 
nur dann auftreten, wenn solche schon in den k,g und hep enthalten 
waren. 

Man ist somit zu dem Resultat gekommen, dass sdimmtliche Theile 
der Differentialgleichung ganze Functionen der A, sind, sobald F'(a,, v) 
durch f(ai) theilbar ist. — Da nun diejenige Form der Differential- 
gleichung, bei der keine Nenner auftreten, als die einfachste anzu- 
sehen ist, so soll die Covariante F(x, v), welche seither bis auf den 
Umstand ganz wilikiirlich war, dass sie in %,, #,, bez. v,, v, von 
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der Dimension 29 + 2, bez. 29 —2 ist, von jetzt an der eben ge- 
fundenen Bedingung unterliegen, dass sie ausgerechnet fiir 2, = a;x, 
durch /‘(a;) theilbar sei. Es wiire nun nicht schwierig, auf Grund 
dieser Kigenschaft solche Functionen F(z, v) herzustellen, aber dies 
wird insofern iiberfliissig, als durch die Betrachtungen des folgenden 
Paragraphen, diese Function auf bekannte Formeln zuriickgefiihrt wird. 


§ 4. 
Die Fundamentaleigenschaft und die Bestimmung von F(x, v). 


Der Differentialgleichung muss auch die Entwicklung der Theta- 
function nach Potenzen der Argumente geniigen. Diese Reihen- 
entwicklung hat bei der geraden nicht verschwindenden Function Th 
die Form*) se. 5 

A,*A,° {1+ N,+N,+ ++ f, 
wo N,, N,,... ganze Functionen der Verzweigungspunkte sind und 
A,, 4, die Discriminanten derjenigen beiden ganzen [unctionen 
(o + 1)" Grades bedeuten, in welche beziiglich dieser Thetafunction 
die Function f zerlegt wurde. Da nun bei der Substitution der Reihe 
in die Differentialgleichung, wenn K, K, A und M ganze Functionen 
sind, auch die Glieder 2Th, Th, ATh und MTh Ausdriicke liefern, 
in denen keine Nenner vorkommen, so darf dies auch nicht bei dTh 
der Fall sein. Dazu ist aber nothwendig, dass die Operation 0 an 
A, und A, ausgefiihrt, entweder Null giebi, oder diese Gréssen 
reproducirt: 
0A; == h: Mi, 

wo h; Null oder eine ganze Function der Verzweigungspunkte ist. 
Bilde ich nun alle die méglichen Discriminanten A; und multiplicire 
sie mit einander, so muss auch beziiglich des Products eine analoge 
Gleichung bestehen. Dies Product ist aber eine Potenz der Discrimi- 
nante A von f; folglich muss auch beziiglich dieser Discriminante 


(29) dA=hA 


sein, wo jetzt h Null oder eine ganze Function der A, ist. 

Nun sind die einzigen Differentialgleichungen, denen die Diseri- 
minante geniigt, ausser den vier Gleichungen, welche die Invarianten- 
eigenschaft ausdriicken und die zu den oben angegebenen Differential- 
gleichungen (1) fiihren, nur die folgenden Gleichungen:**) 


*) Vergl. den Aufsatz des Verf. in den Math. Annalen, Bd. 31, 8. 410, 
**) Vergl. Brioschi, Sur une nouvelle propriété du résultant, Journal fiir 
Mathematik, Bd. 53, S. 372. 
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oe De —_ — (20+1 ; 
— v 
Miteda- at ~ (Pott) HY Arent d, 
— Me gi O Azo vit a+1 (u 2e—u-1 
2 
. 1 oA 2o+1 
> “uy 9+2\ OAc. ens ( ) + 1) Asep+42A, 
v=0 ( “T)) =? u + 1 


in denen die ¢,,, die Elemente der Bézout’schen Form der Discri- 
minante, und also durch die Gleichung 





1s @f) Of@) _ Of) Of), 
4(e+ 1) OM, Ox, Ov, Oxy : (a, v) 
(31) 2¢@ 
= Py Cu X,2@-" 2," 0,20-# 06H 
M,v=0 


definirt sind. Demnach muss sich JA aus diesen Gleichungen und 
mithin F(z, v) aus den Ausdriicken 


20 2 20 
(32) D>, Cutie, Y qunerHagt, >) Suv 2e-,49 

y=0 v=0 v=0 
zusammensetzen lassen, indem man die Gleichungen (30), bez. diese 
Functionen mit Ausdriicken, welche die v,, v, homogen von der 
Dimension 2g -— 2 und sonst eventuell noch die A, enthalten, multi- 
plicirt und addirt. Man erkennt hieraus, dass F(a, v) vom zweiten 
oder héheren Grade in den A, sein muss, und dass im einfachsten 
Fall, wenn F(a, v) eine Covariante zweiten Grades ist, die A, nur 
in den Verbindungen c,, vorkommen. In diesem Fall muss sich 
F(x, v) — wenn iiberhaupt eine derartige Function existirt —, da sie 
eine Covariante ist, durch Polarenbildung aus (31) ableiten lassen, 
In der That erhilt man auch, wenn man durch Polarenbilden 
zweimal die Variablen 2,, x, an Stelle von »,, v, einfiihrt, eine 
Function, die allen Bedingungen geniigt, die J’(2,v) zu erfiillen hat. 
Man findet niimlich einerseits 


20—2 2¢@ 

1 € 6 20—u— - _v 

ee (2e—u)(2e—u— 1) v,2¢-# ot > cus, “1 x. 
“u=O0 v=0 


20-1 2 
(33) te 2)! (29 —w)wv,2e-#—! yt > Cup, 20-O +1 gett 


u=l v=0 
2e 


ze 
+. 3 u(u—1)v,2¢-# v,“-? > central 


a=? y=0 
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und andererseits bekommt man, wenn man fiir die gemischte Polare 
von f, welche in 2, 2, bez. y;, Yo} 2) 23 U. 8. W. homogen von der 
Dimension 1, bez. m, n, u. s. w. ist, die Bezeichnung 


tim n 
r(x, Fy Bene :) 
einfiihrt, dafiir den Ausdruck 


{er(e.#) afta) — af (e, v) afte). (e, 0), 


4e(o+ 1) OY OX, OV, Ox 
oder da 
2 3 1 
1 at (x. 2 o) — J 2? atl x 
20 00, 3 60a 
ist : 
3 29—1 3 29—1 
(34) = {arte ') Of(a) ar (a, ° ) afte) v). 
6(o + 1) On, OX, OX, Ox #, 


Aus dem ersten dieser beiden Ausdriicke (33) folgt, dass die erhaltene 
Function in 2,, 2, bez. v,, v, homogen von der Dimension 29 + 2, 
bez. 2g — 2 ist und sich linear aus den Ausdriicken (32) zusammen- 
setzt, wihrend aus dem zweiten Ausdruck (34) bei Zuhilfenahme der 
Identitiit ¥ 
, LO 4, LO) 2942) fre) 

hervorgeht, dass sie ausgerechnet fiir 2, = a;”, durch f’(a,;) theilbar 
wird. Folglich kann man diese Function fiir F(x, v) wiihlen: 


F(a, v) = — = farle” °) of(x) ar(a,o') afte} : (a, v) 
? 6(e+1) Ox, Oxy Ox, “as 


Und diese Bedeutung soll von nun an F(z, v) haben.*) — 

Der Zihler der rechten Seite ist eine Functionaldeterminante. Da 
solehe im weitern noch 6fters auftreten, will ich fiir dieselbe eine 
Abkiirzung einfiihren: wenn x und » homogen von der Dimension m 
und » sind, so soll 


? 


mn Ox, Oke OX, OM 


bezeichnet werden. Dann muss ich den Ausdruck fiir F(x, v) in der 
Weise 


*) Diese Function, die ich eben hier fiir F(x, v) genommen habe, ist in 
meiner friiheren Arbeit, Math, Annalen Bd. XXXI, 8, 134, mit — (a) bezeichnet, 
und dementsprechend hat dort — d Th dieselbe Bedeutung wie hier @ Th, 
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[r(z,o'), re, 





(35) F'(2, v) = 


schreiben. 
Diese specielle Function F(x, v) ist noch dadurch ausgezeichnet, 
dass 


(36) dA =0. 


Denn wire es nicht der Fall, wire dA = hA (vergl. (29)), so miisste 
h eine Covariante sein, weil 0A und A es sind; aber dies h wiirde 
die A, linear enthalten, wie man durch Vergleich des Grades beider 
Seiten in den A, erkennt, wihrend es in den einzigen Variablen v,, v, 
nur homogen von der Dimension 29 — 2 wiire; dies ist jedoch un- 
méglich, also muss h = 0 sein. — 

Man kann jetzt auch, wenn man F(z, v) in dieser Weise bestimmt 
hat, auf Grund der friiher gewonnenen Resultate die Ausdriicke von 


(@, v) 


K und M unmittelbar angeben. Dieselben sind zu Folge der Be- 
trachtungen am Ende des zweiten Paragraphen Covarianten nullten 
Grades; sie sind aber in v,, v, homogen von der Dimension 29 — 2. 
Daraus folgt, dass 


K (a, x’) “2 (< we i) (§— i) Kap t,0-* 2,0! xj e-P wy 


_ e(x, ve («’, vet, 
also 


(37) kag = ¢(—v,)*t-2y,2¢-«-8 , 
wo ¢ ein Zahlencoefficient ist, und 
(38) M=0 


sein muss. Demgemiss hat die Differentialgleichung jetzt die Form: 


(39) 2(9-+1)8Th++-xTh4+LATh +e >) 22%. (_»,)ete-ty,2e-2-7—0, 
2 S du, Og 

In derselben sind ausser der Constanten c jetzt nur noch die Terme 
a Th und A zu bestimmen iibrig, und man weiss nach den seitherigen 
Entwicklungen nur so viel, dass die Covarianten K(x, ¢t) und L(z), 
auf welche diese Terme zuriickgefiihrt werden, zweiten, bez. ersten 
Grades sind. 
So weit war es méglich, die Differentialgleichung ohne grissere 
Rechnung zu bestimmen. 
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§ 5. 
Die Bestimmung von K(,¢) und L(z, s). 


Die noch restirende Bestimmung der Functionen K (2, ¢) und L(a, s) 
geschieht wohl am leichtesten dadurch, dass man die Differentialglei- 
chungen (26) und (27) weiter umformt. 

Indem man in der ersten derselben: 


eee t) 





2eti)of a ~ (4x, 2) — 
—2 > (2x1) este-nte f SS (ae, 2) + PO =O 
ap 


fiir kg den eben gefundenen Werth (37) einsetzt und sie mittels (24) 
vereinfacht, ergiebt sich 


° ae 
2(e-+1)9f oa (dz, 2) — f 2%) (az, 2) 


£('z, °o) 
+ 2e(¢, orf (a, oy (dz, x) + P=0. 


(dx, x) 





Diese Gleichung differentiire ich nun, indem ich zugleich die Operation 
é ausfiihre, und lése sie dann nach K(a, ¢) auf: 


(3. $) 


(x, v)* 


K(a, t)=4e(t, ve 


— (e+ I(t, aye! AR?) 4 ay oe 


2y =—: 
+ 2Y Ge, a) 
Hierin muss nun ¢ und P so bestimmt werden, dass die rechte Seite 
eine ganze Function von « wird. Dieser Forderung wird geniigt, wie 
die weitere Rechnung zeigen wird, wenn man 


1p ates, “') 


(a, v)2y 





setzt. Denn, wenn G und H Covarianten der Ordnung p sind, 
so ist 
G [G, H)\, 


(40) d A=? hh “(da, x), 


und demgemiiss erhilt man, wenn man P in der Form 


f(z, 0’) 
(a, v) (t, a)“ey 


2 





~— 
vr a? 


schreibt: 
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dP s{ 4° = ~ t, @)2e-2 
(da, x) oo [ rz, v ), (x,v) (t,2)* ey |, es v)*f (a) 


a {_ wore) _(9_y worte(ed"v) 


2y (a, v)? (x, v) 


+p 


(t, «)e~ * F(a, v) v) 


Und substituirt man diesen Ausdruck in die obige Gleichung, so 
ergiebt sich 


(41) K(x, t) = {(, ve“, 0’) — 27,0) 


2e—1 


—(e—1)(a,v) (t,2)°2f (a, t, “ov )ts (a, 09%. 


Da der Klammerausdruck auf der rechten Seite, wie die daraus mittels 
des Omegaprocesses abgeleitete Covariante, fiir 2, = v,, 2, =v, ver- 
schwindet, so ist die rechte Seite eine ganze Function von x, 2,, und 
da, wie aus der Gleichung (26), von der wir ausgingen, hervorgeht, 
nur eine solche Function existirt, so muss dies also thatsiichlich die 
gesuchte Darstellung von K(x, t) sein. — 

In derselben Weise verfihrt man mit der Gleichung (27) 


{s,s 7“ 


24a f 10 la °S) (az, 2 +f HED Ge, 2) 
G(x) 

+ ka (—s yp-*sae-e . sf (da, £) +- ( = 0, 
2 P . “¥ 


um den Ausdruck fiir L(x, s) aufzustellen. Ich differentiire dieselbe 
und fihre zugleich die Operation 0 aus, indem ich die (e+ 1)'* Polare 
von F(z, v), die ich unter Einfiihrung der Variablen s,, s, an Stelle 
von 2,, 2, gebildet habe, mit 

F(a | s, v) 
bezeichne : 


F(x | s, v) f (3. ) F(x, v) 
BG = +9) “ey ae!) (w, 8)*f(z) 


’ dQ° 
_ » kag (— 8,)*-!8,°-* G (x)g — 2y wes 
ap 


Hierin fiihre ich den Ausdruck von ka; ein, wie sich derselbe aus (41) 
ergiebt: 
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2 kap(—8,)°—*8,¢-* 
™, ifs, 3 ° v )(- 0, )P-? v.e-F — f(s, v)(—s,)P-18,¢-8 
7 = (s,0) (2 i. "0 v2 dm ((—s, yp s,¢ e-#) 


$ 29—1 
— = “f(s, v )2 De, ((—s,)*'s. e-))} : (s, v)*, 
und benutze dabei die sina (24): 


c 

4 
> 
# 

















) 
ett eH 
. we F(x\|s, v) r(*z 24 F' (a, v) 

(42) L(a,s)=4(e+1)—C or — 20 ef) Oe 

1 e+ +1 e+1 2 2 e+ e+ 

4.9 f('s, %) s(x, “o') 9 r(s, 0) r(°, :) 

(a, v)? (8, 0)* (8, v)* (a, 8)* 
grea Lhe E TD) 
, Ct) eee 
. 21 i e+ etl 
rls, ') ¢(*z, °s') Q 

1 +4 Ge v) (x, 3 + 39- (da, a)’ 

: wo auf der rechten Seite bei dem fiinften Gliede die Functional- 
determinante durch Differentiiren nach den s,, s, gebildet wird, wie 
der angehingte Index s angiebt. 

Hierin muss fir @Q ein solcher Ausdruck gesetzt werden, dass die 
rechte Seite eine ganze Function der x,,%, wird, Dies erreicht man, 
indem man 

3 20—1 e-+1 e+ 
Qu ple "o') ¢("x, %") 
(@, ¥) (@, 8)¥y 
annimmt. Dann schreibt man 
5 20) | (a, 0) (a, 8)*y 

e=(q, bd ): ‘tea @) ? 

so ist nach (40) " 
f 6. +9 (wv) (@,s)*y | f* (%, 3") 

dae z) ’ y +) _” v)* (x, 8) f(a) 

3 3 (ex eH 

cet [r(e,>'), re). eet) 

(x, ») v) (a, 8 8)* Fix)y 

3 2e—1 e+1 e+1 

—(e+1 lr (c, v ), r( % 8 yh. r(z,0) r(x, Fi] 

7 )- (a, v) (a, “sty _— (x, v)* (a, s)*y 
2 1 2-1) _/e+1 etl 
; gc) 8) 


(a, 0) (a, 8)8y . 
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und substituire ich diesen Ausdruck in (42) und mache dabei zur Re- 
duction von den leicht zu beweisenden Identitiiten 


(3,0) (Az, 5, 0 ) +(0,2) f(a, 8, » ) +(2,s) fla, s,0) =0, 
(s,0)*¢(a, 0) — 2(s, »)(@,») f(x, 5, 0) +(a,0)? As, 0) =(a, 5)" f(0) 


Gebrauch, so erhalte ich 


L(2,s) = \4(e-+ 1) (a, v)*(s, v)? F'(a|s,v) 
+ 2(2,8)? (r(‘ e+t oO fF “nn y= = _ SDF) 


~2(e+ 1) (2,0)(5,2) (sm [F(@v ), we: I, 
+a») [r(@,'> ), 1s & )])} ot eo Go? 


Wie man sich leicht iiberzeugt, ist die rechte Seite eine ganze Func- 
tion von 2,, 2; mithin ist es der gesuchte Ausdruck von L(x, 8). 


§ 6. 
Die Resultate. 


Die gefundenen Resultate will ich hier in diesem Abschnitt midg- 
lichst iibersichtlich zusammenstellen. 

Ausser den Gleichungen (1) existiren noch 20 — 1 partielle Dif- 
ferentialgleichungen fiir die Thetafunctionen, in denen einerseits nach 
den Argumenten, andererseits nach Parametern differentiirt wird. Die- 
selben lassen sich, indem man sie mit Functionen einer willkiirlichen 
Variablen v,, v, multiplicirt und addirt, in eine einzige Gleichung zu- 
sammenfassen. Die einfachste Form derselben ist, wenn man mit Th 

. % 
a — = re . ° ‘ : P 
die mit (5 ) o * multiplicirte Weierstrass’ische Thetafunction bezeich- 
net, die folgende: 

= 1 

» ry ’ tr = _ 

2(0+1)dTh + aTh + zTh + - ATh=0. 
Darin bedeuten 6Th, x Th und x Th Aronhold’sche Processe: 

20+2 


as A XX) " eoTh 

alachans »2 Iya,” 
=. 
x Th = Se bug 
ap=1 
@ 

r 1 2 og Oe 

Th = 7 >)(—0,)e+ 2 y,2¢ — du, 


ap=1 














C- 








Differentialgleichungen der hyperelliptischen Thetafunctionen. 287 


wo 


2 e+2 
sc d ) Fyx,2x2et- = F(a, v), 
A=v 


¢ 
2 G- i) Kag(—a,)*-*a,0- 2-8 th! —= K (a, t) 
A 
Covarianten von f(x) mit den cogredienten Variablen x,, x; t,, t, und 
J 29 ty 
V,, V2 sind; desgleichen ist, wenn 


A — Sines, lap = lea 


ap=1 
gesetet wird, auch die Function 


¢ 
Pp las (— 2, )*—1 7,0 4(— 8,)P-1 8,08 oe L(a, 8) 
api 
eine Covariante von {(x) mit den cogredienten Variablen 2,, X23 8,5 S» 
und V,, 0. — 

Der erste der obigen drei Aronhold’schen Processe, die Operation 0, 
ist insbesondere dadurch charakteristirt, dass sie an der Discriminante 
A von f(x) ausgefiihrt den Werth Null liefert: 

dA=0. 

Um die Ausdriicke fiir die Covarianten F(x, v), K(x, t) und 
L(x, s) angeben zu kinnen, fiihre ich fiir die gemischte Polare von f(x), 
welche in den Variablen x,, %,, bez. 8,, S,, U. 8. w. homogen von der 
Dimension p, bez. q, uv. s. w. ist, die Bezeichnung 


f(z, 8, + ) 


ein und verstehe unter [, x\. die Functionaldeterminante von w und 4, 
die, wie der Index x angiebt, durch Differentiiren nach x2,, 22 ge- 
bildet ist: 


1 (0m Ox _ Ow Ox _ 
‘mn Oa, Ox 0 ay og [%) ale» 


wo m und n die Dimensionen von w und x in den x sind; wenn ich 
dann noch die Determinanten 2,0, — %V,, 2S, — %,8,,... gleich 
(vw, v), (@, 8),... Setge, so ist 


F(«, ») =[A@, 0 ), Fee: @, 0), 
K(x, t) = {(t,oe1f(“a, 


e+ =) 


— (taf (@, 0) 
— (e—1)(«, ») (t, ay¢-*F (e, 0 )f:(@,0)8, 
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L (a, 8) = {4(e+1) (2, 0)? (s, v)? F(a|s, v) 
+2(a, 5)°(F(‘x, ‘> )#("s, © )—£(2, 0 )fo)) 
—2(0+1) (@, ») (5,0) ((0[r(@ > ), (2, SD), 


+1 gl 


+(a»)[F (5,0 ), FC“, @ )])} +9" @orGoy, 


worin F'(x\s, v) diejenige Function bedeutet, welche aus F'(ax, v) entsteht, 
indem man durch Polarenbildung @ + 1 mal die Variablen s,, s. an 
Stelle von x,, x, einfiihrt. — 

Da die Differentialgleichung homogen von der Dimension 29 — 2 
in den Variablen v,, v, ist, so sind in derselben thatsiichlich 29 — 1 
einzelne Gleichungen zusammengefasst. 


§ 7. 
Umwandlung des Processes 0. 


In der Reihenentwicklung der Function Th nach Potenzen der 
Argumente kommen bekanntlich die Coefficienten von f(%), die A,, 
nicht unmittelbar selbst vor, sondern es treten vielmehr in derselben 
die Coefficienten «; und @; der beiden ganzen Functionen rational auf: 


ge) = (0 em 2, 


j=0 
deren Product 


(43) 9 (2) 9 (2) = f(x), m+m—=2e42 


ist. Demgemiiss will ich den Process 


20+2 P 
s— Sr, 0A, 
4=0 


so umgestalten, dass die Differentiation nach den a; und &; stattfindet: 


0 Pa -+3a7g n & 
G(e,v) = >(") Gie,ie,"—, 


wo dann 
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G(z, 0) = ™) G 5530-3 
G(é, v) “a ("") Gj2i2,"—7 
simultane Covarianten von g(x) und g(x) sind. 
Um diese Covarianten zu bestimmen, gehe ich davon aus, dass 
diese beiden Ausdriicke von 0 in einander teas miissen : 


| Sing - So c+ Sas 





sobald man fir —2- und —2- ihre Ausdriicke in den —2- setzt. Wenn 
TF i 0A, 
angenommen wird, so sind diese Ausdriicke, wie aus 
(tap?) A -> (7) (, “ 1) , as 
(siehe (43)) hervorgeht, die folgenden: 
r i+m 
Ly s a -(7) anand “7 Q_; oO 
n Oa; — 2e+2 ai oA,’ 
" a, 
jm m | 9 
ne 1—)J 
; = Near 2) Tay” 
Daraus erkennt man, wenn man von den Differentialausdriicken zu 
den zugehérigen Covarianten tibergeht, dass die Gleichung 
F(x, v) = G(z, v) + G (2, v) 
auf Grund der Relationen 
i+m ao 
s,‘a,"-* = Pad j) main? 22ers = 2, ‘2, n— '9(x), 
is i+m 
3,72," = (, ae ay— jr, 4zte+s—4 = x, Ja. sg (a) 
t: =) 


bestehen muss, und aus diesem Umstand folgt dann weiter, dass 
identisch 


(44) F(a, v) = 9(2) G(x, v) + g(a) G(, ») 
ist. Diese Identitit gestattet nun die Functionen G(x, v) und G(z, v), 


deren Ausdriicke ich tibrigens in meiner friihern Arbeit, Math, Ann, 
Bd. XXXI, S. 154, nicht ganz richtig angefiihrt habe, unmittelbar hin- 


Mathematische Annalen. XXXIII. 19 
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zuschreiben: wenn man die erste Polare von [g(v), g(v)], unter Ein- 









2e—-1 F , 
fiihrung von x mit Fe? a bezeichnet, so ist 


G (x, v) =m {2(0-+1)[7(, ©) , o(a)| + mgtn) x( "0, 2)}:4(e-+1)* 0), 
* 


G(z, ») =m" 44) [Fa 9 g(x , 50) | — mg(z)4( 0, xt 4 4(o-+-1)? (a, v). 


Denn da 
e+ ire, > ), fale — maa) [f(z o), 9h 


+ mg(a) lf (x, os g(« she 


so geniigen diese Ausdriicke der Gleichung (44), und ausserdem sind 
es ganze Functionen, da die Zaihler, wie unmittelbar ersichtlich, fiir 
XZ, = ,, X =v, verschwinden; sie erfiillen also alle Bedingungen, 
denen sie zu geniigen haben. 


Halle a. d. S., im Mai 1888. 
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Ueber die Darstellung der eindeutigen Functionen, die sich 
durch lineare Substitutionen reproduciren, durch unendliche 
Producte. *) 


Von 


Hermann Sraut in Ttibingen. 


Herr Poincaré hat seine Theorie der ,,Fuchs’schen Functionen* 
gegriindet auf eine Darstellung dieser Functionen durch wnendliche 
Reihen, die ,,Thetafuchs’schen Reihen“, die in héchst einfacher Weise 
aus den Elementen der Function d. h. aus ihren oo-Punkten (und dem 
Verhalten in denselben) und den Substitutionen der ,,Fuchs’schen 
Gruppe“ gebildet sind. Neben diese erste tritt nach allgemeinen 
Siitzen der Functionentheorie eine zweite Darstellung der ,,Fuchs’schen 
Functionen“ durch unendliche Producte, gebildet aus den O0- und oo- 
Punkten der Function in Verbindung mit gewissen Exponentialfactoren, 
welche die Convergenz bewirken. 

Die elliptischen Functionen stellen einen sehr speciellen Fall der 
»uchs’schen Functionen“ dar. Die Summenbildungen oder die ,,Theta- 
fuchs’schen Reihen“ finden hier ein Analogon nur in den elliptischen 
Functionen selber, also etwa in der Darstellung der Fuaction p(u) des 
Herrn Weierstrass durch unendliche, in der ganzen Ebene giiltige 
Reihen; die Productbildungen ein Analogon etwa in der Function 6(u). 
Der einfache Zusammenhang zwischen den beiden Functionen p(w) 
und o(u) gestattet es, beide Functionen nueben einander und sich 
ergiinzend zu verwerthen, worauf die Einfachheit und Uebersichtlich- 
keit der Weierstrass’schen Theorie der elliptischen Functionen beruht. 
Doch macht sich schon hier der Umstand bemerkbar, dass fiir die eine 
der fundamentalen Functionen, niimlich fiir p(w) wohl das Gesetz der 
Reproduction bei Aenderung des Arguments um Perioden sehr einfach 
ist und die oo-Punkte gegeben sind, aber die Nullpunkte der Function 


*) Ich bediene mich im Folgenden der Kiirze halber des von Herrr: Poincaré 
gewihlten Namens ,,Fuchs’sche Functionen“. 
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aus der Summenbildung selber nur schwer zu bestimmen sind; wihrend 
fiir die andere Function 6(u) die Nullpunkte gegeben sind, aber das 
Gesetz der Reproduction bei Aenderung des Arguments um Perioden 
aus der Productbildung selber nur schwer zu erkennen ist, 

Dasselbe gilt in erhédhtem Masse von den ,,Fuchs’schen Func- 
tionen“‘. Als Grundlage fiir eine Theorie derselben haben die Sum- 
menbildungen (die ,,Thetafuchs’schen Reihen“) den Vorzug, dass das 
Gesetz der Reproduction bei Anwendung der Substitutionen der zu- 
gehérigen Gruppe sehr einfach ist und die co-Punkte gegeben sind, 
wihrend die Nullpunkte der Function nur schwer zu bestimmen sind; 
die Productbildungen dagegen den Vorzug, dass die Nullpunkte ge- 
geben sind, wahrend das Gesetz der Reproduction bei Anwendung der 
Substitutionen der Gruppe nur schwer zu iibersehen ist. 

Eine Darstellung der ,,Fuchs’schen Functionen“ durch unendliche 
Producte hat zuerst Herr von Mangoldt*) angegeben fiir den ein- 
fachsten Fall, wo die Functionen nur innerhalb eines Hauptkreises 
existiren und vom Geschlecht Null sind. Das von demselben an- 
gewandte Verfahren lisst sich indess nicht wohl auf den allgemeinen 
Fall ausdehnen; es soll daher im Folgenden ein anderer Weg angegeben 
werden, der in allen Fiillen zum Ziele fiihrt. Nach einigen vor- 
bereitenden Bemerkungen werden in § 3 uuerst die ,,uchs’schen 
Functionen“ durch Abel’sche Integrale 3. Gattung dargestellt; dann 
in § 4 und 5 die in diesen Integralen auftretenden Functionen durch 
» Thetafuchs’sche Reihen“ ersetzt und schliesslich durch Umformung 
dieser Reihen in § 6 die Darstellung der ,, Fuchs’schen Functionen“ 
durch unendliche Producte gewonnen. Die Darstellungen beschriinken 
sich zur Vermeidung von Wiederholungen auf die beiden Hauptfille, 
wo die Functionen einen Hauptkreis besitzen niimlich auf Functionen, 
die entweder nur in diesem Hauptkreise oder aber in der ganzen Ebene 
existiren; fiir jeden dieser Fille ist ein allgemeines, typisches Beispiel 
durchgefiihrt um die Verschiedenheit der Bildungen zu zeigen, Andere 
von Herrn Poincaré aufgefiihrte Beispiele ergeben sich durch einfache 
Abinderungen oder Combinationen dieser beiden Fiille. Auch lassen 
sich die Entwicklungen des zweiten Falles ohne Weiteres auf die Func- 
tionen ausdehnen, die keinen Hauptkreis besitzen (die ,,Klein’schen 
Functionen “‘). 

Dagegen ist durch diese Untersuchungen noch keineswegs die 
eigentliche fundamentale Aufgabe gelést, die Aufgabe niimlich, nach 
Analogie der ¢-Functionen, erstens ein unendliches Product her- 
zustellen, das im Gebiete der ,,Fuchs’schen Functionen“ convergirt 
und dessen Nullpunkte aus einem derselben durch die Substitutionen 





*) Gittinger Nachrichten 1885, 9. December und 1886, 3, Febr, 
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der zugehérigen Gruppe hervorgehen, und zweitens das Gesetz der 
Reproduction dieses Products bei Anwendung der Substitutionen der 
Gruppe anzugeben. — 


§ 1. 


Vorbemerkungen. 


Ich schicke einige Bemerkungen aus der Theorie des Hrn, Poincaré 
voraus. *) 

Es sei eine ,, Fuchs’sche Gruppe“ G von unendlich vielen linearen 
Substitutionen gegeben 


«2+ B; 
98) ra,” Po (2) = 2, «0; — By =1, (¢=0, 1, 2, .. . co) 





welche einen Kreis C, den Hauptkreis, vom Mittelpunkt 0 und vom 
Radius 1 ungeiindert lassen. Kiner solechen Gruppe entspricht eine Ge- 
bietseintheilung des Hauptkreises oder der ganzen Ebene durch unend- 


‘lich viele Polygone R,, gebildet aus Kreisen, die orthogonal zum 


Hauptkreise sind. Diese Polygone seien abgeleitet aus einem Funda- 
mentalpolygon R, durch die Substitutionen (1) derart, dass die Punkte 
von R, durch die Substitution g;(z) in die Punkte von R,; transformirt 
werden. Das Polygon R, hat eine grade Seitenzahl 2” und ein be- 
stimmtes Geschlecht P. 

Die Polygone R; liegen entweder siimmtlich innerhalb des Haupt- 
kreises C; dann existiren die zugehérigen Functionen auch nur im 
Inneren von C, da sie unendlich viele wesentlich singulire Punkte 
besitzen, die den ganzen Hauptkreis erfiillen, oder die Polygone FR; 
nehmen, die ganze Ebene ein; dann existiren die zugehérigen Func- 
tionen auch in der ganzen Ebene, da sie unendlich viele wesentlich 
singulire Punkte besitzen, die isolirt auf dem Hauptkreise liegen. 

Eine Function F(z) heisst eine ,,Fuchs’sche Function“, wenn sie 
in ihrem Gebiet (d. h. entweder im Hauptkreis oder in der ganzen 
Ebene) den Charakter einer rationalen Function hat und sich durch 
die Substitutionen der Gruppe G reproducirt nach dem Gesetz 

F (9:(2)) == F(z). 
Eine Function O(z) heisst eine ,, Thetafuchs’sche Function“ vom Grade 
m, wenn sie in ihrem Gebiete den Charakter einer rationalen Function 
hat und sich durch die Substitutionen der Gruppe G reproducirt nach 
dem Gesetz: 
8 (p4(2)) = O(2) - (nie + 0)™. 


Zihlt man die Ordnung des 0- und co-Werdens einer Function im 


*) Acta math. I, p. 1—62 und p, 193—294. 
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Innern und in den Ecken von R, in der von Herrn Poincaré an- 
gegebenen Weise, so gelten die Siatze: Fiir die ,,Fuchs’schen Func- 
tionen “‘ ist die Zahl der 0'- und der oo'-Punkte in R, dieselbe; fiir die 
,», Thetafuchs’schen Functionen “ vom Grade m ist die Differenz zwischen 
der Zahl V der 0'- und der Zahl U der oo'-Pankte im Polygon R, nur 
abhiingig von der Beschaffenheit des Polygons; es ist niimlich 


V—U=m (n— 1 ~2e) 


wenn die Function nur innerhalb des Hauptkreises existirt. 


V—U=2m(n—1— ke) 


wenn die Function in der ganzen Ebene existirt. 


Hier bezeichnet 2” die Seitenzahl und 2a. Sz die Summe der 
h 


Winkel des Polygons R,. Wir machen endlich noch Gebrauch von 
der Bemerkung: 
Ist eine ,,Thetafuchs’sche Function“ vom Grade m in 
einem Punkte = £ unendlich wie A-(z— §)-?, so ist die 
Function in dem transformirten Punkte ¢ = ;(§) unendlich 
wie A. (pif + 6))2°"-2)-(2— gig)? 


§ 2. 
Das Abel’sche Theorem fiir ,,Fuchs’sche Functionen“. 


Wir beginnen mit der Aufstellung der Relationen zwischen den 
0- und oo-Punkten einer ,,Fuchs’schen Function‘, und unterscheiden, 
wie schon bemerkt, zwei Fille. 

1. Fall. Die Functionen existiren nur im Hauptkreis C. 

Wir nehmen an, das Polygon sei von der Familie 1*) d. h. die 
Ecken von R, liegen siimmtlich im Innern von C. Die Zahl der 
Seiten von R, sei —=2n; die Zahl der Cyklen (1. Art) = 7; das 
Geschlecht — P; so dass die Relation besteht: 


n= 2P-+-r—1. 
Die Winkelsummen in den r Cyklen seien . wo #6, ganze Zahlen 
h 
(h=1,2,...7). Alle wu R, gehérigen ,,Fuchs’schen Functionen“ 


driicken sich rational durch irgend zwei derselben aus, 2 und y. 
Zwischen diesen besteht eine algebraische Gleichung f(x, y) = 0 von 


*) Acta math. I, p. 254 ff. Der Fall, wo die Ecken siimmtlich (Fam. 2) oder 
zum Theil (Fam. 6) auf dem Hauptkreis liegen, erfordert einige leicht angebbare 
Aenderungen, 








or 


yn 


in 
ie 


n 
n, 
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der Ordnung N und vom Geschlecht P. Wir setzen voraus, dass 
f (ay) =0 von Singularitaéten nur einfache Doppelpunkte hat, und 
dass kein Verzweigungspunkt im Unendlichen liegt, wozu hinreicht, 
dass die Richtungen der N Asymptoten der Curve f(xy) = 0 simmt- 
lich verschieden sind. Die Coefficienten von f(xy)—=0O hingen ab 
von 3P —3 Modula. 

Wir bezeichnen ferner die Werthe von (2, y) in den Ecken des 
1, 2,... 2 Cyklus durch (a,, b,), (a2, b.)..- (a, b,). Die Entwicklung 
von « (ebenso von y) in der Umgebung einer Ecke a, des Cyklus 
schreitet fort nach ganzen positiven Potenzen von (—a,)"*; wir nehmen 
an, dass fiir ¢ = «,, 2 — a, Null sei wie (e—«,)”*, also = Null sei 

1 

wie (2 —«a,)**—* oder («— as) Pa 

Wir bilden zuniichst aus (a, y) eine ,, Thetafuchs’sche Function“ 
Q(2) vom Grade m, die im Innern und auf dem Rande von R,, also 
auch im Innern des Hauptkreises C, allenthalben endlich bleibt; eine 
soleche Function ist von der Form*) 


G (a, y) da ym 
(1) W- aa ee 
Hier kann m jede beliebige, positive ganze Zahl sein; wir nehmen 
jedoch der Einfachheit halber fiir m das kleinste gemeinsame Vielfache 
der ganzen Zahlen #,...£8,, wodurch die Abziihlungen sich etwas 
vereinfachen.**) Die Function (1) bleibt in den Verzweigungspunkten 
von f(z y) = 0 endlich. Damit sie in den Ecken von R, endlich sei, 


ist zu setzen 
A, =m (1 —_ i) 


> =m (n —1l-— 2k) —2m(P—1) (h=1,...r). 


Damit (1) auch fiir (« = 00, y =o) endlich sei, muss G(a, y) eine 
ganze rationale Function in (%, y) vom Grade 24, + m(N—3) sein. 
Die Zahl der linearen homogenen Coefficienten in G(a, y) ist alsdann 
mit Riicksicht auf die Bedingung f(xy) = 0 gleich 


N.S a+ @m—1). 2-2-5. 


Zwischen denselben bestehen (N-- 1) 2A, Bedingungen, die ausdriicken, 
dass Q(z) endlich bleibt in den r(N—1) Punkten, in denen die r 


also 


*) Acta math. I, p. 263. 
**) Eine Folge dieser Bestimmung ist, dass Q(2) in den Ecken von Ry nicht 
nur endlich sondern (im Allgemeinen) auch von Null verschieden ist, 
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Geraden x = a, die Curve f(xy) =O ausser den Punkten a, noch 


schneiden; weiterhin (2m— 1) poet P Bedingungen, die aus- 


driicken, dass Q(z) in den Doppelpunkten von f(x y) = 0 endlich sei. 
Somit behalt G(ay) noch 2A, +- (2m—1)(P—1) willlkiirliche, lineare, 
homogene Coefficienten oder es hat @Q(¢) im Innern des Polygons 
R, noch 


DS a+ @m—1(P—1)—1 =m(n— toc i) we 


willkiirliche 0-Punkte. Nun ist die Zahl der 0-Punkte von Q(z) in 
R, tiberhaupt 


(2) q=m(n—1— 57). 


Von diesen Nullpunkten sind also die (q—P) ersten willkiirlich wihl- 
bar; die P letzten aber alsdann eindeutig bestimmt. 

Aus (1) bilden wir eine ,,Thetafuchs’sche Function“ P(z) vom 
Grade m+ 1, die ebenfalls in Hauptkreis C allenthalben endlich ist, 
nimlich die Function 

2):p(v@y) dx 
3) Ph Se . =: 
In derselben muss g(x y) eine ganze rationale Function in («, y) vom 
Grade N —3 sein, die in den Doppelpunkten von f(xy) =O ver- 
schwindet. Alsdann hat (xy) noch (2P—2) weitere Nullpunkte, 
aber nur noch P lineare, homogene, willkiirliche Constanten, so dass 
von diesen (2P—2) Nullpunkten die P—1 ersten willkiirlich, die 
P — 1 letzten aber durch sie eindeutig bestimmt sind. 

Bildet man nun aus (1) und (3) den Integralausdruck 


ry 


(2) PY) a, 
‘ [3e-aaf sep 
WO 2 resp. (2%, Y) ein beliebiger Anfangspunkt ist, so stellt derselbe 
ein Abel’sches Integral 1, Gattung dar, welches als Function von (2, y) 
in der durch f(xy) = 0 bestimmten Verzweigungsfliche allenthalben 
endlich ist und an dem canonischen Querschnittsystem dieser Fliche 
2P Periodicitiétsmoduln hat. Die Verzweigungsfliche wird durch das 
Functionenpaar (x, y) eindeutig auf die Polygone R; der z Ebene ab- 
gebildet. Das Integral (4) ist daher, als Function von z, im Haupt- 
kreis allenthalben eindeutig und endlich und in correspondirenden 
Punkten der Polygone R; um ganzzahlige Vielfache der 2 P Periodici- 
titsmoduln verschieden. Ist nun R(x, y) eine beliebige rationale Func- 
tion von (2, y) oder eine beliebige ,,Fuchs’sche Function“ von z, die 
im Innern des Polygons R, in den Punkten z,,..., % gleich 0’ und 
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h in ebensoviel Punkten {,,..., & gleich co’ wird, so besteht nach dem 
s- Abel’schen Theorem zwischen diesen 2s Punkten die transcendente 
Fi " Beziehung 


A 


e, ; 8 
P 
sf (5) > f Guy d#=0, 
A=1 : 


h 


welche P unabhingige Gleichungen derselben Art enthiilt. 

, 2. Fall. Die Functionen existiren in der ganzen Ebene. 

a Das Polygon R, sei von der Familie 3*) d. h. begrenzt von 2” 
Kreisen ¢, und ¢,';...; ¢, und ¢,', orthogonal zum Hauptkreise C; die- 
selben sind einander paarweise zugeordnet durch » fundamentale Sub- 
stitutionen g, ..., der Gruppe G derart, dass durch die Substitution 


1- g; der Kreis ¢; in ¢; tibergefiihrt wird. Das Geschlecht P des Polygons 

R, ist hier =n, Alle zu diesem Polygon R, gehérigen ,, Fuchs’schen 
m Functionen“ sind rational durch zwei derselben x, y darstellbar, zwischen 
t, welchen eine algebraische Gleichung f(z y) = 0 vom Grade N und 


vom Geschlecht n besteht, deren Coefficienten von (8n—3) reellen 
Moduln abhiingen. Wir setzen voraus, dass x in dem Punkte ¢ = oo 
und den transformirten Punkten ausserhalb des Hauptkreises endlich sei. 


m Wir bilden wieder aus (2, y) eine , Thetafuchs’sche Function“ Q(z) 
r- vom Grade m, die in der g Ebene allenthalben endlich ist (mit Aus- 
e, nahme natiirlich der auf dem Hauptkreis isolirt liegenden, unendlich 
38 vielen, wesentlich singuliren Punkte); eine solche Function ist von 
ie der Form 
) ae FOP , 48" 
(6) Q(@) = ym Cae) » 


wo m eine beliebige, positive, ganze Zahl. Die Function (6) ist in 
den Verzweigungspunkten von f(xy) = 0 endlich; damit (6) auch fiir 
(2 == co, y =o) endlich sei, muss G(x y) eine ganze rationale Func- 
tioh vom Grade m(N—3) sein. Die Zahl der linearen, homogenen 


“ _N-N-—3 


/) Coefficienten in G(x y) ist alsdann (2m — 1) ; Zwischen 
we denselben bestehen (2m — 1) pA A-2 ] Bedingungen, die 
as ausdriicken, dass Q(z) in den Doppelpunkten von f(x y) = 0 endlich 
b- sei. Somit behilt G(x y) noch (2m—1)(P-—1) = (2m—1) (n—1) 
t- willkiirliche, lineare, homogene Coefficienten oder es hat Q(¢) im 
n Polygon R, noch (2m—1)(n—1) — 1 willkirliche Nullpunkte. Die 
i- Zahl der 0'-Punkte von Q(z) in R, tiberhaupt ist 

C- (7) q = 2m(n—1). 

ie 


*) Acta math. I, p, 276 ff, 
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Von diesen Nullpunkten sind also die (g—™m) ersten beliebig wihlbar; 
die letzten alsdann eindeutig bestimmt, Abgesehen von diesen 
Aenderungen bleiben die friiheren Betrachtungen und Gleichungen 
auch fiir den 2. Fall bestehen, wenn man noch iiberall P durch n 


ersetzt. 
§ 3. 
Darstellung der ,,Fuchs’schen Functionen“ durch Integrale 3. Gattung. 


Es soll nunmehr eine beliebige Fuchs’sche Function durch Abel’sche 
Integrale 3. Gattung dargestellt werden. 

1. Fall. Unter den friiheren Voraussetzungen und mit Benutzung 
von Q(z) bilden wir die folgende ,, Thetafuchs’sche Function* P (2; 2, , §;) 
vom Grade (m-+-1), die in zwei beliebigen Punkten z, und §, im Innern 
von R, gleich oo! wird 

(2). V(a, y) dx 
(1) P(e; %, 8) = Stee "y or 
Hier ist 1(¢,, £,) ein in (a, y) linearer Ausdruck, der verschwindet in 
den beiden Punkten (#,, y,) und (&,,4,) der Curve f(xy) =0, die 
den Punkten 2, und §, entsprechen; ferner ist Y(a, y) eine ganze 
rationale Function in (x, y) vom Grade (N—2), welche verschwindet 
in den Doppelpunkten von f(x y) =0 und in den N — 2 Punkten, 
die l(z,, €,) ausser z, und €, mit der Curve f(xy) 0 gemein hat. 
Nach dieser Bestimmung hat V(x y) noch 2P weitere Nullpunkte, 
aber nur noch P+ 1 willkiirliche, lineare, homogene Coefficienten, 
so dass von diesen 2P Nullpunkten die P ersten willkiirlich wihlbar, 
die P letzten aber alsdann eindeutig bestimmt sind. 

Die Function (1) hat hiernach und mit Riicksicht auf den Charakter 
von Q(z) folgende Kigenschaften: sie wird in den Ecken von R, gleich 
0 in niederster Ordnung, nimlich in einer Ecke z= a, des h Cyklus 





ae. 2 
gleich 0 wie (w—a,) %* oder wie (¢ —«a,)**~*. Die Nullpunkte in 
den Ecken von R, ziahlen fiir 


— eo oO, 
r Po B, (n 1 >: 3.) (P—1) 
0'-Punkte. Die Function (1) hat ferner im Innern von R, noch (q+ 2 P) 


0'-Punkte; sie hat endlich im Innern von J, zwei oo'-Punkte 2, und §,. 
Die Differenz zwischen der Zahl V der 0'-Punkte und der Zahl U der 


co'-Punkte ist also V— U = (m-+1) (n —1 -»> 3) in Ueberein- 


stimmung mit dem in § 1 angefiihrten Satze. 
Bildet man nun aus Q(z) § 2 und P(e; z,, £,) den Integralausdruck 


: zy 
(2) 20h » £1) dg _¥@y)_ 


=. ee 
e fy Ue, &) ~— 
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so stellt derselbe ein Abel’sches Integral 3. Gattung dar. Dasselbe hat, 
als Function von (x, y) betrachtet, in der Verzweigungsfliiche von 
f(wy) = 0 die zwei logarithmischen Unstetigkeitspunkte («,, y,) und 
(,, 4,) und an dem canonischen Querschnittsystem der Fliche 2P 
Periodicitiitsmoduln. Wir geben demselben die Normalform, indem 
wir die in ¥(xy) noch willkiirlichen (P+ 1) Coefficienten derart be- 
stimmen, dass die erste Hilfte der 2 P Periodicitiitsmoduln verschwindet 
und den noch iibrig bleibenden Factor derart, dass das Integral in den 
beiden Unstetigkeitspunkten unendlich wird bez. wie + log (2 — 2) 
und — log (« — &,). Dann hat das Integral (2), als Function von gz in 
dem Hauptkreis betrachtet, beim Uebergang von einem Polygon R; 
in ein anderes dieselben Periodicitiitsmoduln und verhiilt sich in den 
Punkten zg, und €, von R, wie + log (e—z,) und — log (¢—§€,) oder 
in den correspondirenden Punkten 2,‘ und §,‘ von R; wie +- log (¢— z,') 
und — log (2¢—§,'). 

Ist nun wieder R(a y) eine beliebige ,, Fuchs’sche Function“ von 
z, die in den Punkten z,...2, gleich 0! und in €,...& gleich oo! 
wird, so hat man nach bekannten Siitzen aus der Theorie der Abel’schen 
Integrale 


ia R(x, y)_ (85 Zp fi) 
(3) log Ro, Yo) “2 = ‘ ds 


also eine Darstellung des saciid einer ,,Fuchs’schen Function“ 
R(x, y) durch eine Summe von Abel’schen Integralen 3. Gattung. 

2. Fall. Wir bilden mit der in (6) § 2 bestimmten Function 
Q(2) wieder eine Function der Form P(e; 2,, §,) der Form (1) und 
bestimmen I[(z,, §,) und WY(a, y) auf dieselbe Weise. Die Function 
Y(x, y) hat alsdann in der Verazweigungsfliche von f(xy) = 0 noch 
2n weitere 0'-Punkte, von denen die m ersten willkiirlich wihlbar 


sind; die Function P(2; 2,, €,) hat im Innern von R, 
q+2P=2m(n—1)+2n 

0!-Punkte und 2 oo'-Punkte ¢, und §,. Die Differenz zwischen beiden 

Zahlen ist gleich 2(m-+-1)(m—1) in Uebereinstimmung mit dem in 


§ 1 angefiihrten Satze (ua hier Sr wegfillt). Aus den Functionen 
A 


Q(z) und P(z;4,,) erhiilt man nun genau wie im Falle 1 eine 
Darstellung der Fuchs’schen Function R(x, y) durch Abel’sche Inte- 


OY 


grale 3. Gattung. 
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Darstellung der Functionen Q(z), P(z) und P(e; z,, £,) durch 
» Thetafuchs’sche Reihen“. 


Die im Vorigen aus ,,Fuchs’schen Functionen“ x und y gebildeten 
Ausdriicke Q(z), P(¢) und P(e; z,, §,) lassen sich als ,, Thetafuchs’sche 
Functionen“* vom Grade m, bez. m- 1, vorausgesetzt, dass m > 1, 
nach allgemeinen Sitzen des Herrn Poincaré durch unendliche ,, Theta- 
fuchs’sche Reihen“ darstellen, die unmittelbar aus den Substitutionen 
der Fuchs’schen Gruppe G gebildet sind. Dies kann in mannigfacher 
Weise geschehen; wir treffen eine bestimmte Wahl. 

1. Fall. Die Function Q(¢) hat nach § 2 folgende Kigenschaften: 
sie ist im Innern des Hauptkreises C allenthalben endlich; sie hat in R, 


q=m (n —1 —->' ki) 0'-Punkte, von denen (¢— P) willkiirlich sind; 
endlich ist 


(1) Q (pi(2)) = Q(@) - (Hie +0 
fiir jede Substitution ,(z) der Gruppe G. 

Wir bilden nun, indem wir einen Hilfspunkt © einfiihren, der 
beliebig ausserhalb des Hauptkreises C liegt die ,, Thetafuchs’sche Reihe 
vom Grade m 

(v2 +4,)~-*™ 


®) CO) e@— eo 


Diese Function wird im Innern von C nirgends unendlich*); sie hat 
in R, ebenfalls g 0'-Punkte, die indess nicht willkiirlich sondern von @ 
abhingig sind. Bilden wir aber (q—P--1) Functionen der Form (2) 
mit jedesmal anderem og, so sind diese Functionen im Allgemeinen 
linear unabhingig; aus ihnen lisst sich daher jede andere innerhalb des 
Hauptkreises endliche ,, Thetafuchs’sche Function“ vom Grade m linear 
zusammensetzen. Man kann daher in dem Ausdruck 


(3) Q(2) = >) Cn Qe, (2) (#=1,.-.,9—P+1). 


die Coefficienten C, so bestimmen, dass dieser Ausdruck mit der friiher 
aus den ,,Fuchs’schen Functionen“‘ x und y gebildeten Function Q(z) 
identisch wird. 

In derselben Weise stellt sich die Function P(z) § 2 durch eine 
»Thetafuchs’sche Reihe“' vom Grade m + 1 dar, indem wir zuniichst 


*) Indem wir den Nenner des allgemeinen Gliedes in Q,(z2) vom 2m. Grade 
in g;() nehmen, wird erreicht, dass Q,(z) als Function von z im Raume ausserhalb 
C betrachtet, im Punkt z= und den transformirten Punkten endlich bleibt 
und nur in dem einen Punkte =o und seinen Transformirten unendlich wird; 
Entsprechendes gilt von den Darstellungen von P(z) und P(2; %, &). 





—— 
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(7,3 + 8,)-2™—2 
(92 om e)? m+2 





i, P,(2) = 
und hieraus ; 


P(e) = >) Be Po(2)  (#=1,---g + P+) 














n 
f bilden, und die Coefficienten B, so bestimmen, dass dieser Ausdruck 
. mit der friiher gebildeten Function P(z) tibereinstimmt; die Hilfspunkte 
4 ox sind hierbei wieder beliebige, aber ausserbalb C liegende Punkte. 
” Endlich stellen wir in ahnlicher Weise P(z;2,,§,) durch eine 
” »Lhetafuchs’sche Reihe“ vom Grade m-+1 dar; diese Function hat 
t nach den Bestimmungen des § 3 folgende Kigenschaften; sie ist im 
> Innern von R, co und zwar 
0 
1; im Punkte z= 2, wie + Q(4,) ($3), (a —2,)-! oder wie 
(4) + Q(4,) ' (2 tee 2,)7*, 
im Punkte z= £, wie — Q(E,)- (33). (a — §,)-! oder wie 
— Q(&) -(@— &). 
" Sind ferner 2,‘ und €,‘ die den Punkten ¢, und £ des Polygons R, 
, entsprechenden Punkte im Polygon R; also 
; a2, + 8B; ; a f:+ B; 
2, = 9i(%,) = V+,’ ff = gi (8) = er 
at so folgt aus (4) und (1) dass P(z;2,,£,) im Innern von R; oo ist 
0 und zwar 
‘ im Punkte ¢=<2,' wie + Q(2,) - (viz, + 04)?" - (2 — 2,')- 
“ =+ 04): @-4'7, 
ar die Punkte z= £,' wie — Q(&,) - (yi& + 0;)°™- (2 — §,*)- 
= — Q(6,') - (¢@ — §')-. 
Ferner war P(g; 2,,€,) in den Ecken a von R, gleich 0 in 
niederster Ordnung und hatte ausserdem im Innern von R, noch 
er (q+ 2P) 0'-Punkte, von denen (q + P) willkiirlich waren. 
2) Wir bilden nun, indem wir abermals einen Hilfspunkt 9 einfihren, 
der beliebig ausserhalb C liegt, die ,,Thetafuchs’sche Reihe“ vom 
ne Grade (m + 1) 
. (12 + 3,28 
5 P, (2; 2;) = 
de ” ecto 2 (pi(2) — #1) (vi) — ep" ’ 
Ib 


bt welche unendlich wird 


in = 42,' wie (2, — Q)-?™—*+ (y2, + 4)? (@ — 2,‘ 
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Demnach ist die folgende Function 


(6) Poles 21> &:) = (4 — et U4) + Pole; 41) 
— (, — eft. Q(&;) - Pole; £1) 

in den Punkten 2,‘ und §,* ebenso co wie die Function P(2; ¢,, §,); 
sie ist ferner wie diese Function in den Ecken von R, gleich 0 in 
niederster Ordnung; sie hat daher ausserdem in R, noch (¢ + 2P) O!- 
Punkte, die indess nicht willkirlich, sondern von g, 2, und €, ab- 
hangig sind. Bildet man aber (¢ + P-+ 1) Functionen der Form (6) 
mit jedesmal anderem @, so sind diese Functionen im Allgemeinen 
linear unabhiingig; aus ihnen lisst sich jede andere ,,Thetafuchs’sche 
Function“ vom Grade (m-+ 1), welche in den Punkten a, 2, und &, 
in derselben Weise 0 bez. co wird, linear zusammensetzen. Man kann 
daher in dem Ausdruck 


(7) P(e; 4,, §&) =>) As - Pog (#3 #1 61) (x=1,--,qg+P+1 


die Coefficienten A, so bestimmen, dass dieser Ausdruck mit der 
friiher aus den ,,Fuchs’schen Functionen* x und y gebildeten Function 
P(2; 2,,€) §3 identisch wird, d. h. so, dass er in den g 0'-Punkten 
der Function Q(z) (3) verschwindet, dass in dem Integral 


* Pe; #1, £1) 
J Q(z) dz 


die P ersten Periodicitiitsmoduln Null werden und dass > Am! wird, 


§ 5. 
Fortsetzung. 


2. Fall. Etwas abweichend von dem Vorigen ist die Bildung 
der Functionen fiir den Fall, wo dieselben in der ganzen Ebene 
existiren, Die Function Q(z) war so bestimmt, dass sie in allen 
Punkten der ¢ Ebene, insbesondere auch im Punkt = oo und den 
transformirten Punkten endlich blieb (mit Ausnahme der wesentlich 
singuliren Punkte auf dem Hauptkreis); sie hatte ferner in R, 
q = 2m(n — 1) 0'!-Punkte von denen (q — ”) willkiirlich waren. Zur 
Darstellung einer solchen Function sind gwei Hilfspunkte @ und 6 zu 
verwenden, von denen der eine g beliebig in der z Ebene liegen mége 
(nur nicht in einem der singuliren Punkte auf dem Hauptkreis), der 
andere 6 aber von @ abbiingig sei durch die Gleichung 


6 =f(e) = st 7 
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wo f(z) eine beliebige, aber fest gewihlte Substitution der ,,Fuchs’schen 
Gruppe“ G ist. Bildet man nun, indem man unter Q)(¢) den friiheren 
Ausdruck (2) § 4 versteht, 


(8) Qeol2) =A- Qo (2) +B- Qo(8), 
so reicht eine Bedingung zwischen den Gréssen A, B und den Coeffi- 
cienten der Substitution f(¢) hin, damit die Function (8) in allen 
Punkten der ¢ Ebene (mit Ausnahme der singuliiren Punkte) endlich 
sei; es wird nimlicn das erste Glied in (8) fiir z—=@ co wie A(¢z—o)—"; 
folglich fiir 2—6 co wie A-(cg + d)-™-(z¢— 6)-*™; das zweite 
Glied in (8) aber ist in = 6 oo wie B-(¢—o6)-*™. Die Function 
(8) bleibt also in 6 sowohl wie in g und den transformirten Punkten 
endlich, wenn 

A(co+d)°"+ B=0. 
Man erhilt daher, indem man A = 1 setzt, an Stelle von (8) 


(9) Qoa (2) = Vo(#) — (Ce + a)" Qa (2). 

Diese Function hat in Ry ¢ = 2m(n — 1) 0'-Punkte, die indess noch 
nicht willkiirlich sind; bilden wir aber ein Aggregat von (q—n-+1) 
Functionen der Form (9) mit jedesmal anderem @ (bez. 6) 


QE) =>) CoQ og) (#1, 4g —m +2), 


so kénnen wir in demselben die Coefficienten C, so bestimmen, dass 
dieser Ausdruck mit der in § 2 fiir den Fall 2 definirten Function 
Q(2) identisch wird. In derselben Weise ist ein Ausdruck fir P(#) 
zu bilden. 

Fiir die Function P(¢; 2,, §,) endlich gilt folgendes: sie hatte in 
Ry, (¢+2n) 0'-Punkte, von denen qg-+% willkiirlich waren; sie 
wurde oo 
in e=z,' wie + Q(z,‘)(z—2,‘)-! und in z—=§,' wie — Q(€,*) (e—€,')—. 
Dagegen war sie in allen iibrigen Punkten der ¢ Ebene, insbesondere 
auch in g= oo und den transformirten Punkten endlich (mit Aus- 
nahme der wesentlich singuliiren Punkte auf dem Hauptkreis). Wir 
bilden daher, indem wir die friihere Voraussetzung tiber die Hilfs- 
punkte g und o beibehalten und unter P,(2; 2,) den Ausdruck (5) 
§ 4 verstehen, die Function 


Peo (#3 %) = A+ Pole; 2) + B+ Pale; #,) 
und erhalten als Bedingung dafiir, dass diese Function in den Punkten 
@ = @ (bez. 6) und den transformirten Punkten endlich bleibe 
A(z, — 9)! - (co + d)°"+ B- (a, — 6)? =0. 
Fir A = 1 wird 
(10) Pea (#5 #) = Po(2; #4) — 


(ce + d)-™- Po(e3 4). 


g 
a 
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Setzt man zur Abkiirzung 
R = (2, — 9) *™* — (4, — e)* @% — 9)" (Co + a)", 

so wird die Function (10) co 

in g—=2, wie R-(2—z,)—' und in e=z,' wie R(y;z,+0;)*™-(e—2,/)-"'. 

Bildet man daher weiter die Function 

(11) Pool; 4, &) = R- + Q(#) + Poo (2; 2,) — P-*+ Q(8)) - Peo (2; £1) 

(wo P der Ausdruck R gebildet fiir €, statt 2,), so wird diese Function 

in z,' und ,‘ in derselben Weise oo wie die friihere Function P(z; ¢,, §,); 

nur hat sie noch nicht dieselben 0'-Punkte. Bildet man aber wieder 

ein Aggregat von (q-+-»-+ 1) linear unabhingigen Functionen der 

Form (11) mit ebensovielen verschiedenen Hilfspunkten @ (bez. 6) 


(12) P(e; 2,, {=> A, Po, 6, (2; 5&1) (x= 1,-+-,q+n-+1), 


so lassen sich in demselben die Coefficienten neben der Bedingung 
2A, = 1 so bestimmen, dass diese Function mit der in § 3 fiir den 
Fall 2 definirten Function P(¢; 2,, €,) identisch wird. 


§ 6. 
Darstellung der ,,Fuchs’schen Functionen durch Producte. 


Um nunmebr die friihere Darstellung der ,,Fuchs’schen Functionen“ 
durch Abel’sche Integrale 3. Gattung in eine solche durch unendliche 
Producte umzuwandeln, formen wir die in (5) § 4 benutzte ,,Theta- 
fuchs’sche Reihe“ P,(¢; 2,) vom Grade m-+ 1 in folgender Weise um; 
zunichst kénnen wir schreiben 


(7,2 + 8;)-! . (7,2 + 9;)-2"-1 








(1) Pp(2; 2) — (9,2 on #1) (9:4 = Qj 
= > (¥:41+ 6;)-1 (v0 + d,)—2m-1 
sag z— 9,8 ° (2 — g,e)2™ri 
Denn in dem ersten Ausdruck kann man siimmtliche Substitutionen 
ae + B; 
pi(2) = 7,8 + 8, 
ersetzen durch 
tt 0,2 oa B; 
oh) - Se 


und entsprechend (y,z¢-+ 0;) durch (a; — y,¢), wodurch das i Glied 
in das entsprechende des zweiten Ausdrucks iibergeht. Setzt man 
wieder 

Pi(Z)=— 4) GO =e 
so dass 











L- 


5 
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a! — of = (4, — @) (4 + Oi) (19 + Oi) 
und setzt weiter 
(yi 2, + 4) (v9 + 0;)-2"-! = Mi, 


so lisst sich der Ausdruck (1) in folgender Weise in Partialbriiche 
zerlegen 


€ 2 mM‘ 
® BG) 2 Gua Gserr 
2m+1 


~Si- +e nat 


Fiir die Coefficienten A‘ und Cj findet man 





EE Bh ee -... 
a og) tut ; “ (z,! cate gi tte ’ 


ferner wird 
= (72, + 9)" + (VQ + 4:2" + (Viz, + 4)?" 
= (2,6 — of)tatt - (6, — @)-*™' + (418, + 8)", 

so dass (2) iibergeht in 

(3) (2, — 9) - Pelz; 4) 


2m+1 


= Dn + he a =a rR 3 S45 ) ‘|. 


M=l 


Diese Umformung fiihren wir in die friiher gebildeten Ausdriicke ein. 


1, Fall. Multiplicirt man (3) mit @Q(2,) und beriicksichtigt die 
Relation (1) § 4, so folgt 


(2, — @)?"t - Q(4,) + P(e; 2) 


, ‘ 2m+1 F i. — 
= Q(z,/) -{—— - = “1 =5) } 
2 oe) {—., s° —@ Pio 
oder wenn zur Abkiirzung gesetzt wird 
2m-+1 " » 
Qe) Qa!) gen. (#=2)" = — i(2; 2,) 
s—2, ‘  ¢° 2 z—@ G5 ai 


(2, — e+ Q(e,)- Pole; 21) = Q(#) es wtD ¢' (55 2) 


Bildet man hieraus P9(z; 2,, ,) und weiterhin 


P(e; at £1) -> A, Po, (23 a1) 1) 


Mathematische Annalen. XXXIIL 20 
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in der friiher § 4 angegebenen Weise und mit der Bedingung 
4 A, =1 und setzt zur Abkiirzung 


> 42% 6, (25 #1) = ¥(85 41)5 


Ay, (256) = ¥(e5 6) (#=1,--,¢+ P+), 


z 


so erhilt man 


Pein 6) [ ! Yes | [ ! Wie; >}. 
(4) QQ) 2 z—z2;' . (2) 2 —— Q (2) 


Triigt man diesen Ausdruck in (3) § 3 ein, geht vom Logarithmus 
zum Numerus iiber und setzt abermals abkiirzend 


“wis; %) 


A) de Xi(e;4) (b= 1,-++,8), 


so erhalt man endlich 


IT IT (--%) 2G #h) 
Ria, y) PF h — “a 





R (xy, Yo) os IT IT (2-8). Riese) 
i h a — b 


Hiermit ist die Darstellung der ,,Fuchs’schen Function’ R(z, y) 
durch unendliche Producte erreicht, in einer unmittelbar aus den Sub- 
stitutionen der ,,Fuchs’schen Gruppe“ G und den 0'- und oo!-Punkten 
2} und §; der Function gebildeten Form. 

2. Fall. Man hat nur die Entwicklung (3) fiir Po(¢;2,) und 
die entsprechende fiir P,(2; 2,) in den Ausdruck (10) § 5 einzufiihren; 
dann giebt dasselbe Verfahren wie oben auch eine entsprechende Dar- 
stellung von R(xy) durch unendliche Producte. 


(9) 


§ 7. 
Schlussbemerkung. 


Wir fiigen zum Schluss noch eine Bemerkung hinzu, itiber den 
Zusammenhang unsrer Untersuchung mit den allgemeinen Methoden 
der Herren Weierstrass und Mittag-Leffler zur Darstellung ein- 
deutiger Functionen durch unendliche Reihen und Producte, indem 
wir zeigen wie die im Vorigen verwandten Functionen Po(z; 2,) und 








) 
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Poo(2; 2;) unmittelbar aus jenen Methoden abgeleitet werden kénnen. 
Herr Mittag-Leffler list u. A. folgende, allgemeine Aufgabe*): 
In dem Bereich der unbeschriinkten Variabeln z ist eine isolirte 
Punktmenge gegeben von oo vielen Punkten R = ay, a,, a,...; die 
Grenzstellen derselben oder die abgeleitete Punktmenge R’=by,b,,b,... 
sei entweder ebenfalls isolirt oder erfiille stetig eine geschlossene Linie; 
ferner ist zu den Punkten a; eine Reihe von ganzen rationalen oder 


transcendenten Functionen G; (>=) gegeben, die mit dem Argument 


verschwinden; es lassen sich dann immer eindeutige, monogene Func- 
tionen herstellen, die nur innerhalb des von R + R’ begrenzten Con- 
tinuums A existiren, in den Punkten von A regulir, in den Punkten 
von J’ wesentlich singulir sind und in den Punkten a; von R un- 


stetig werden wie die vorgegebenen Functionen G; (24 =} 


Wir specialisiren diese Aufgabe fiir unsere Untersuchungen folgender- 
massen, wobei wir wie friiher zwei Fille von Functionen unterscheiden. 


1. Fall. Die Functionen existiren nur innerhalb des Hauptkreises C. 


Wir wihlen im Polygon R, einen beliebigen Punkt 2, und bilden 
aus den Substitutionen der Gruppe G die Punktmenge 


R=4a= pi(%;) _— 2,', 


deren Punkte isolirt innerhalb des Hauptkreises liegen. Die Grenz- 
stellen b; derselben oder die Punkte der abgeleiteten Menge RR’ er- 
fiillen dann stetig die Peripherie des Hauptkreises. Das Continuum A 
besteht aus den Punkten im Inneren des Hauptkreises mit Ausschluss 
der Punktmengen R + FR’ = a; + b;. Es soll eine eindeutige Function 
gebildet werden, die in den Punkten von A reguliir, in den Punkten ); 
von FR’ wesentlich singulir ist und in den Punkten a; = ,' von R 


sich verhiilt wie 

G.( 1 )- (via + 9;)?™ 

[-—& z—2, 

wo meine ganze positive Zahl > 1. Die Liésung dieser Aufgabe nach 
Herrn M.-Leffler ist folgende. Wir wiihlen beliebig ausserhalb des 
Hauptkreises C einen Punkt @ und ordnen jedem Punkte a;=g;(2,) =¢,' 
innerhalb C einen Punkt ¢; = g;(e@) = e* ausserhalb C zu mit dem- 
selben Index ¢. Dann ist die fiir das Weitere nothwendige Bedingung 
erfiillt, dass die einander zugeordneten Punkte a; =,‘ und ¢ = 9 
beim Grenziibergang lim i = oo in demselben Punkte des Hauptkreises 
zusammentreffen , da 





*) Acta math. IV, p. 22 ff. 
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lim (a; — ¢;) = lim (4,' — 0°) 
i=—@ i=@ 
=m (6, — @) - Him (948, + 91)-* (10 + 4)-* = 0. 


Wir entwickeln nun G (><) nach fallenden Potenzen von z— ¢; 
(net ayem (vit + 8,)>™ >> (t= 


i i i i 
a— & a —@ = ee 


und bringen die m; ersten Glieder der Entwicklung auf die linke Seite; 
dann entsteht die Function 


(¥5% +. 6,)? m (75% + 6,)? m = ( zt — e J" 
is Se os Se Een 
(2) Pam a, a, alk of 2 fo. e 
Es lassen sich nun die ganzen Zahlen m; stets so bestimmen, dass 


die oo Reihe 
(1) F(e) = >) Fie) 


eine analytische Function der verlangten Art darstellt. 

Die Vergleichung mit (3) § 6 zeigt, dass man die Zahlen m;, 
simmtlich — 2m + 1 setzen kann und dass die somit erhaltene 
Function F'(2) identisch ist mit der Function (3) § 6. Derselbe Aus- 
druck F(z) (1) ist, als Function von z in dem Raume ausserhalb des 
Continuums A oder des Hauptkreises C betrachtet , in den zugeordneten 
Hilfspunkten g‘ unstetig, Man kann nach Herrn M.-Leffler auch 
Functionen der verlangten Art herstellen, die sich ausserhalb C allent- 
halben regulir verhalten, indem man niimlich die Punkte a; = 2,‘ nicht 
den Punkten c; = 9‘ ausserhalb C, sondern den wesentlich singuliren 
Punkten }; auf dem Hauptkreise C selber in gewisser Weise zuordnet; 
doch diirfte fiir diesen Fall die Bestimmung der Zahlen m, einige 
Schwierigkeit machen. 


2. Fall. Die Functionen existiren in der ganzen Ebene. 

Wir wihlen wieder in R, einen Punkt 2, und bilden mit den 
Substitutionen der Gruppe G die Punktmenge R = a; = g;(z,) = 2,', 
deren Punkte jetzt isolirt tiber die ganze Ebene verbreitet sind. Die 
abgeleitete Punktmenge R’ besteht aus co vielen Punkten b;, die isolirt 
auf dem Hauptkreise C liegen, das Continuum A aus allen Punkten 
der Ebene mit Ausschluss der Punktmengen R+ RK —a;+ 0, Es 
soll wieder eine eindeutige Function gebildet werden, die in den Punkten 
von A regular, in den Punkten 0; von R’ wesentlich singulir und in 
den Punkten a; =,‘ von R unstetig ist, wie 

oft.) eee 


£—4a,; s—s, 
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Zur Lésung dieser Aufgabe ordnet Herr M.-Leffler die oo'-Punkte 
der zu bildenden Function den Grenzstellen auf dem Hauptkreise in 
gewisser Weise zu. Die Betrachtungen des § 6 zeigen, dass es noch 
eine zweite Art der Zuordnung giebt, welche die Aufgabe lést. Man 
waihle in der g-Ebene zwei Punkte g und 6, die in der friiher an- 
gegebenen Beziehung o = f(g) stehen und ordne jedem Punkt 2,‘ 
gleichzeitig die Punkte g‘ und o zu. Dann fiihren die den obigen 
analogen Entwicklungen (abgesehen von einem constanten Factor) un- 
mittelbar zu der Function Poo(¢; 2,) (10) § 5, die in den Punkten 9 
und o' nicht unendlich wird, sondern regulir bleibt und im Uebrigen 
den vorgeschriebenen Charakter besitzt. — 


Tubingen, 10. Juni 1888. 











Ueber die singuliren Stellen der Integrale einer linearen 
partiellen Differentialgleichung. 


Von 
J. Horn in Rehbach (Odenwald). 


Die singuliren Stellen der Integrale einer linearen homogenen 
Differentialgleichung 





a™ a™—y 
(1) Po ae +P er +o + Pay = 0, 
deren Coefficienten p,, p;, +--+, Pm ganze rationale Functionen von x 


sind, kénnen bekanntlich, wenn man von dem unendlich fernen Punkte 
absieht, nur in den Nullstellen der ganzen Function p, liegen. 

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit der Ausdehnung dieses 
Satzes auf eine lineare partielle Differentialgleichung mit » unabhingigen 
Variabeln 2,,..., 2n 


7 to ee 
(2) } 7 te Sas a 
1 


wo P tiber die Indexsysteme (v,,...,v»), fiir welche v,-+-----+-v,< m 

(») 
ist, erstreckt wird und die Coefficienten P,,,....,, ganze rationale Func- 
tionen von %,,..., %, sind. 

Wiihrend das allgemeine Integral der Differentialgleichung (1) m 
willkiirliche Constanten enthilt, kommen in dem allgemeinen Integral 
der Ditterentialgleichung (2) m willkiirliche Functionen von » — 1 
Veriinderlichen vor, wie dies genauer durch den folgenden Satz aus- 
gedriickt wird, der sich aus einem allgemeineren Satze von Frau 
v. Kowalevski (Crelles Journal Bd. 80) ergiebt: 

» Wenn in der Differentialgleichung 


aMbeby 

Sy, a 2: 

< Anim Som, — y = 0) (vy, +--+ + rn<m), 
‘1 


v 
Ty] ++ Ox," 


deren Coefficienten A,,,...,,, Fumctionen von 2,,...,%, sind, der 








\“S 
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Coefficient von &y. , nimlich Am,o,...0, an der Stelle (v,—=a,, +++, %,—=d,), 
x 


1 

an welcher sich alle Coefficienten A,,....,,, regulir verhalten, nicht 
verschwindet, so wird der Differentialgleichung durch eine Potenzreihe 
Von 2, — G,,..+) Ln — Any 

y = P(x, — a). -., Xn — An) 
von solcher Beschaffenheit geniigt, dass 

_ ee... eS 

7” ty”. ee" 

wenn man 2, =a, setzt, gleich willkiirlich angenommenen Potenz- 
reihen von 2, — @),..+, %» — @, werden.“ 

Es sind noch einige Ueberlegungen erforderlich, um iiber die 
Stellen, an welchen sich ein Integral der Differentialgleichung (2) 
singuliir verhalten kann, eine Vorstellung zu gewinnen. Zuniichst 
muss man beachten, dass die singuliiren Stellen einer analytischen 
Function von 2,,..., %, nicht isolirt liegen, sondern im allgemeinen 
eine (2m —2)-fache Mannigfaltigkeit bilden. So verhilt sich eine 


rationale Function 


F (a, «++, &,) 
Fm Eis. 1%) ” 


deren Nenner G(a,,...,%,) die irreductiblen ganzen Functionen 


@ (Sy, - oy Ba)» OCs - - +> Ma). 
zu Factoren hat, an denjenigeu Stellen singuliir, welche einem der 
algebraischen Gebilde 
P(%,, +--+ Hn) =O, Ol, .. -, Xn) =O... 

angehédren. Wir wollen diese Gebilde die singuliren Gebilde der 
rationalen Function z nennen. Aehnliches findet bei irgend einer 
analytischen Function statt; ist (7,—a,,.-.,%,==@,) eine singulire 
Stelle derselben, so verhiilt sich dieselbe im Allgemeinen auch an den 
Nullstellen einer fiir 7, = a,,..., %, =» verschwindenden Potenzreihe 


Y(@1 ++ +) Un) = Ay (@,— Ay) + +++ + An(Gn—Gn) + °° 
singulir, und diese Nullstellen bilden eben eine (2n—2)-fache Mannig- 
faltigkeit (vgl. Weierstrass, einige auf analytische Functionen mehrerer 
Veriinderlichen sich beziehende Siitze). 

Wir werden nun sehen, dass ein analytisches Gebilde 
(2,,.. +) tm) = 0, 
damit es ein singulires Gebilde fiir ein particuliires Integral 
y = f(a, +. Xn) 
der Differentialgleichung (2) sein kann, einer gewissen Bedingung 
geniigen muss. Zuniichst wird diese Bedingung in einem’speciellen Falle 
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aufgesucht und dann deren Allgemeingiiltigkeit bewiesen, Die Function 
y= f(,,..-, 2) habe in der Umgebung der Stellen (a,,..., an) 
des Gebildes y(2,,..., %,) = 0 die Form 


y= i, 


wo 1 in eine Potenzreihe von 2, — a,,..., 2, — @,» entwickelbar ist. 
Durch wiederholte Differentiation dieses Ausdrucks findet man 


uu n (+ °° *+»,) (an) Cas)" 94t O71, ....00 


Ox. 
OS — +¥% a ae 





wo H eine Potenzreihe von x, — a,,...-,%, —@, bedeutet. Durch 
Einsetzung von y = 2 in die linke Seite der Differentialgleichung (2) 
ergiebt sich ein Ausdruck von der Form 


(—1)™ > ~ Ow \Fn 
inate Saran BY (RY 


(“) 





putt ie 


wo P in eine Potenzreihe von 7, — a,,...,%» — Gn entwickelbar ist 
und unter (u,,..., @n) alle diejenigen Indexsysteme zu verstehen sind, 
fiir welche uw, +----+- 4, =m ist. Wenn der letzte Ausdruck ver- 
schwinden soll, muss 


n° >, a (ay ae Se (Hy b+ Un =m) 


(a) 
gleich dem Producte aus ~ in eine Potenzreihe von 2,—«a,,--+, 2%, — dn 
sein, was wir verre schreiben wollen: 


oo 
da 7 als nicht durch w theilbar angenommen wird, so muss 


(3) 2 | = a3 9 . ( y= 0, mod.» 


(uy ++ + oe =m) 
sein. Wie wir nun sehen werden, ist die Bedingung (3) stets erfiillt, 
wenn w(a,,..-, %,) = ein singuliires Gebilde einer der Differential- 
gleichung (2) geniigenden Function ist, gleichviel wie sich diese 
in der Umgebung der Stellen von p(a,,..., 2%) =O verhilt. Wir 
fihren an Stelle von 2,,..., 2, neue Variable u,,..., Ua 80 ein, 











n 


) 


st 
d, 
r- 


lt, 
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dass fiir 7, = @,,...,%n, =n, Uy =O0,...,%, =O wird und dass 


U, = (%,,.-.-., %,) ist. Dadurch erhalten wir eine Differential- 
gleichung 
Mb» 
> a y 
4 0. —y = = (0) 
( ) oe Gus! ---Ouya , 


(v) 
am 


in welcher der Coefficient von x 
Co 


“," 


Q coe, = P. sony Ae ae se ov fe 
vm,0,+++,0 > P. betty »( OX, Ox, 


(4 +--+ +e =m) 


ist; wir haben die Bedingung zu suchen, unter welcher u, = 0 ein 
singulires Gebilde eines Integrals der Differentialgleichung (4) ist. 
Aus dem Satze der Frau v. Kowalevski erhellt, dass jedes Integral 
von (4) an den Stellen (w,,..., ¢n), an welchen Qm,0,...,0 nicht ver- 
schwindet, in eine Potenzreike entwickelbar ist. Soll ein Integral vor- 
handen sein, welches sich fiir wv, = 0 singuliir verhilt, so muss, wenn 
u, = 0 ist, auch Qno,....0 = 0 sein, d. h, es muss 


Qm,0,---,0 == 9, mod. u,, 


oder, was dasselbe ist, 


(3) a Paesyoesttn Gs y*: “? ( ie y" =0, mod. py 


(#) si 


sein. Wir haben somit den Satz: 
», Die Differentialgleichung (2) kann nur dann ein Integral 
haben, welches sich an den Nullstellen der Potenzreihe 
(a, .++, Za), singuliir verhilt, wenn die Function » der 
Bedingung (3) geniigt.‘ 
Fiir » = 1 haben alle singuliiren Gebilde die Form « — a = 0, 
die Bedingung (3) geht iiber in 


py =O, mod. x—a, 


d. h. « =a muss eine Nullstelle von , sein. 
Ein singulires Gebilde ~(x, y) = 0 eines Integrals der Differential- 
gleichung 


(5) a P 5 on (w-++-v<m) 


9 — 
a” & ox oy” 


muss die Bedingung 


(6) > Pur(35) Cay) -0, mod. 


Apr 


20** 
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erfiillen. Versteht man jetzt unter (x,y) die Stellen des singuliren 
Gebildes »(x, y} = 0, so lisst sich die Bedingung (6), da 

oy aw 

ry dz ote “Oy dy = 0 


und folglich 
ay , ov 


aa: jy ay da 
ist, umformen in 
(7) > P,, dy da” = 0 
aterm 
oder 
. d 
(7a) > (1! Pumn (Ge) = 0. 


u=0 

Ersetzt man die Differentialgleichung (5) durch die einfache 
Differentialgleichung 

hd ee 
(8) Oat + oy — 0, 
so geht die Gleichung (7) in 
da? +dy?=0 
iiber, es ist also dz + idy =O, die Integration ergiebt 
atiy=a, 
wo a eine Constante ist. Die singuliiren Gebilde eines Integrals der 
Differentialgleichung (8) sind also von der Form 
etiy=a. 

Nimmt man fiir 2 und y nur reelle Werthe an, so ist eine Function 
von x und y, welche der Differentialgleichung (8) geniigt, bekanntlich 
eine Function der complexen Veriinderlichen «=a -+ iy, die sich 
singulir verhilt, wenn « gewisse constante Werthe a annimmt. Das- 
selbe Resultat liefert im Falle reeller 2 und y der obige Ausdruck der 
singuliren Gebilde x -+-iy—a, denn hiernach ist entweder wu =a 
oder, wenn 7 —iy=a=—a+if ist, x+-iy=u—a—if, dh. 
eine Function der complexen Veriinderlichen wu verhiilt sich im All- 
gemeinen an einzelnen Stellen w = a singuliir., 


Rehbach im Odenwald, im Mai 1888. 














Note zu der Abhandlung ,,Ueber conjugirte Curven “ 
Math. Ann. Bd. XXX, pag. 454. 


Von 
Orro ScHLESINGER in Basel. 


Durch eine freundliche Zuschrift von Herrn Gino Loria bin ich 
einige Zeit nach Publication meiner obengenannten Arbeit auf eine 
mir bisher unbekannt gebliebene Abhandlung von Herrn R. de Paolis 
aufmerksam gemacht worden: ,, Alcune applicazioni della teoria generale 
delle curve polari“* (Reale Accademia dei Lincei), Diese vom 20. Juni 
1886 datirte Arbeit enthilt bereits den Satz, dass, wenn eine Curve 
dritter Ordnung C® zu einer Curve dritter Classe conjugirt ist, der 
letzteren oo! Polarftinfseite, oo® Polarsechsseite etc. von C* umschrieben 
werden kénnen (1. c. p. 279). Ich nehme Gelegenheit, dies ausdritck- 
lich hervorzuheben, indem ich zugleich bemerke, dass die iibrigen 
Resultate meiner Abhandlung, z. B. die Construction der auf C® 
liegenden Polarfiinfecke, die Vertheilung derselben etc. von Herrn 
de Paolis nicht beriihrt werden. Ueberdies glaube ich aber sagen zu 
miissen, dass der von Herrn de Paolis gegebene Beweis jenes Satzes 
meines Erachtens durchaus unzureichend ist, wie schon daraus hervor- 
geht, dass durch die daselbst angewandte Argumentation ein gerade 
entgegengesetztes Resultat mit mindestens derselben Evidenz abgeleitet 
werden kénnte. 

Ich kann nicht unterlassen, bei dieser Gelegenheit noch einer 
Bemerkung entgegenzutreten, die Herr P. in einer Fussnote seiner 
Arbeit (p. 266) ausgesprochen hat. In derselben soll angedeutet werden, 
dass man mit Unrecht Herrn Rosanes die erste Hinfiihrung und Ver- 
werthung des Begriffes der conjugirten Formen zuschreibe, dass viel- 
mehr dies Verdienst Herrn Battaglini gebiihre. Bei Priifung der wohl 
vorzugsweise in Frage kommenden Arbeit des Herrn B. im Giornale 
di Matematiche di Napoli, t. X habe ich jedoch nur die Benennung 
» harmonisch conjugirt“ fiir die betreffende Relation auffinden kénnen. 
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Von irgend einer Verwerthwng (worauf es doch hauptsiichlich an- 
kommt) des Begriffs ist dagegen an dem angegebenen Orte nirgends 
die Rede. Man findet daselbst weder eine Anwendung auf Potenz- 
darstellung, noch auf abhiingige Systeme von Punkten etc., wie sie 
von Herrn Rosanes und Anderen seither in ausgedehntem Masse 
gegeben worden sind. 


Basel, Juli 1888. 

















Aufstellung des vollen Formensystems einer quaternaren 
Gruppe von 51840 linearen Substitutionen. 


Von 


Herricu Mascuke in Berlin.*) 


In der Theorie der elliptischen Functionen hat Herr F. Klein**) 
Jacobische Functionen k'*' Ordnung, die Gréssen X,, aufgestellt, welche 
sich bei linearer Transformation der Perioden linear unter sich mit 
rein numerischen Coefficienten substituiren. 

Bei niaherer Untersuchung der durch diese Substitutionen con- 
stituirten endlichen Gruppen hat sich gezeigt, dass man auf diesem 
Wege alle endlichen Gruppen bindrer und terndrer linearer Sub- 
stitutionen***) erschépft. Allein es gelingt nicht, aus der Theorie 
der elliptischen X, wesentlich neue quaterndre Substitutionsgruppen 
abzuleiten. ; 

Nun hat Hr. Klein im Wintersemester 1885—86 in Seminar- 
vortrigen darauf aufmerksam gemacht, dass es bei den hyperellip- 
tischen Functionen vom Geschlechte p—2 gelingen muss, Gréssen Xqa, 
Jacobi’sche Functionen k'** Ordnung, zu construiren, welche linearen 
Periodentransformationen gegeniiber ein analoges Verhalten zeigen, 
wie die X, im elliptischen Falle. Dieser Gedanke ist dann von Hrn. 


*) Vergl. eine vorliufige Mittheilung in den Nachrichten d. K. Gesellschaft 
d. Wissenschaften zu Gdttingen 1888, Nr. 5. 

**) Ueber die ellipt, Normalcurven der N'" Ordnung. Siichsische Gesell- 
schaft der Wissenschaften. Abhandl. Bd, XIII, Leipzig 1885. 

***) Bekanntlich ist fiir die binaren und terniiren linearen Substitutionen 
die Bestimmung aller endlichen Gruppen bereits durchgefiihrt, fiir erstere von 
Herrn F, Klein (Sitzungsberichte der Erlanger physikalisch-medicinischen Ge- 
sellschaft vom Juli 1874, und ,,Ueber biniire Formen mit linearen Transform, 
in sich selbst‘‘ Math. Ann, Bd. IX, 1875) und Herrn Gordan (,,Ueber endliche 
Gruppen linearer Substitutionen einer Veriinderlichen“ Math. Ann, Bd, XII 1877), 
fiir erstere und letztere von Herrn C, Jordan (,,Mémoire sur les équations diffé- 
rentielles & intégrale algébrique“, Borch. Journ. Bd. 84, 1878 und ,,Sur la déter- 
mination des groupes d’ordre fini contenu dans le groupe linéaire Atti della 
Reale Accademia di Napoli, 1880), 
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Witting*) durchgefiihrt worden. Insbesondere hat sich dabei heraus- 
gestellt, dass, wenn man sich auf die Transformationen beschrinkt, 


welche die Charakteristik (5 0) — oder bei ungeradem k iiberhaupt 


eine beliebige Charakteristik — ungeindert lassen, man ik? linear un- 
abhingige Gréssen X_g bilden kann, die bei den erwihnten Transfor- 
mationen sich linear unter sich mit numerischen Coefficienten substituiren. 

Die hyperelliptischen X,,¢ liefern uns also ebenfalls endliche Sub- 
stitutionsgruppen, und hier stossen wir nun auch in der That auf 
wesentlich neue quaterndre Gruppen. So ergiebt sich aus den Xug 
fiir k= 2 die quaterniire Gruppe der Borchardt’schen Moduln von 
16.720 Collineationen**). 

Fiir k = 3 liefern uns die in diesem Falle existirenden = = | 


ungeraden Functionen Z,,3, welche als Differenzen der X.g definirt sind, 
eine quaterndre Gruppe von 25920 Collineationen. 

Herr Witting giebt fiir diese Gruppe der Z,, fiinf erzeugende 
Substitutionen an***), und beschiiftigt sich, indem er die vier Variabelen 
Zo) 214) %, &, als homogene Punktcoordinaten deutet, mit der Con- 
figuration}), welche aus denjenigen Ebenen, Geraden und Punkten 
zusammengesetzt ist, die bei den Collineationen der Gruppe aus- 
gezeichnet sind, d. h. allgemein zu reden, in weniger als 25920 ver- 
schiedene Lagen iibergehen. 

Ich méchte diese Gelegenheit nicht voriibergehen lassen, ohne die 
Aufmerksamkeit namentlich der synthetischen Geometer nachdriicklich 
auf diese ausgezeichnet schéne Configuration hingelenkt zu haben. 
Ich hebe zu diesem Zwecke, und weil ich auch in dieser Arbeit noch 
gelegentlich darauf zuriickzukommen habe, nur folgenden Punkt hervor: 

Die Ebene ¢,=0 geht durch die Collineationen der Gruppe in 
40 von einander verschiedene Lagen iiber. Aus jeder dieser 40 Ebenen 
wird von den 39 anderen eine Hesse’sche Configuration ausgeschnitten. 
Die 39 Ebenen sondern sich nimlich in 12 und 27; die 12 Ebenen 
schneiden 4 Wendedreiecke aus; von den 27 Ebenen schneiden sich 
je 3 in einer, in der urspriinglichen Ebene liegenden Geraden, und die 9 
so entstehenden Geraden bilden die zu den 4 Wendedreiecken gehérigen 
9 harmonischen Polaren. 

Die in Rede stehende Gruppe ist, was ihre abstracten Gruppirungs- 
verhiltnisse angeht, auch sonst schon bekannt, Sie ist niimlich, wie 
sich leicht zeigen laisst, isomorph mit der Gruppe der mod. 3 ver- 





*) Inaugural- Dissertation d. Univ. Géttingen, Dresden 1887 und Math. 
Ann. Bd. 29: ,,Ueber Jacobische Functionen ke" Ordnung zweier Variabelen‘. 
**) Vergl. den Aufsatz des Verf. im 30" Bande dieser Annalen. 
***) Diss. pag. 27. 
t) Diss. § 2—9. 
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schiedenen linearen Transformationen der Perioden, oder, was dasselbe 
besagt, mit der Gruppe der Dreitheilung der hyperelliptischen Func- 
tionen erster Ordnung, die von Herrn C. Jordan behandelt worden 
ist*). Letztere ist wieder, wie ebenfalls Herr C. Jordan bemerkt 
hat*), isomorph mit der Gruppe der Gleichung 27" Grades, von der 
die 27 Geraden einer Fliche dritter Ordnung abhdngen, obwohl zwischen 
diesen beiden Gruppen durchaus kein innerer Zusammenhang zu 
existiren scheint**). 

In vorliegender Arbeit, deren Durchfiihrung mehrfach Unter- 
redungen mit Hrn. Prof. Klein von erheblichem Nutzen gewesen sind, 
habe ich die Absicht, fiir die genannte quaternire Substitutionsgruppe 
das volle System invarianter Formen aufzustellen —- eine Aufgabe, welche 
erledigt sein muss, ehe an die Behandlung der mit der Gruppe in Zu- 
sammenhang stehenden algebraischen Probleme herangegangen werden 
kann. 


$ 1. 
Definition der Gruppe G. Collineationen derselben. 


Die Witting’schen fiinf erzeugenden Substitutionen, wie sie sich 
direct aus den zugehdrigen Periodentransformationen ergeben, lauten 
folgendermassen : 


[a = i (€) + # — 4) 
, a 9 
4= ~—(e—=)2, 
My Foose it 
as teees Vs (2 + & 2 — 2) 


' é 


a= % fy — &8, + &°2s) 
(1) 
y= — Fe (@ — 8) & 

diesen W (82, + 8% + 45) 


. eniicses 7 (8°42, + &2 + 83) 








\ [s8=-Frtats) 





*) C. Jordan. Traité des substitutions. 

**) Inzwischen hat Herr F, Klein es unternommen, beide Probleme auf 
einander zu reduciren: ,,Sur la résolution, par les fonctions hyperelliptiques, 
de l’équation du vingt-septiéme degré, de laquelle dépend la détermination des 
vingt-sept droites d’une surface cubique‘t par M, F, Klein, Extrait d'une lettre 
addressée & M.C, Jordan, Journal de Mathématiques, 4™° série, tome IV. 
Fasc, II. 1888, 


21° 
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, 1 
{ % am ae (ey 08; — 0) 
, 1 
a a — ete = 8) % 
P; . 
$y mm — ae (Hey + 8, — &°2;) 
, 1 
| aie ies €2) — &2. + &2,) 
f , 1 2 
& =~ we — &) % 
1 4 , 1 
®) ym — oe Os + + %) 
@ 
, 1 
— yar &°£, + &2s) 
, 1 
& —— oe + &2, + #2) 
4, = — & 
a= 8 
R ™ 1 
ieee 
\ £, = — &, 





2in 

Hierin ist i= Y~—1, e=—e*, und die Substitutionsdeter- 
minante tiberall — + 1. 

Ich will aus diesen Substitutionen andere zusammensetzen, welche 
einfacher gebaut sind und vor allen Dingen zwei fiir die Folge be- 
sonders wichtige Untergruppen in Evidenz treten lassen. Ich bilde 
namlica: 

(N?M*? =A, M*=—B, (M*?P??*=—C, (RCY—D, 
N’M’?-N-M’*N=—E, R—F, 


QN-M?N?- M*P?=J. 
Alsdann erhalte ich folgende Substitutionen: 


endlich 

















f =6|A| BI C| DI E | F 
ay = | Zo | = % | &% | fs | | 
(2) “= | 2 | * | a | od ra > (2, + # + £5) & 
y= | &, | é; | €2 | Ey os (2, + &%, + 8°45) | — % 
i“ | a #2 ez, | €2; — (2, + #2, + €8;) | — ay 
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ausserdem J: 
By = 1h), %, = 18,, 8, —=68,, B, = ify. 
Auch hier ist die Determinante jeder einzelnen Substitution — ts 1. 
Ich lege jetzt diese Formeln als erzeugende Substitutionen zu 

Grunde, und zeige, dass sich die Witting’schen Formeln (1) aus diesen 
zusammensetzen lassen. In der That ist: 

M=FAFCEFAC, N=AEA’, 

P=FAFECFA*CJ/, Q=BEJ’*. 


Hieraus folgt, dass durch die Formeln (2) in Verbindung mit J die- 
selbe Gruppe erzeugt wird wie durch die Formeln (1). 

In den Formeln (2) treten als Coefficienten der z nur dritte Ein- 
heitswurzeln und deren rationale Verbindungen auf, da /—3—«—<e? 
ist. Eine Folge davon ist, dass man durch Combination und Wieder- 
holung der Formeln (2) niemals zur Substitution J gelangen kann, 
denn 7 kann als eigentliche vierte Einheitswurzel niemals rational aus 
dritten Einheitswurzeln zusammengesetzt werden. Wohl aber lisst 
sich J? aus den Substitutionen (2) zusammensetzen. In der That 
liefert nimlich BE?: 

(3) fy = — Hy, 2 — Mh, by =H — hy, By = — By 
Ich bezeichne fortan die aus den 6 Substitutionen (2) erzeugte Gruppe 
mit G. 

Die aus den Formeln (1) erzeugte Gruppe besitzt demnach doppelt 
soviele Substitutionen als G, nimlich ausser denen von G selbst noch 
die mit + ¢ multiplicirten, wibrend sie als Collineationsgruppe, d. h. 
bei Beriicksichtigung nur der Verhiiltnisse 2,’ : 2,':2,':4,, mit der 
Collineationsgruppe G vollkommen identisch ist. 

Da ferner in den Formeln (2) die Substitutionsdeterminante tberall 
+ 1 ist, so kénnen sich nach dem eben Gesagten zwei, dieselbe Colli- 
neation liefernde, Substitutionen von G nur durch simultanen Zeichen- 
wechsel unterscheiden. Also folgt: 

Die Anzahl der in G enthaltenen Substitutionen ist doppelt so gross 
als die der Collineationen. 

Bei den mit einer Gruppe G zusammenhingenden algebraischen 
Untersuchungen ist es stets von Wichtigkeit zu wissen, ob man aus 
den Substitutionen von G eine Anzahl derselben so aussondern kann, 
dass diese eine mit der Collineationsgruppe G holoédrisch isomorphe 
Untergruppe bilden. — 

Zur Beantwortung dieser Frage fiir die vorliegende Gruppe G 
greifen wir, dem Vorgange von Herrn Klein folgend*), aus G 
folgende vier Substitutionen heraus: 








*) Vorlesungen iiber das Ikosaéder, Leipzig 1884. 1, 2. § 8. 
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1, B, AFA“, AFA“"B, 
welche als Collineationen eine Vierergruppe bilden (dieselben lassen 
die Tetraéderkante 2,0, 2,0 fest), und als solche kurz mit 
I, II, If1, IV bezeichnet werden mégen. Verstehen wir unter @, 9’, 9” 
nach Belieben + 1 oder — 1, so lauten die genannten Substitutionen, 
von der Identitét abgesehen, folgendermassen: 


II, Ill, IV, 
a= — 0%, —@4, _ @" 2, 
= 0%, — O%, Qf, 
4, = 0%, —@%, — Q's, 
f= 0%, 0" 25, Q" Zo. 


Soll jetzt ein holoédrischer Isomorphismus zwischen der Collineations- 
gruppe G und der Hilfte der Substitutionen von G stattfinden, so 
muss, da derselbe sich auch auf alle Untergruppen erstrecken wiirde, 
es méglich sein, aus den genannten, mit doppelten Vorzeichen ge- 
schriebenen acht Substitutionen vier so herauszugreifen, dass diese fiir 
sich eine Vierergruppe bilden. Die fiir die Operationen einer Vierer- 
gruppe bestehende Bedingung: JJ -IJI — III. II(=IV) liefert 
hier aber den Widerspruch: + 09° ——o@. Damit ist der Satz 
bewiesen: 

Es ist unmiglich, aus den Substitutionen von G die Hailfte so 
herauszugreifen, dass diese eine mit der Collineationsgruppe G holoédrisch 
isomorphe Untergruppe bilden. 


§ 2. 
Die Untergruppe H. Ordnung von G. 


Wir wenden uns nun zur niheren Betrachtung einer in G ent- 
haltenen Untergruppe, deren Existenz fiir die folgenden Entwickelungen 
von fundamentaler Wichtigkeit ist. 

Es ist dies die Untergruppe H, welche aus den 5 Substitutionen 
A, B, C, D, E der Formeln (2) erzeugt wird. 

Evidenter Weise lassen die Substitutionen dieser Gruppe die Ebene 
2, = 0 fest. Ich behaupte nun: 

Alle in G enthaltenen Substitutionen, welche die Ebene 2, = 0 
fest lassen, sind in H enthalten. 

Zum Beweise zeige ich zuerst, dass alle, die Ebene 2, = 0 fest 
lassenden Collineationen in H enthalten sind. 

Die Collineationsgruppe H, welche sich auf Collineationen inner- 
halb der Ebene z= 0 bezieht, will ich kurz mit H’ bezeichnen. 
Dieselbe ist ternér, da nur die drei Variabelen 2, : 2, : 2, in Betracht 
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kommen. H’ ist nun aber nichts anderes als die wohlbekannte, mit 
der Hesse’schen Configuration zusammenhiingende ternire Gruppe von 
216 Collineationen — ich will dieselbe im Folgenden als_,,Hesse’sche 
Gruppe“ bezeichnen — von welcher Herr C. Jordan bereits bewiesen 
hat*), dass sie in keiner umfassenderen endlichen terniiren Gruppe 
enthalten sein kann. Also kann es nicht mdglich sein, durch Hinzu- 
ziehung der Substitution / zur Gruppe H noch irgend eine neue nicht 
bereits in H’ vorkommende Collineation zu erzeugen. 

Ych habe nun zweitens zu beweisen, dass durch Hinzuziehung von 
F zur Gruppe H auch keine neue Substitution geliefert wird, welche 
nicht schon in H allein vorkime. Insbesondere beweise ich: 

Alle in @ enthaltenen Substitutionen, welche eine und dieselbe 
in H’ enthaltene ternire Collineation bewirken, sind in H enthalten. 

Sei nimlich § irgend eine in G enthaltene Substitution, welche 
die Ebene z) = 0 ungeiindert lisst. Dieselbe mége lauten: 


m=h, = 1, 4 =2,, 4 =Z,, 
wo Z,,... Z, lineare, homogene Functionen von 4, ... 2, sind. 
Dann kann folglich irgend eine andere in G enthaltene Substitution S’, 
welche mit S die gleiche Collineation innerhalb der Ebene 2, = 0 
bewirkt, nur die Form haben: 
a = 0-Z,, 2 =e-%Z,, 4 =0:2,, % =e-Z,, 

wo 6-9'=—-+1 ist. Alsdann ist in G auch die Substitution S’ S-* 
enthalten. Dieselbe lautet: 

By = G+ hy, 2 =O hy, By =O hy, By = O° By 
Bilden wir jetzt FS’S-'F, so kommt: 

By = 0%, %' =O %, by = Ok, by =O hy. 

Die hierdurch innerhalb der Ebene 2, = 0 gelieferte Collineation muss 
aber, wie bereits bewiesen, in H’ enthalten sein, und daraus folgt: 
6=2s8-e (v=0, 1,2). 

Mit Beriicksichtigung von 6 - 9? = -+ 1 ergiebt dies folgende Méglich- 

keiten: 

1) 6=@, e=+1, 

2) o= 80, Q=te, 

3) 6= 80, o=+8, 
da die Werthe 9 —-+7-« nach den Erérterungen des § 1 aus- 
geschlossen sind. 


Man findet demnach alle anderen, mit der Substitution S die 
nimliche Collineation innerhalb der Ebene 2, = 0 liefernden Sub- 


*) In der bereits citirten Arbeit Borch. Journ. Bd. 84. 
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stitutionen von G durch linksseitige Multiplication von S mit folgenden 
6 Substitutionen: 
So HB, 2 mes, 2 = tee, 2, = + 88, (v=, |, 2). 
Da diese 6 Substitutionen nun wirklich alle in der Gruppe H 
enthalten sind, so ist mithin der im Eingang dieses Paragraphen auf- 
gestellte Satz bewiesen. 
Wir erledigen im Anschluss hieran die Bestimmung der Ordnung 
von G. In H sind nach den soeben angestellten Hrérterungen 6.216 
Substitutionen enthalten. Wir benutzen den schon in der Einleitung 
erwihnten Umstand, dass die Ebene 2,0 durch die Gruppe G in 
40 verschiedene Lagen iibergefiihrt wird. Dann folgt: 


Die Gruppe G enthilt 6-216-40 = 51840 Substitutionen. 


§ 3. 
Formensystem der Hesse’schen Gruppe. 


Die fiinf erzeugenden Collineationen der Hesse’schen Gruppe H’ 
lauten folgendermassen : 














| 
|4|B| o|D| E 
, | ; 
(4) on =| a) | % | 4 | + % + 4, 
‘ | 
02, _ Zs &, | &2, | $4, Z + EZ, + 8? 2, 
04, = | *, | #; f° ay| 8 ey 2+ 8a,+ &2; 


Aus A und B folgt, dass jede bei H’ invariant bleibende Form — 
worunter wir in diesem Paragraphen auch Formen verstehen wollen, 
welche sich um einen vortretenden numerischen Factor iindern — eine 
symmetrische oder alternirende Function von 2,, 2, 2, sein muss. 

Es kénnen daher in den invarianten Formen von H’ nur Terme 
von folgender Beschaffenheit auftreten: 


Di, Stdd, SAsdd. 
i i,k i,k, t 
Man iiberzeugt sich aber leicht, dass die beiden ersten Ausdriicke bei 
Anwendung von C und D in (4) nur dann invariant bleiben kénnen, 
wenn @ sowohl als 8 durch 3 theilbar sind. Zieht man aus 


> + ef Kal 
in geeigneter Potenz das Product 2,4,2, heraus, so restirt einer der 


beiden ersten Ausdriicke. Hieraus folgt: 


Jede invariante Form ® ist eine ganze Function von 2,°, 2,5, 2,° 
und dem Product 4, 24s. 
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Man hat also: 
D = G, + 2,222, G, + 2,782,725" Gy, 


wo die drei Functionen G nur von den dritten Potenzen der Variabelen 
abhingen. Da aber  symmetrisch oder alternirend sein soll, so 
miissen die G einzeln dieselbe Eigenschaft haben, also ausdriickbar 
sein durch die elementaren symmetrischen Functionen und das Diffe- 
renzenproduct von 4,°, z,°, 2,°. Fiihren wir daher folgende Bezeich- 
nung ein: 


&, 2,2; =, 
(5) | a 4° + 2,3 + 2,3 = y, 
| 2,325 + 2,54, + 2,°2,° = x, 
* (4,3 — 2,3) (4,3 — 2°) (25° — 2,5) = C,, 
so folgt: 


Jede invariante Form der Hesse’schen Gruppe ist eine ganze Function 
von p, v, % und C,. 


Wir constatiren jetzt die Wirkung der Substitutionen (4) auf 
diese Functionen (5). 

Dabei zeigt sich, dass simmtliche Formen (5) bei A, B, C in- 
variant bleiben, C, sogar auch bei D und E: 

C, ist mithin bereits eine invariante Form der Hesse’schen Gruppe. 

Die iibrigen Formen substituiren sich bei D und EF folgender- 
massen : 
, [oP =®, 
Dev —2ey, 

ox = ey, 


’ t 
(6) CP Vx 


E\ev => (+69), 


(¥ — 3q), 





ox = 1 — | (+ 3Bpv + 9g”). 


Wir verschaffen uns nun weitere invariante Formen, indem wir 
aus g, ¥, % mit unbestimmten Coefficienten in allgemeinster Weise 
ganze homogene Functionen der g ansetzen, der Reihe nach von den 
Graden 3, 6, 9, 12, und die Coefficienten dann durch die Forderung 
der Invarianz der Formen den Substitutionen (6) gegeniiber bestimmen. 
Kine leichte Rechnung ergiebt, dass eine invariante C, nicht existirt, 
und dass fiir die hheren Grade folgende die eineigen invarianten Formen 
sind: 








326 Heryricu Mascuxs. 


Ce =v — 124, 
(7) Cro = ¥(¥* + 216%), 

Co = QT p* — ¥). 
C,, kann dabei auch durch eine lineare Verbindung von C,, und C,? 
ersetzt werden (nicht aber ©,,, wie die Anwendung der Substitution 
D zeigt). 

Von Wichtigkeit ist nun, dass, wie aus (6) hervorgeht, sich » 
und w linear unter sich, also bindr, substituiren. Indem wir Covarianten 
der biniren Formen C,, und ©,, in Bezug auf und y als Variabele 
bilden, bekommen wir neue invariante Formen der Hesse’schen Gruppe. 
Hierbei zeigt sich, dass, von Zahlenfactoren abgesehen, jede der beiden 
Formen C,, und ©,, die Hesse’sche Form der andern ist. Als einzig 
neue Covariante tritt dann nur noch die Functionaldeterminante beider 
Formen auf, und diese lautet: 


(8) Cys = V8 — 20-27 @ ys — 8.27.27 gw. 


Weitere invariante Formen zu bilden haben wir aber jetzt nicht 
mehr néthig, denn wir sind nunmehr im Stande, folgenden Satz zu 
beweisen: 


Jede bei den Substitutionen der Hesse’schen Gruppe (4) bis auf 
einen Factor invariante Form liisst sich als ganze Function von C,, 
Cy, Cro» Gyo, Cig darstellen; folgende Formen bilden also das volle 
Formensystem der Hesse’schen Gruppe: 


C, = 2,5 + 2,° + 2,° — 10(¢,32,° + 2,°2,° + 2,52,°), 

Cy = (2,3 — 2,5) (24,3 — 25%) (2,5 — 2,5), 
(9) Cro (49 + 22° + 25°) [2° + 2° + 2,°)? + 2162,%2,°2,°], 

Cio = 2; 2, 2,[27 2,52,32,° — (2,5 + 2,° + 2,°)], 

Cig= (23+ #,°+- 2,5)®§— 5402,° 2,3 2,3 (2, 3 £,°+- #,°)8 " 58322,° 2,° 8°, 
Zwischen diesen 5 Formen miissen selbstverstiindlich zwei Relationen 
existiren. Dieselben sind leicht aufzustellen und lauten: 


10 432C,? _ C3 —% Cy 2 + 2Cis, 
™ 172863 = C3 — C3. 
§ 4. 
Beweis der Vollstindigkeit des Formensystems fiir die Hesse’sche 
Gruppe. 


Sei ® eine ganz beliebige, fiir die Hesse’sche Gruppe invariante 
ternire Form. Dann wissen wir von derselben, wie in § 3 bewiesen, 
dass sie eine ganze Function der Formen (5): , ¥, z, C, sein muss, 
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und zwar ist sie entweder Function von », %, x allein (symmetrisch 
in den z), oder das Product von C, in eine Function von 9, y, 7 
(alternirend in den z), Wir kénnen uns demnach auf ganze Func- 
tionen von g, w, x beschrinken. 

Ich wende nun folgendes Recursionsverfahren an: Sei y“ die 
héchste in ® vorkommende Potenz von zy, dann muss der Factor von 
zy" fir sich eine nur von g und wy abhiingende invariante Form sein, 
die wir g(g, y) nennen wollen. Denken wir uns niimlich auf ® die 
Substitutionen D und E (6) angewandt, so kann, wie ein Anblick 
dieser Substitutionen lehrt, der Term x“ nur aus dem Term x“ selber 
hervorgehen. 

Ich bilde nun den Ausdruck: 

le 
—_i *% (g, y). 


a Ser (— 12} 

Dieser Ausdruck ist wiederum eine invariante Form, aus welcher sich 
aber der Term 7“ herausgehoben hat, so dass der Exponent der 
héchsten darin vorkommenden Potenz von y mindestens um eine Einheit 
kleiner ist als w. Auf diese Form wende ich nun dasselbe Verfahren 
an, und so fort. Schliesslich muss ich auf einen invarianten Ausdruck 
gu(p, ¥) kommen, in welchem x gar nicht mehr vorkommt. Hieraus 
ergiebt sich folgende Darstellung von 9: 


0," of-' ' 
o= z IW ¥) + (9, ¥) +--. 


(— 12)" 
C, 
+ T1) Iu-1(P, ¥) + gu, ¥), 


wo simmtliche Functionen g, invariante Formen fiir die Hesse’sche 
Gruppe sind (die auch Null sein kénnen). 

Nun ist nur noch nachzuweisen, dass alle diejenigen invarianten 
Formen, welche nur und w enthalten, sich als ganze Functionen 
von C,,, ©, und C,, darstellen. Zu dem Ende fragen wir, nach 
welcher biniiren Gruppe sich die Gréssen gm und w in (6) linear 
substituiren. 

Da C,, und ©,, in Bezug auf m und » vom,4. Grade, und, wie 
bereits bemerkt, zugleich die niedrigsten von m und w» abhingigen 
invarianten Formen sind, so folgt, dass die fragliche Gruppe keine 
andere als die Tetratdergruppe sein kann*), weil fiir diese allein als 
Formen niedrigsten Grades 2 vom 4', die eine die Hesse’sche der 
anderen, und eine vom 6'" Grade (C,,), die Functionaldeterminante 


*) Vgl. hiermit § 9 Abschn. I der Abhandlung von Herrn Bianchi: ,,Ueber 
die Normalformen dritter und fiinfter Stufe des elliptischen Integrals erster 
Gattung“. Math. Ann. Bd. XVII. 
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beider, existiren. Von der Tetraédergruppe aber ist bereits bekannt, 
dass die genannten 3 Formen ihr volles Formensystem ausmachen*). 

Hiermit ist der Beweis der Vollstiindigkeit des Formensystems (9) 
erbracht. 


§ 5. 
Invariantentheoretische und geometrische Bedeutung der Formen (9).**) 


Da g und y sich binir substituiren, so folgt, dass das syzygetische 
Biischel der Curven 3‘ Ordnung: 


(11) xy + 6igp =0 
bei Anwendung der Hesse’schen Gruppe in sich selbst iibergeht. Die 
in (9) aufgestellten Formen gewinnen alsdann die Bedeutuug des vollen 
Systems der Combinanten von (11) und sind als solche in der Theorie 
der Curven 3'** Ordnung bereits bekannt. 

Sei, um diesen Zusammenhang kurz auseinander zu setzen, f eine 
terniire cubische Form, A ihre Hesse’sche Covariante, u. zw. 


fia he fis | — 
A= 6 | fas free hrs | (fie= eS a8, )” 
fas fo faa 


S und 7 ihre Aronhold’schen Invarianten, so erhilt man fiir das 
Biischel : 

(12) uf +i~aA=0 

diejenigen vier Werthe von 4:x, welche die vier in drei gerade 
Linien zerfallenden Curven des Biischels (die vier Wendedreiecke) er- 
geben, aus der Gleichung: 


G(x, 2) = x! — Sx2a? — * Ted’ — © 8244 = 0. 
Das Product der Gleichungen der vier Wendedreiecke ist daher: 


(13) G(A, — f) = At — SA2/2 + . Taf? — = S2f! = 0***), 


” 
*) Klein, Ikosaéder pag. 51. 

**) In diesem Paragraphen habe ich mich an die Entwickelungen in den 
»Vorlesungen iiber Geometrie‘’ von Clebsch-Lindemann, Leipzig 1876, ge- 
halten, und dieses Werk im Folgenden kurz mit L. citirt. In der Bezeichnung 
bin ich nur insofern abgewichen, als ich fiir die bei L. mit m und » bezeichneten 
Covarianten die entsprechenden grossen Buchstaben gewiihlt habe, um Collisionen 
mit den Bezeichnungen (5) zu vermeiden, Vgl. auch durchgehend die fiir die 
Theorie der Combinanten grundlegende Arbeit von Clebsch und Gordan 
»Ueber cubische terniire Formen‘', Math. Ann. Bd, VI. 

*#*) L. pag. 563, Formel (3). 
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Die Discriminante der Curve f= 0 ist durch den Ausdruck ge- 
geben: 


lq, 
R=T?—18), 


Indem wir die fiir die Curve (12) bestehenden Bildungen durch den 
Index (x, 4) charakterisiren, ist also: 


R,,2 = Ti, — = Sha. 
Andererseits besteht die Beziehung*): 
(14) Rxa =f. G3 (x, A). 
Kine Covariante 6' Ordnung von f ist mit der Abkiirzung: 


A; = tie durch den Ausdruck dargestellt**): 


his hie his A, 
fos fo» fos A, : 
fs foe fas 4s 
A, A, A, 0 





(15) ® a= —2 


Daneben benutzen wir die von Herrn Brioschi eingefiihrte Co- 
variante***) 6'* Ordnung, welche Combinanteneigenschaft besitzt: 


3 1 2 1 y 
(16) w=—So-—+1 7741 sar. 


Endlich ergiebt sich als Covariante 9' Ordnung die (durch 54 
dividirte) unctionaldeterminantey+) von f, A, y: 


(17) Q=Z-(f,4, y). 


Zwischen diesen Formen besteht alsdann folgende von Herrn 
Brioschi}}) aufgestellte Gleichung: 


(18) 242Q? — 384Y3 — 12S, _,+ 274, 


Nehmen wir nun speciell: 
f= y~=4' + 4° + 4°, 
A = 64,4,5,=69, S=0, T=m—6, R=, 


so wird: 


*) L. pag. 566, (7). 
**) L. pag. 570. 
***) L. pag. 570, (22) und pag. 571, (25). Brioschi, Borch. Journ. Bd, 63, 
pag. 338. 
+) L. pag. 571, (28). 
tt) L. pag. 640, (42). Brioschi, C. R. 1863, 1° part, pag. 305, 
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und (13) geht tiber in: 
(19) G(A, —f) = 486». 
€,, = 0 ist also, wie auch a priori klar, die Gleichung der vier Wende- 
dreiecke. 
Die Invarianten S,2, T,,, gebildet fiir die Curve (11), lauten 
ferner: 
S42 = 241(43— x5), 
20) get one 
Ty,2 = 6(8A8+- 2043 x3 — x8), 
und geben, = 0 gesetzt, die Bedingung dafiir, dass das Doppelver- 
hiltniss der vier von einem Punkte der Curve (11) an dieselben ge- 
zogenen Tangenten fquianharmonisch, resp. harmonisch ist.*) Wir 
erhalten demnach folgende Gleichungen fiir die Producte der vier 
iiquianharmonischen und der sechs harmonischen Curven des Biischels: 
Sa = 0, l4,-= 0. 
Wie aus (20) hervorgeht, ist aber: 
(21) S4,-¢ = 240,., Ta, = 480C,,, 
womit die geometrische Bedeutung von C,, = 0, Cig = 0 gegeben ist. 
Wir erhalten weiter fiir f= w aus (15): 


m= 8x 
(22) aus (16): Y= C, 
und aus (17): Q = — 60C,. 


C, = 0 stellt, so wie im allgemeinen Falle Q =0, die neun 
harmonischen Polaren der neun Wendepunkte dar.**) 

Endlich gehen die Gleichungen (14) und (18) unmittelbar in die 
beiden Relationen (10) tiber. 


§ 6. 
Die Untergruppe Q. 


Die aus den Substitutionen A, B, F in (2) erzeugte Untergruppe, 
die wir Q nennen wollen, bewirkt simmtliche 24 Vertauschungen der 
Indices (0, 1, 2, 3) der Variabelen z;, da den genannten Substitutionen 
die Vertauschungen (123), (23), (02) entsprechen. Man zeigt aber 
leicht vermittelst der in § 2 angestellten Betrachtungen, dass sich je 
zwei dieselbe Vertauschung der Indices bewirkende Substitutionen nur 
durch simultanen Zeichenwechsel simmtlicher z unterscheiden kénnen. 


*) L. pag. 579 und 580. 
**) L. pag. 578. 
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Andererseits ist die Substitution (3) auch wirklich in Q enthalten, 
nimlich BFA? FAF.*) Also enthilt Q 48 Substitutionen. 

Es kénnen keine invarianten Formen existiren, die bei der Sub- 
stitution (3) ihr Zeichen wechseln. Dann wiirden niimlich diejenigen 
24 Substitutionen, welche die Form absolut invariant lassen, eine in 
Q enthaltene (ausgezeichnete) Untergruppe bilden miissen. Diese Unter- 
gruppe miisste auch siimmtliche Vertauschungen der Indices bewirken 
kénnen, u. A. die der Vierergruppe: (01), (23), (01)(23). Dies ist 
aber nach § 1 unméglich. 

Der Grad einer jeden bis auf einen Factor invarianten Form muss 
daher gerade sein. 

Wohl aber kénnen Formen existiren, die bei B und dann auch 
gleichzeitig bei F' ihr Zeichen wechseln, iiberhaupt also bei allen Sub- 
stitutionen, welche eine Permutation der Indices bewirken, die aus 
einer ungeraden Anzahl von einfachen Vertauschungen zusammen- 
gesetzt ist. 

Wegen der Symmetrie der Indices sind nun in allen bei Q in- 
varianten Formen nur folgende Terme méglich: 


I: >+ 2; II: D+ et ee, lil: D+ et at ay, 
IV: Dit sregeres, 


und es kommt jetzt vor allen Dingen darauf an, den Wechsel der 
Vorzeichen in diesen vier Ausdriicken zu bestimmen. 

Es folgt sofort, dass in I der Exponent @ gerade sein muss, so 
dass man erhilt: 


I= S's? (i==0, 1, 2, 3). 


Was die Ausdriicke von der Form II angeht, so suchen wir 
zunichst solche Formen, die bei Q absolut invariant bleiben. Dann 
muss wegen der Substitution A, B das von 4% unabhingige Glied 
symmetrisch in ¢,, , 2, sein. Diejenigen Terme aber, welche un- 
gerade Potenzen von ¢ enthalten, miissen wegen B einen in 2, 2 #, 
alternirenden Factor enthalten, miissen also mit dem Differenzen- 
product: 


1s, 4,’ 
1 8, &,* 
1 & &,° 


multiplicirt sein. Das geht aber nicht, weil mit 2, nur ein- (nicht 








*) Hieraus folgt, dass B iiberhaupt ausdriickbar ist durch A und F. In 
den Formeln (2) konnte daher B als erzeugende Substitution wegbleiben. Ich habe 
sie indess beibehalten, weil sie fiir die Hesse’sche Untergruppe unentbehrlich ist, 
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zwei-)gliedrige Terme laut Annahme multiplicirt sein kénnen. Folglich 
kénnen keine ungeraden Potenzen von g,, also tiberhaupt keine un- 
geraden Potenzen in II vorkommen. 

Ein absolut invarianter Ausdruck II kann also nur die Form 
haben: 


(23) Ham Se2t a2" (i, k=0, 1,2, 3). 


Diejenigen Ausdriicke JZ, welche bei B ihr Zeichen wechseln, 
miissen als das von zg, unabhiingige Glied eine alternirende Function 
von %, 4, 2; haben. Deren allgemeine Form fiir zweigliedrige 
Terme ist: 

1 2,* 2, 
1 2,°% 2,f |- 
1 4° 2, 








Gerade Potenzen von 4g, kénnen nicht vorkommen, weil die betreffen- 
den Terme wieder das Differenzenproduct zum Factor haben miissten, 
also dreigliedrig ausfallen wiirden. Also kénnen auch in obiger Deter- 
minante nur ungerade Potenzen vorkommen. Man erhilt aus der- 
selben folgende Form fiir IZ: 








1 #,° 2,? i=1,2,3; au.B 
(23a) IIb=|1 2,* 2,°| —2,* tilt al > at ungerade und v. 
1 2, 2, einand. versch. 


Zugleich tiberzeugt man sich, dass diese Form bei A absolut invariant 
bleibt, bei B und F ihr Zeichen wechselt. 

Wir wenden uns jetzt zu den dreigliedrigen Termen. Bei diesen 
miissen entweder simmtliche drei Exponenten a, 8, y gerade sein, 
oder einer gerade, zwei ungerade. Durch ganz ihnliche Ueberlegungen, 
wie wir sie fiir die Ausdriicke ZZ angestellt haben, ergeben sich jetzt 
fiir die Ausdriicke JZ folgende Méglichkeiten: 


IIIa = S'e2ea20 221 (i, k, l=0, 1, 2, 3), 

1 2,” 2,% 
1 27 s,™ 
1 4” 2, 
1 #f 2,% 
1 26 2,% 
1 2° 2,% 


(24) I1Ib = Settee — 2% > ef ni +e/ 





+ 4,7 








(i, k, l=1, 2,3; B und y ungerade), 
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1 af 4,% 


2 
Ll sf #,** 
1 2° 2,24 


(25) Ue = SVettetae — 22¢ Siete! + ay 


? 








(i, k, l=1, 2,3; B ungerade), 











2," 2,8 2,7 1 2,° 2,” 
(26) ITId =) 22 2,° 2,7| + 2,2) 1 2,8 2,7| — 2° eee 
8,2" 2° gay 1 2, 2,7 


+. 4,7 >a af, 


(i, k= 1, 2,3; B und y ungerade). 


Von diesen Formen sind alle absolut invariant bis auf JJb und IIJd, 
welche bei B etc. ihr Zeichen wechseln. 

Die Ausdriicke IV erledigen sich nun von selbst. Man ziehe das 
Product 2, 2, 2, 2, in geeigneter Potenz heraus, so restirt als Factor 
einer der bereits behandelten Ausdriicke. Zur Beurtheilung der abso- 
luten Invarianz von JV beachte man alsdann, dass das Product 
Zo % 2 2, bei B etc, sein Zeichen wechselt. 


§ 7. 
Aufstellung der Leitterme fiir die invarianten Formen der Gruppe G. 


Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, an die 
Aufstellung des vollen Formensystems der quaterniiren Gruppe G@ 
heranzugehen. 

Eis ist zuniichst nicht schwer, die Gleichungen derjenigen 40 
Ebenen aufzustellen, welche durch die Substitutionen von G aus 2,.=0 
hervorgehen.*) Multiplicirt man die linken Seiten derselben, so erhiilt 
man eine invaréante Form 40'" Grades, die, wie sich zeigt, sich nicht 
nur bis auf einen Factor, sondern absolut invariant verhiilt. 

Um Wiederholungen zu vermeiden, wollen wir verabreden, fortan 
unter einer der Gruppe G@ gegeniiber invarianten quaterniren Form 
stets eine absolut invariante Form zu verstehen, und werden eine solche 
kurz mit dem Buchstaben  bezeichnen. 

Alsdann haben wir als erste invariante Form ® die genannte F,, 
zu verzeichnen : 


Fy 89 2, 2243 (2,3 + 2,5 +2,°)® — 27 2,%2,5 25°] 

(27) » [20° — 4,3 +2,°)* + 27 2,9 2,°2,°] 

* [(4° +2,° —2,%)* + 27 2,°2,%2,°] 

— * [(29> + #,5— 2,°)® 4+ 272, 2,5 2,°]. 

*) Vgl. Witting, Diss. pag. 41, (38). 
Mathematische Annalen. XXXII. 


to 
1 
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Aus der Existenz der in G enthaltenen Untergruppe H folgt nun 
sofort, dass jede invariante Form ® eine ganze Function sein muss von: 


£1 Cg, Cy, Cy, Gio, Qs, 
da diese Formen (2, als Form mit eingeschlossen) das volle Formen- 
system von H ausmachen. Wir haben also: 
(28) > = A, + %A, + %?A,+-->, 
wo die A; ganze Functionen von C,, ..., Cg sind. So ist beispiels- 
weise: 
Piyy = — &) Gy. Cy> + + - + + Bey" C,.C, — 2 Cio. 

Verschwindet nun eine invariante Form ® identisch fiir 2, = 0, 
so folgt, dass dieselbe F, in irgend einer Potenz als Factor enthalten 
muss. Alsdann muss der restirende Factor wiederum eine invariante 
Form sein. Wir haben demnach nur noch solche Formen © auf- 
zustellen, die fiir 2,0 nicht verschwinden, fiir welche also in der 
Entwickelung (28) A, von Null verschieden ist. 

Wir wollen nun schrittweise eine solche Form ® zu construiren 
suchen, Wir beginnen damit, dass wir uns zunichst den von 2, unab- 
hiingigen Term A, verschaffen. Diesen Ausdruck wollen wir den 
Leitterm von ® nennen, weil aus diesem Term die Function ® in der 
Weise eindeutig bestimmt ist, dass die Differenz zweier Formen ®, 
die in diesem Leitterm iibereinstimmen, nothwendigerweise durch eine 
Potenz von F’,, theilbar sein muss. 

Ein solcher Leitterm muss nun erstens eine ganze Function der 
Formen (9) der Hesse’schen Gruppe sein, zweitens muss er aus den 
Formen I, II, III des § 6 zusammengesetzt sein, wenn man in diesen 
2) = 0 setzt, weil sowohl die Gruppe H als auch die Gruppe Q in G 
als Untergruppe enthalten ist. 

Wir werden sehen, dass diese beiden Bedingungen zur Bestimmung 
der Leitterme ausreichend sind. 

Aus Formel (23) folgt, dass in den, nur zwei Variabele ent- 
haltenden Gliedern des Leitterms: 22;*z,° nur gerade Potenzen vor- 
kommen diirfen. Da der Leitterm als ganze Function der Formen (9) 
auch eine ganze Function von g, #, x (5) sein muss, so schliessen wir: 

Es kinnen in der Darstellung des Leitterms durch die Functionen 
y,v, 4% We Glieder, welche p nicht als Factor enthalten, die beiden 
anderen Functionen nur in den Verbindungen x° und ~? —2y enthalten. 

Andererseits miissen go, ~, y% in einem Leitterm so verbunden 
sein, dass sie sich zu ganzen Functionen von C,,...,C,, zusammen- 
setzen. Ich iibergehe die Hinzelheiten der klar vorgezeichneten Rech- 
nung, und schreibe zunichst die méglichen Bildungen an, welche man 
bis zum 30'* Grade der Variabelen 2 erhilt, indem ich unter () den 
Theil der Ausdriicke verstehe, welcher mit g multiplicirt ist. 











aa 
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Ly, = 6[(w? — 24)? +2077] + o(¥), 
(29) Ths —_ 54 (py? — 2 y) [20 4? —(y?—2y)?] + 9(¥), 
Ly, = 27 - 647? [(y? —24)?+ 877] + p(¥), 
Dy = 32 - 814? (w* — 24) [52 4? — (Ww? — 27)?] + —p(). 
Hieraus ergeben sich nun definitiv folgende Leitterme: 
Ty, _ C.? + 5Cj2, 
Ly, = C8 — 300,C,, + 2505, 
Ly, = CO! + 60, C,. — 160,0,, + 9Ci2, 
Lyy = C,? — 196,5C,, + 290,7C,, — 6C, Cs — DC2Ci53 


(30) 


und zwar sind diese bis zum 30" Grad incl. die einzig miglichen 
Leitterme mit der Massgabe, dass man Z,, auch durch eine lineare 
Verbindung von Z,, und Zy3, Ly, durch eine solehe von Zz, und 
Ly. Lys ersetzen kann. 

Fiir unsere invarianten Formen ® folgt nun hieraus sofort: 

Wenn es tiberhaupt invariante Formen ® vom 12" und 18" Grade 
giebt, so giebt es fiir jeden dieser Grade nur eine, und deren Leitterme 
sind durch L,, und L,, gegeben. Wenn es dann ferner tiberhaupt andere 
invariante Formen © vom 24 und 30% Grade giebt, als 03 und 
®,.9,,, so giebt es unter diesen sicher solche, und zwar auch wieder 
nur je eine, deren Leitterme L,, und Ly, sind; alle anderen sind lineare 
Verbindungen dieser mit 9,3 resp. 1... 


§ 8. 
Berechnung der invarianten Formen fiir die Gruppe G. 


Ich will nun zeigen, wie man aus den Leittermen die volle Form 
® construiren kann, Auch hier ist, iihnlich wie bei der Construction 
der Leitterme, der leitende Grundgedanke der, dass sich ® sowohl 
durch die Formen der Untergruppe H, als auch durch die der Unter- 
gruppe @ darstellen lassen muss. 

Die durchzufiihrenden Rechnungen sind nothwendigerweise wegen 
der Menge der zu bestimmenden Constanten complicirt und zum Theil 
sehr langwierig. Es sei mir daher gestattet, nur den Gedankengang 
derselben im Folgenden klar zu legen. 

Der erste Schritt ist der, dass man die Leitterme zuniichst voll- 
stiindig als Functionen der z ausrechnet. Die so erhaltenen Formen 
sind alsdann linear zusammengesetzt aus symmetrischen Functionen 
von 2,, %, 23, die man aus den Formen J, IJ, III des § 6 erhiilt, 

22° 
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wenn man in letzteren 2, —0 setzt. Umgekehrt hat man jetzt eine 
jede dieser symmetrischen Functionen durch Hinzufiigung der z, ent- 
haltenden Glieder auf die entsprechenden vollen Formen J, IJ und III 
zu erginzen, was nur in durchaus eindeutiger Weise mdglich ist. 

Die so resultirende quaterniire Form, die wir ®* nennen wollen, 
kann sich von der vollen Form ® nur dadurch unterscheiden, dass in 
ihr die Glieder, welche das Product aller vier Variabelen enthalten, fehlen. 

Nun ordne man ®* nach steigenden Potenzen von z,°; nur solche 
Potenzen nimlich kénnen auftreten, weil in den Leittermen resp. in 
C,, C,2, Cyg die drei Variabelen nur in dritter Potenz vorkommen. Die 
Coefficienten der Potenzen von ¢,° sind aber in ® nach (28) ganze 
Functionen der terniren Formen C,, C,,..., Cig. Mithin miissen die 
Coefficienten der Potenzen von z,° in @* mit den entsprechenden in- 
varianten, terniiren Formen in den Gliedern, welche 1,2 und 3 der 
Variabelen enthalten, tibereinstimmen, falls wirklich eine zu dem 
Leitterm gehérige Form © existirt. 

Setzt man jetzt aus den terniren Formen C,, C,,..., C,, in all- 
gemeinster Weise ganze Functionen von den entsprechenden Graden 
in den g zusammen, so sind diese durch Vergleichung mit den Coef- 
ficienten der Potenzen von 4,* in ®* in durchaus eindeutiger Weise 
bestimmbar. Man erhilt sogar durchgiingig eine oder mehrere Be- 
stimmungsgleichungen mehr als néthig sind. Diese dienen dann, wenn 
sie mit den anderen vereinbar sind, zur Controle der Rechnung. 
Anderenfalls wiirde ihre Unvertriiglichkeit anzeigen, dass zu dem be- 
treffenden Leitterm keine Form ® gehort. 

Hat man diese Rechnung durchgefiihrt, so ist ® bestimmt. Man 
hat jetzt nur noch aus dem erhaltenen Ausdruck fiir ® diejenigen 
Glieder zusammenzufassen, welche alle vier Variabelen enthalten, also 
%#, 2,2, zum Factor haben, und sich nun zu iiberzeugen, ob sich diese 
Glieder fiir sich der Untergruppe Q gegeniiber invariant verhalten. 
Ist dies der Fall, dann ist ® sicher die zu dem Leitterm gehdérige in- 
variante Form, denn aus Hund Q setzt sich die ganze Gruppe G zusammen. 

Trotz der vielen zu erfiillenden Bedingungen zeigt nun der Erfolg, 
dass in der That zu jedem der in (30) gegebenen Leitterme eine qua- 
terndre invariante Form gehdrt. 

Wir erhalten somit vier invariante Formen, die wir mit F,,, F,,, 
F’,,, Fy) bezeichnen. Dabei sind wir sicher, dass bis zum 30'" Grad 
incl, keine anderen invarianten Formen existiren kénnen, immer mit 
der Einschrinkung, dass an Stelle von F,, und Fy, auch eine lineare 
Verbindung von F,, mit Fi3, resp. Fy, mit F,,.F,, treten kann. 

Ich lasse jetzt die ausgerechneten Werthe folgen, sowohl als 
ganze Functionen von 2, C,, Cy,...,C,, als auch direct in den vier 
Variabelen 2: 
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Fy, = 62," + 6 - 220, 2,° + 6 - 2200,2,3 + ,2 + 50, 
F,, = — 544,'8 + 17 - 540,25"? + 54 + 1870Cp2,° 
+ +17 - 27(190,? — 15 0,.)2,° + 54 - 1700, Cya,3 + C3 
— 300, C,.—25C,,, 
Fy, = 17280, 2)'3 — 36 - 1728, 2" + 15 - 144(70,.+G,2) 4" 
_— 10 = 1728 C, C,2,° “+ 36(178C,,— 135C,C,,-+-5C,$) 2,° 


(31) { 4 482(41C,,—C,2) C,2,3 + 0,'+ 60,2C,. — 16 C,0,, + 90,3, 


(32) 


Pyy = — 2. 64Cye,24-+312- 6! C, 2,2! +216 (715 C,, — 127 C,2) 29" 
+ 272 . 64C, C,2)1°-+ 18 (1306 C,,-+ 6045 C, C,, —295 C,3) 2,12 
+ 216(730,2—5473C,.)Cy2,° 
+ + + 3(16648 C, C,,+23840,? C,,— 20709 C3 — C,!)2,° 
— 36(1370C,,—657 C, C,.-+7C,3)C,#,> + C,5 — 190,30, 

| + 290,2C,, — 60,03 — 50,.C,5. 


(Fy, = 6 { La;!? + 22 DeSa,° + 2205+ 2° 2,52;5} , 
Fy, = 54 {— 2a'8 + 17 Dea, + 1702 + 22,32) 

+ 18702 + 292,52) + 7854 22,52,52,"} , 
Fy, = 1728 { De;'8 2,5 + 102 + 2;'8 4,323 — 362 + 2; 2,523 
+ 102 4;'22,'2 — 102+ 2;'*2,9 2 + 180 Dz;'? 2,5 2, 
— 1102+ 29 4,%2° + 60 - 37 4)32,52,52,3 54-2) 23 
— 11] - 36 - 37 2,52,%2,."2,5} , 
Fyy = 2592 { — La?4e,® — 102 + 2744323 + 156 D+-2,?! 2,52, 
+ 49 Dz;'8 2,'? — 450 D+ 2;'8 2,9 28 — 122 De;'8 2,5 2,5 
+ 136 D+ 2; 2,'223 + 1496 X + 2;'52,° 2,° 
— 1870 D2;'* e,'2 2,5 — 1102 + 2;'? 2,92, 
+ 80-73 4,3 2,52,52,5(2 D+ 2," 2,3 + 17 2-29 2,52,°) 





\ — 16-17-18 - T34)°2,52,%2,° De,5}. 


Zu den Formeln (32) ist dabei Folgendes zu bemerken: 

In den Termen 2 +- 2%4,° und 2 +- 22,627 sind die Vorzeichen 
nach § 6 zu bestimmen. Von zweigliedrigen Termen kommen nur in 
Betracht 2 -+- 2° 43, mit 4,3 2,5 2,3 2,5 multiplicirt, in F,,, und 
2 + 4;'54,°, ebenfalls mit ¢,°2,5z,52,° multiplicirt, in Fy). Beide Aus- 
driicke sind von der Form JZb (23a). Die dreigliedrigen Terme 
2+ 2%F2% sind entweder von der Form IIIb (24) oder IIIc (25), 
je nachdem alle drei Exponenten verschieden sind oder nicht. Kinzig 
von der Form III d (26) ist in Fy) der mit 2° 2,* 2,5 4,5 multiplicirte 
Ausdruck 2 + 4°452?. 
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g 9. 


Darstellung von F’,, durch die tibrigen Formen. Zwei Covarianten 
der letzteren. 


Wir sind jetzt im Besitz von den fiinf invarianten lormen: 
Fo, Fig, Foy, Fyq, #9. Da diese Formen nur von den vier Variabelen 
z abhiingen, so muss zwischen denselben mindestens eine Relation 
existiren. Es handelt sich darum, diese Relation zu ermitteln. 

Dieselbe sei von der Form: 


(33) G(Fyoy Fis, Poss 0, Pao) = 9. 
Setzt man in dieser Gleichung z, =, so verschwindet F’,, und jede 


der iibrigen Formen geht in den entsprechenden Leitterm L,,., Lys, 
Luo, Ly tiber. Man erbhalt somit die Gleichung: 


(34) G(Lyo, Lys; L44, Ls) =0. 


Diese identische Relation, die a priori zwischen den vier Leittermen 
bestehen muss, da dieselben nur von den drei Gréssen C,, C,,, C,s 
abhingen, ist aber ohne Schwierigkeit aufzustellen, indem man aus 
den Formeln (30), als Gleichungen angesehen, die drei Gréssen 
Cy, Cio, Cg eliminirt. Man erhilt aus den ersten beiden Gleichungen 
(30) C,, und C,, als ganze Functionen von C,. Diese Werthe hat 
man in die dritte und vierte Gleichung einzutragen, und aus diesen 
zwei Gleichungen C, zu eliminiren. Sondert man dann aus der 
Resultantengleichung die nicht identisch verschwindenden Factoren ab, 
so erhiilt man die gesuchte Gleichung: 

(35) 0 = R(Ly., Lg, Ly,, Lso), 
wo die rechte Seite eine homogene ganze Function der 2,, 2, 2, vom 
120'" Grade darstelit. 

Ich ersetze nun in der rechten Seite dieser Gleichung jeden der 
Leitterme durch die entsprechende Form F;,, F\,, F,,, #3). Alsdann 
ergiebt sich eine quaternire Form vom 120' Grade, die wir mit 
R(Fyo, Fis; Foy, Fy) bezeicbnen wollen. Es ist dies die weiter unten 
in Forme) (38) aufgestellte Determinante. 

Durch Einsetzen eines speciellen Werthsystems weist man nach, 
dass diese Form R nicht identisch verschwindet, wnd nun kann man 
folgendermassen schliessen : 

Da R eine nicht identisch verschwindende Form ist, welche zu 
Folge von (35) fiir 2. = 0 verschwindet, so muss sie ¢,, und da 4, in 
Fy, Fis, Foy, Fy ner als 25 vorkommt, ¢,> zum Factor haben. Nun 
ist aber R eine invariante Form, weil aus F,,, F\,, F.,, Fy. zusam- 
mengesetzt, also muss sie Fy zum Factor haben, und da sie endlich 
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vom 120 Grade ist, so kann sie sich von F;5 nur um einen Zahlen- 
factor unterscheiden. Mithin lautet die Gleichung (33): 


(36) Const. Fi) = R(F,2, Fys, Fyy, Fy). 
Fiir die Constante ergiebt sich der Werth: 
Const, = 275. 315 . 515, 


und die gesuchte Relation zwischen F’,, und den iibrigen Formen 
lautet nunmehr definitiv, unter Zuhiilfenahme der Abkiirzungen: 


40,, = 25F,, — 9}, 


6 Oso = 25 Fy) — F, Fs, 
folgendermassen : 


(37) 23. 315.51. WS 
V5, 2024 ? F 5%, ? F,%,, | 
204) 27 Fy Py9— 11 FO), BF yyy —4 18, 3 Oyy—4 Fy Fy 
Fs, 3 Fy P.4— 4 Fis ? IBF. F\s—3 Vo, 9 2—2%,, | 
Fy, 3% — 4h, Fs, 9Fs —2%,, Fy, 








Ich will bei dieser Gelegenheit noch zwei Covarianten unserer 
Formen aufstellen, 
Bildet man zuniichst von F, die Hesse’sche Determinante 


H(F,,) = |-272 |, 


040%, 





: °F 7 ) 
so besitzen siimmtliche Glieder ao ae der ersten Zeile den Factor 2,, 
08, 


weil g, nur als 2,° in F,, vorkommt, Da ferner H(F;,) vom 40!" 
Grade ist, und als Covariante einer invarianten Form ebenfalls in- 
variant sein muss, so muss sie bis auf einen Zahlenfactor mit F’,, 
iibereinstimmen. Man findet: 
(38) H(F,,) = 2" . 38. 53. 114. Fyy. 

Durch eine ganz analoge Ueberlegung folgt, dass die Functional- 





ie 3 da simmtliche Glieder einer 


ar 
02 
men muss. Dieselbe verschwindet nicht identisch, und es ergiebt sich: 


(39) (F., Fig, Foy, Fo) = 2” - 3! . 5S - Fi. 


‘eile He ee 
0 


gt me a den Factor 2, besitzen, mit F; iibereinstim- 
0 
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§ 10. 
Beweis der Vollstindigkeit des Formensystems fiir die Gruppe G. 


Ich will jetzt nachweisen, dass die aufgestellten fiinf invarianten 
Formen das volle Formensystem der Gruppe G bilden, d. h. dass jede 
bei den Substitutionen von G absolut ungeindert bleibende Form sich 
als ganze Function der genannten Formen darstellen lisst. 

Zu dem Ende stelle ich folgende Gleichungen auf: 


(40) F,,= 4, F,,=b, Fyy=—c, Fo =a, 


wo ich unter a, b, c, d beliebige, aber feste Werthe verstehe. Dass 
man diese vier Werthe beliebig wiihlen darf, folgt aus dem in Formel 
(39) bereits constatirten Nichtverschwinden der Functionaldeterminante. 

Ich zeige zuerst, dass die Gleichungen (40) fiir ein endliches 
Werthsystem a, b, c,d nicht unendlich grosse Werthe der 2 ergeben 
kénnen. 

Angenommen niamlich, die Gleichungen wiirden erfiillt fiir unend- 
lich grosse Werthe einer oder mehrerer der vier Gréssen ¢;, dann 
miissten diejenigen Terme der linken Seiten der Gleichungen (40), 
welche nur diese Gréssen 2; enthalten, fiir nicht identisch verschwin- 
dende Argumente verschwinden. Es miissten z. B., wenn 4% und 2, 
gleichzeitig unendlich grosse Werthe zuliessen, z, und 2, sich so be- 
stimmen lassen, dass F’,,,..., Fy, verschwinden, wenn man in ihnen 
2, und 2, gleich Null setzt. Allgemein kénnen wir sagen: Es miisste 
mdglich sein, die Gleichungen: 


(41) Fy, = 0, Fig = 0, Fy = 0, Fy = 0 


zu erfiillen, ohne dass siimmtliche Groéssen 2, 2,, 2, 2, gleichzeitig 
verschwinden. Kin Werthsystem der ¢ nun, welches die Gleichungen 
(41) erfiillt, miisste gleichzeitig auch der Gleichung F’,, = 0 geniigen, 
weil F) nach (37) eine ganze Function von F,,, ..., Fy ist. Es 
miisste demnach, da F’,, nach (27) als ein Product von 40 Linear- 
factoren erscheint, durch das genannte Werthsystem der ¢ mindestens 
einer dieser Factoren verschwinden. Ich nehme zuerst an, einer dieser 
verschwindenden Factoren sei 2,. Setze ich dann in (41) s = 0, so 
erhalte ich folgende Gleichungen: 


Dy, = 9, Tyg = 0, Ly, = 0, Ly = 0. (vgl. Formel (30)) 
Hieraus folgt sofort: 


C; = 0, Cy, = 0, Cg = 0. (vgl. Formel (7) und (8)) 
Diese Gleichungen sind aber wieder nicht anders zu erfiillen, als durch: 


9=0, ~=0, y=0, (vgl. Formel (5)) 








wins 
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woraus sich endlich ergiebt: 
a,=0, 4, =0, 4,=—0. 
Ist also fiir irgend ein die Gleichungen (41) erfiillendes Werthsystem 
2, = 0, so heisst dasselbe: 
2, = 0, 24, = 0, 24, = 0, 4, = 0. 

Sei jetzt irgend ein anderer Linearfactor von F,, den wir 4,’ 
nennen wollen, gleich Null, so fiihre ich die soeben fiir den Fall 
2), = 0 angestellte Betrachtung in der Weise durch, dass ich auf alle 
dabei auftretenden Gleichungen und Formeln diejenige Substitution 
von G@ anwende, welche 4, in 4, iiberfiihrt. Ich komme dann schliess- 
lich auf vier Gleichungen: 

ay = 0, 2, = 0, 2, = 0, 2, = 0, 
in welchen die linken Seiten lineare Verbindungen von 2, 4, %, #5 
sind. Diese Gleichungen stellen eins der 40*) Tetraeder dar, welches 
durch eine in G enthaltene Collineation aus dem Coordinatentetraeder 
hervorgegangen ist. Dieselben sind wiederum nicht anders zu be- 
friedigen, als durch: 

2, = 0, 4, = 0, 2, = 0, 4, — 0. 
Also folgt, dass die Gleichungen (41) keine andere Lésung gemeinsam 
haben, als 4, =0, 2, =0, 4 =0, ,=—0. Hiermit, ist der Satz 
bewiesen : 

Einem endlichen Werthsystem der Grissen a, b,c, d entspricht in 
den Gleichungen (40) immer nur ein endliches Werthsystem 4), 2, 22) 25. 

Ich beweise ferner, dass, wenn eine sogleich anzugebende Bedingung 
nicht erfiillt ist, die Gleichungen (40) weder unendlich viele Lésungen 
besitzen, noch dass irgend zwei Lésungen derselben einander gleich 
sein kénnen. Fiir den ersten Fall niimlich miissten die unendlich 
vielen Lésungen ein oder mehrere Continua bilden. Hierfiir, sowie 
fiir den zweiten Fall, in welchem zwei verschiedene Lésungen in einen 
Punkt zusammenriicken, muss es midglich sein, Werthe von £, 2,, 22, 2; 
und von den Differentialen dz,, dz,, d#,, d2, anzugeben, fiir welche 
die vier Gleichungen bestehen: 


F Fy, F, 
> Ge d= 0, > eu o> Fat de 0, 
oF, 
ak dx = 0. 
Hieraus wiirde folgen, dass die Functionaldeterminante (F,,,, F',;, F24, F'so) 


fiir die genannten Werthsysteme der ¢ verschwinden miisste, Diese 
Functionaldeterminante ist aber nach (39) bis auf einen Factor gleich 


*) Siehe Witting, Dissertation, pag. 43. 
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Fj, und andererseits ist #49 nach (37) gleich einer ganzen Function 
von F',,..+, Fy), also von a, b,c, d, die wir kurz mit 

G(a, b,c, d) 
bezeichnen wollen. 

Ist also G (a,b,c, a) von Null verschieden — (dass dieser Aus- 
druck nicht identisch Null ist, ist in § 9 bereits bewiesen) — so kinnen 
in den Gleichungen (40) weder unendlich viele Lisungen auftreten, noch 
auch kinnen irgend zwei Lisungen zusammenfallen. 

Sei jetzt (2), 2,, 2, 2,) ein bestimmtes Lésungssystem der Glei- 
chungen (40), so erhiilt man durch Anwendung der N Substitutionen 
der Gruppe G@ aus diesem sofort N Liésungssysteme (N=51840), weil 
fiir die genannten Substitutionen die Formen F;,, F,, F,,, Fy) un- 
geiindert bleiben. Unter diesen Substitutionen ist die folgende nicht 
vorhanden: 

(42) fy == Efo, 2, == 88,, Bo = Ef, fy = E2,, 

da ihre Determinante von + 1 verschieden ist, Andererseits ist aber 
(€2y, €2,, €2, €2,) auch ein Lésungssystem von (40), wenn (2), 2,5 22, 24) 
ein solches ist, weil die Variabelen 2 in den Formen F',,..., Fyo 
nur als 2° vorkommen. 

Man erhiilt demnach 3N verschiedene Lisungssysteme der Glei- 
chungen (40) aus einem, wenn man auf dieses die N Substitutionen der 
Gruppe G, und alsdann auf jede so erhaltene Lisung die Substitution 
(42) einmal und sweimal anwendet. 

3.N = 3.51840 ist nun aber gleich der Anzahl der nach dem 
Bézout’schen Theorem méglichen Lésungen der Gleichungen (40), niim- 
lich = 12. 18.24.30, also kénnen wir, das Vorhergehende zusam- 
menfassend, folgenden Satz aussprechen: 

Werden den Constanten a, b, c, d endliche Werthe von der Be- 
schaffenheit beigelegt, dass die Gleichung G(a, b, c, d) = 0 nicht erfiillt 
ist, so besitzen die Gleichungen: 

F,, =a, Py, =—b, Fy =e, Fy =a 
3.51840 endliche Lisungen, welche alle von einander verschieden sind. 

Sei nun ® irgend eine beliebige, homogene, ganze Function der 
vier Variabelen z, so erhilt man durch Elimination der ¢ aus den 
Gleichungen (40) und dem Ausdruck fiir ® eine algebraische Gleichung 
fiir ®. Der Grad dieser Gleichung in © ist sicher nicht grésser als 
die Anzahl der Lésungssysteme (2), ¢,, 2, 2,) der Gleichungen (40) 
und im Allgemeinen gleich dieser Anzahl. Man kann sich niimlich 
die Elimination der z in der Weise vorgenommen denken, dass man 
die 3.N Lésungssysteme von (40) der Reihe nach in ® eintragt, und 
aus den so erhaltenen Ausdriicken ,, 9,,..., Msy_1 die Gleichung 


(® — 5) (®—9Q,) eee (® — Dgy_1) = () 
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bildet, deren Coefficienten dann aus evidenten Griinden rational in 
a,b,c, d sein miissen. 

Ist nun aber ® eine fiir die Substitutionen von G invariante Form, 
dann werden von den 3N Werthen ,, ®,,..., ®sy_1 immer je NV 
einander gleich sein, niamlich diejenigen, welche durch die Substitu- 
tionen von G auseinander hervorgehen, und die Gleichung, welche © 
mit a, b, ce, d verbindet, reducirt sich demnach auf den dritten Grad.*) 
Da aber ® als homogene Function der z vorausgesetzt ist, so lauten 
die Wurzeln dieser Gleichung, falls der Grad von ® in den ¢ nicht 
durch 3 theilbar ist: 

M, ed, #9, 
und die Gleichung hat demnach die Form: 
* = Rat. (L, Fig, Fy, Py), 
indem hier fiir die a, b, c, d wieder die Ausdriicke F geschrieben sind. 
Kin Beispiel hierfiir liefert die Form F, in der Gleichung (37). Ist 
endlich der Grad von ® durch 3 theilbar, so sind auch diese drei 
Wurzeln einander gleich, und es restirt eine Gleichung ersten Grades, 
also: 
> = Rat. (P., Pg, Py, Fyo)- 

Ist der Grad von ® nicht durch 3 theilbar, so betrachte man die 

Funetion ©: F,, oder ®: Fj, je nachdem der Grad von ® = 1, oder 
: 2 (mod. 3) ist. Fiir diese Functionen ergiebt sich dann ebenfalls, 

dass sie durch eine Gleichung ersten Grades mit a, b, c, d verkniipft 
sein miissen, weil die Einsetzung der 3N Lésungssysteme von (40) 
immer nur einen und denselben Werth bewirkt. Also haben wir hier: 
entweder 

> = Fy - Rat. (Fy, Fis, Pay, Foo), 
oder 

© = Fy): Rat. (Fy, Fis, Fay, Fy). 

Ich habe jetzt noch zu beweisen, dass die genannten rationalen 
Functionen: Rat. (F,, Fis, Fg, Fy9), sich auf ganze Functionen ihrer 
Argumente reduciren, wenn ® als ganze Function der z verausgesetzt 
wird. Wir haben gefunden: 

ry G(Fe, Fis, Fars Fy 6 
O— Fi Ga Kok) @ O12), 
wo jetzt G und G, ganze Functionen ihrer Argumente bedeuten 
sollen, von denen wir annehmen diirfen, dass sie keine gemeinsame 
Theiler besitzen. Wenn sich in diesem Ausdruck der Nenner G, 


*) Dies ist der Kernpunkt des Beweises, Das hier zu Grunde liegende 
Princip hat [Herr Klein in seiner W. 8. 1886/87 in Gdttingen gehaltenen Uni- 
versitiitsvoriesung: ,,Ueber ausgewdhlte Kapitel der Algebra‘‘ eutwickelt und 
mehrfach angewandt. 
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nicht auf eine Constante reduciren soll, so muss es endliche Werth- 
systeme F,,, F\,, F,, Fy) geben, fiir welche G, verschwindet. Fiir 
diese Werthsysteme wiirde alsdann ® unendlich werden. Nun aber 
kann einem endlichen Werthsysteme von F’,,..., Fy, nur ein end- 
liches Werthsystem von 4, ..., 2, entsprechen, wie bereits bewiesen, 
und andererseits darf fiir ein endliches Werthsystem von 4, 2;, 2), 2 
® nicht unendlich werden, weil ® als ganze Function der ¢ voraus- 
gesetzt ist, also folgt: 

Jede quaterniire Form, welche durch die 51840 Substitutionen der 
Gruppe G in sich iibergefiihrt wird, ist als ganze Function der Formen 
Fie) Fis, Foy, Fo (82) und Fy, (27) darstellbar. 


Berlin, den 30. Juni 1888. 




















Ueber die Differentialgleichungen dritter Ordnung, welchen 
die Formen mit linearen Transformationen in sich geniigen. 


Von 
A. Hurwitz in Konigsberg i. Pr. 


Jacobi hat mit Hiilfe von Formeln aus der Theorie der elliptischen 
Functionen gezeigt, dass die Function 


9,(0) = 1+ 2q + 2g! 4 2g? +4... 
einer algebraischen Differentialgleichung dritter Ordnung geniigt, von 
welcher zugleich #,(0) und 4,(0) Lésungen sind.*) In den folgenden 
Zeilen méchte ich nachweisen, dass diese Differentialgleichung nur 
ein Beispiel eines allgemeinen Satzes bildet, welcher der Theorie der 
Functionen mit linearen Transformationen in sich angehdrt. 
Es sei @ eine complexe Variable und die Transformationen 
a;,o + b; 


(1) a = ¢o-+d,’ 


(¢=1,2,-->+) 


mogen eine Gruppe bilden. Ferner mége 
(2) ad; - bic; == | 
sein, was die Allgemeinheit nicht beeintrichtigt. Es ist nun von Vortheil 


neben der Gruppe (1) zugleich eine andere fiir zwei homogene Variable 
@,, @, zu betrachten, welche aus den Transformationen 


a, = 4,0, + b;0,, a, = — aa, — bo, 
@,' = @, + da, @, = — 0, — da, 


(3) (¢=1,2,---) 
besteht. Wir nehmen an, dass der Gruppe (1) eine Eintheilung der 
@-Ebene in Bereiche entspreche, welche die Ebene oder einen Theil 
derselben einfach und liickenlos iiberdecken, Bereiche, wie sie in den 





_ *) Jacobi, Gesammelte Werke (herausgegeben von K. Weierstrass auf Ver- 
anlassung der kgl. preussischen Academie der Wissenschaften) Bd. 2, pag. 171. 
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bekannten Arbeiten von Poincaré und Klein*) verwendet werden. 
Ferner mége aus dem einzelnen Bereiche durch Aneinanderheftung der 
zusammengehoérigen Rinder eine Riemann’sche Fliiche von endlichem 
Geschlechte entstehen. Es sei nun 

(4) 9(@,, 0) =@,"f(@), a= = ’ 

eine homogene Function n'" Grades von @,, @,, welche die Trans- 
formationen (3) zulisst und nach Division durch @,” in eine eindeutige 
Function f(@) tibergeht, die auf der oben genannten Riemann’schen 
Fliiche keine wesentliche Singularitiit besitzt. Eine soleche Function 
heisse eine ,,Form der Gruppe (1). Ist der Grad m der Form gleich 
Null, so mége sie auch als ,,Function der Gruppe“ bezeichnet werden. 

Der oben erwiihnte allgemeine Satz lautet nun so: 

,dede Form (a@,, @,) der Gruppe geniigt einer algebraischen 
Differentialgleichung dritter Ordnung, deren Coefficienten von @,, @, 
unabhiingig sind.“ 

Zum Beweise bilden wir die Hesse’sche Form H von log m und 
die Functionaldeterminante V von H und log g, setzen also 








Plogg Hlogo 
da, > da Oa, 
H(a, » Oy) = ? 
@ log @ @ log » 
(5) = — 
oH oH 
Oa, . OW, 
V(@,, @) = 
Glogp blog p 
Oa, O@, 





H und V werden, wie jede Covariante von », Formen der Gruppe 
sein**), Aus H, Vund@ kénnen wir aber durch Quotientenbildung 
zwei Functionen der Gruppe herstellen und da zwischen je zwei Func- 
tionen eine algebraische Gleichung mit von @,, @, unabhingigen 
Coefficienten besteht, so werden wir zwischen H, V und @ eine eben 
solehe algebraische Gleichung aufstellen kénnen. Hiermit ist unser 
Satz bewiesen; denn vermége (5) ist jene Gleichung eine Differential- 
gleichung 3. Ordnung fiir p(@,, @,). 

Wenn indessen g(@,,@,) vom Grade Null, also eine Function 
{(@) der Gruppe ist, so wird der Beweis hinfillig, da in diesem Falle 


*) Poincaré, Acta Mathematica, Bd. 1; Klein, diese Annalen Bd. 21, 
pag. 141. 

**) Dieser Schluss ist bei tihnlichen Untersuchungen schon mehrfach an- 
gewendet worden, Vgl. z, B. Fuchs, Ueber die linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, welche algebraische Integrale besitzen, Crelle’s Journal Bde. 81 
u. 85. Klein, Ueber Multiplicatorgleichungen, diese Annalen Bd. 15. 
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zwischen H und V eine identische Relation, niimlich 16 H* + V?= 0, 
besteht. Wir bilden dann, um unseren Satz zu beweisen: 


logy  Plogy | 
— 1 df) bat! ~ Bae ’ “Om, Oa, 
(6) ¥(a,, @, o, do”? h(@,, @) = @logy elogw 
Om, 0a, ’ Ow," 
Diese Functionen y, hk sind wieder Formen der Gruppe von den Graden 
— 2 bez. —4. Daher besteht eine algebraische Gleichung zwischen 


{(@) und en *y je» Welche offenbar eine Differentialgleichung 3, Ord- 


nung fiir f(@) darstellt. 

»Die fiir p(@,, @,) geltende Differentialgleichung wird auch durch 
die Function p(aw, + ba,, ca,+da,) befriedigt, wo a, b, c,d 
irgend welche Constante bedeuten, die der Bedingung ad — be=1 
gentigen.* 











Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge aus dem invarianten 
Charakter der Bildungen, welche zur Aufstellung der Differential- 
gleichung benutzt wurden. 


Ks ist nun leicht, die ee fiir p(@,, @,) in eine 


totale Differentialgleichung fiir /(@) = —(@,, @,) umzusetzen. 


Betrachten wir zuerst den Fall, wo » nicht "gleich Null ist, so ist es 
zweckmiissig die Kunction 


(7) y =Vf(@) = = V9(@,, 


einzutiihren. Man findet nach kurzer Rechnung: 





nm 1 @& n3 1 d3(y?) 
(8) H= sal Wg! , y id ? V= Pa 2 @," A y? ae hl 


und die Gleichung zwischen », H, V geht durch Eintragung der 
Werthe (7), (8) in eine Differentialgleichung dritter Ordnung fiir 
y tiber. 


In dem Falle, wo n =0, also g(@,, @,) =/(@) ist, kommt 


a = + Vit h ——4/( ay Va 


@,* a a yp? d a 


. . ‘ h ‘ ~ 
und die Gleichung zwischen f und ee erscheint nun explicite als 


*) Vgl. Frobenius und Stickelberger ,,Ueber die Differentiation der 
elliptischen Functionen nach den Perioden und Invarianten“, Crelle’s Journal, 
Bd. 92, pag. 321. 
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Differentialgleichung fiir f. Der Ausdruck fiir 4; ist, wie es zu er- 
warten war, nichts anderes, wie die bekannte Differential - Invariante.*) 

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung fiir f(@) entsteht 
nach dem Obigen offenbar, wenn wir g(@,, @,) durch 

g(aa, + ba,, ca, + da) 

ersetzen. Es lautet also: (4270) (co + d)", unter a, b,c, d 
irgend welche Constanten verstanden, welche die Gleichung ad—be=—1 
befriedigen. 

Wir wollen nun die allgemeinen Erérterungen auf einige der 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen entnommene Beispiele an- 
wenden. Es werde zuerst angenommen, dass die Gruppe (1) aus der 


Gesammtheit der ganzzahligen linearen Transformationen von der Deter- 
minante 1 bestehe. Wihlen wir dann 


(10) 9(@,, @,) = (--)" A(@,, ,) = (2 apo, 


(, 2"), 


so ist m= — 12 und also nach (7): 





1 Lae 
(1) yh "PP Q—MtHh 84 2h4+-- ) =e 


Nach der =~ (8) ist H, abgesehen von einem constanten 
2 a 
Factor, gleich C = - jog WF ; 
welche vom — Aten Grade ist und nirgends unstetig wird. Eine solche 
Form ist nothwendig bis auf einen constanten Factor gleich 


(12) 92(,, @) = (=) E + 20 pe | 


Es geniigt ein Blick auf die Entwicklungen von y und g, nach 
Potenzen von h', um diesen Factor zu bestimmen. Man erhiilt so 


2x 1 
(13) (= y+ 3 y Wier =z 2"). 


Durch eine analoge Ueberlegung finden wir 


folglich eine Form der Gruppe, 


Q2r\@ 1 ay) 
(14) <=) dies = *), 


*) Vgl. H. A. Schwarz ,,Ueber diejenigen Fille, in denen die Gaussi’sche 
Reihe F(a, B, y, x) eine algebraische Function ihres vierten Elementes ist.“ 
(Crelle’s Journal Bd. 75). 

**) Klein, ,Ueber Multiplicatorgleichungen“, diese Annalen Bd. 15. 
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wobei 
7S wnt 
(15) 93(@,, @ a,) = (= +s) E “4 | 
ist. Aus den age a (11), (13), (14) ergiebt sich, in Riicksicht 
auf die Relation g,° — 279s" =A der Satz*): 
»Die Function y=h “3 TJ a—my-* ist eine Lisung der Diffe- 
rentialgleichung : 
(16) [12y° dey} — QT [ya (y?)]? = (d log hy’. 
Gentigen die Constanten a,b,c, d der Gleichung ad — be = 1, wird 
ferner h = e'*” und y= /(@) gesetet, so stellt 
b 
Cot @ (Cota 
das allgemeine Integral der Gleichung (16) vor.“ 
Wihlen wir jetzt zweitens 


(17) 9(@, @,) = (- y 92(@, @.), 
so ist m = — 4; daher nach (7): 
1 
: Tht we 
(18) y= -|4 + 20 ah : 
a Zi. 


Die Covarianten H und V unterscheiden sich nur _— Zahlen- 
factoren von 


Qa 1 a PE By? 

(19) 0 — (CE) F wings CS) eer 

Diese Formen y, x werden nur fiir diejenigen Werthe von @ un- 
endlich, fiir welche g, verschwindet, und zwar wird fir jeden solchen 
Werth ~ von der zweiten, x von der dritten Ordnung unendlich. 
Daher sind g,?¥, g,*4 ganze rationale Functionen von g, und g;. Da 
w und x fiir h — 0 verschwinden, so ist A = g,° — 27g,” ein Factor 
jener Functionen und wir haben also: 


(20) gi v—=a-A, gin—a- gs, 
wo a und a’ Constante bedeuten. Aus den Reihenentwicklungen finden 
wir a= — — a’ =— 15. Wenn wir endlich g,, g,, A aus (18), 


(20) und der Relation g,* — 27g,2 = A eliminiren, so erhalten wir 
das Resultat: 








*) Frobenius und Stickelberger, 1. c, pag. 322. 
Mathematische Annalen, XX XIII. 23 
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»»Die Function 
1 
Qn ken* ee) * 
y= = 
oV 9, -(4+ 12 20 >) 
geniigt der Differentialgleichung: 


(21) (yy)? — saraq YEO)? + Gy (Cy)? @logh)? — 0." 


Das allgemeine Integral dieser Gleichung leitet man, iihnlich wie 
es bei der Gleichung (16) der Fall war, ohne Weiteres aus dem parti- 
culiiren Integrale y ab. 

Die Differentialgleichung , welche man nach derselben Methode fiir 


1 

2x 1 7 ee -= 

22 S —_—_——_— = (1,-¢ =r) 6 
' , , o)/ 9 - . — ik 


erhilt, wird schon recht complicirt. Sie entsteht als Resultat der 
Elimination von g,, g,, 4 zwischen den ee 


(=*Y. apes = y= = ginny = <a rE 











(23) 
Qa _ Ay’) 7 A444 +81 9s") o. 
(= y: 7 (dlogh)® ~ 27-527 93° 92° — 279,’ = A. 
Fiir die absolute Invariante J(@) = - ie ergiebt sich endlich: 
1 at _ =—s_ Df? Is 
(24) Tien ter a 
und wenn zur Abkiirzung 
dJ 1 
(25) dlogh “3 
gesetzt wird: 
ve 1 ds _—- 86g, — A1g,9A + 3202 
(26) (2 “\> % (dlogh® ~ — 9. 369, 9,” 


Aus (24) und (26) folgt nun die Differentialgleichung der absoluten 
Invariante : 


(27) Pe 





Ge 36J2 — 417 + 32 aJ ee 
(dlogh)* 4,.36J2(1—J)®’ dlogh 2 


Wir betrachten zweitens die Gruppe der linearen ganzzahligen 
Transformationen der Determinante 1, welche (mod. 2) der Identitiit 
congruent sind. Zu dieser Gruppe gehéren bekanntlich folgende Formen: 


1 
(28) 9 = ar 8 o(@), Q= ar 9,{(@), = ry 9,‘ (@), 





*) Dedekind, Schreiben an Herrn Borchardt iiber die Theorie der ellip- 
tischen Modulfunctionen. Crelle’s Journal Bd, 83, pag. 280. 











— 

















Differentialgleichungen bei Formen mit linearen Transformationen in sich. 35] 


aus welchen sich alle tibrigen Formen, wie sogleich gezeigt werden 
soll, in einfacher Weise zusammensetzen. Es bestehen die Gleichungen 
(29) a ay SM. 1— x22 


Qs’ Ps 


und jede Function der Gruppe ist rational durch x? darstellbar. Wenn 
daher /(@,, @,) = @,?"f(@) eine Form der Gruppe vom Grade 2n ist, 
so ist /(@,,@,)-g," eine rationale Function von x’, etwa gleich 
we Machen wir nun die Annahme, dass f(@) im Innern der 
positiven @-Halbebene nicht unendlich wird, so muss sich G, (x) auf 
einen Ausdruck der Form x°“(1 — x)” reduciren, weil fq," nur fiir 
x* = (0), 1,00 unendlich werden kann, Wenn wir (29) beriicksichtigen 
so erhalten wir schliesslich 


(30) f(@,, @2) = Hy" pF py” - (Pz, Ys) 
als allgemeinen Ausdruck fiir die Formen der Gruppe, welche von 
geradem Grade 2n sind und im Innern der @-Halbebene nicht unstetig 
werden. Zwischen den ganzen Zahlen a, B, y,d,n (wo 0 den Grad 
der Function G(g,, 4) bezeichnet) besteht die Relation 
a+B+y+d——n. | 
Wir diirfen ferner annehmen, dass G(g,, m,) weder den Factor g,, 


noch ,, noch gm, — m, = g, enthiilt, weil wir diese Factoren heraus- 
heben und mit g,’, o,’, g,* vereinigen kénnten, Es wird dann « 
1 . 


der erste Exponent von q=h? = cx in der Entwicklung von 
i f(@,, @,) nach Potenzen von g. Aehnlich sind 6 und y zu be- 
stimmen. Hat man eine Form /(@,, @,) in der Gestalt (30) dargestellt, 
so ergeben sich die Darstellungen der Formen, welche aus /(@,, @,) 


durch beliebige lineare Transformationen hervorgehen wit Hiilfe der 
Fundamentalformeln : 


P(@,+@y, @.)—= Pg (@, Wy), P2(@,-+ Wy, @.) = —-P, (@, @,), 





(31) P3(@,+@,, B)—= GP, (a, @2), 
P1(— @, @) =—P2(@, @,), P2(— @, @) = — H,(@, @,), 
: P3(— @,, @) —=— GH; (@, @). 
Es sei nun 
: a See = 1 — © a Ses . 
(32) Y — , Vor O,? ? Yo @s Vor @,° ’ Y3 oV 9s a;? 
Dann finden wir, indem wir zur Abkiirzung 
11 @y 1 1 @(y?) — ‘ 
(88) Hime y, doggr? Vor yF Tdloggr? = bs) 


setzen, die folgenden Darstellungen der Formen H;, V;: 
23° 
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1 1 

H, = T P2Ps> Vix= ¥F P2Ps(P2 + Ps); 
1 i 

(34) H, = ZT PsFi> ywer~—s P3P1(Ps + Po), 
1 1 

Hy =— ZAP, Vs=—ZPP(Vi — ¥2)- 





Verbindet man hiermit die aus (32) folgenden Gleichungen 
1 1 1 
(85) Ga =F =AKA—Pn Sr ge Ps Or 


so ergiebt sich durch Elimination von g,, 9, etc. 


+ i Gy — 16H, = (9; — 9. = ary 


1 1 
oF yt MT Po 


We! y;' 
2 
| (SY 10m, = ces — 9h = te de 
1 1 
4 t (Hy ~ Beye + Ol — a a 


Oder endlich: 
»Die Functionen 
1 1 
Y= Sr R= Wm oe 
sind Integrale der Differentialgleichung 


See ee, ee ee. re 
4Ly’® (dlogq)’ y (dlocaF (dlog q)? y' 


Dieses ist der Eingangs erwiihnte aie von Jacobi. 





Kénigsberg i./Pr., Juli 1888. 














Ueber gewisse partielle Differentialgleichungen, denen hyper- 
geometrische Integrale geniigen. 


Von 


L. PocoHammMer in Kiel. 


Es sollen im Folgenden fiir die hypergeometrischen Integrale von 
der Form 


h 
y= fu — ay ---(w — agli" (w — 0) (uw — 2) de 
g 


partielle Differentialgleichungen, in denen x und v die unabhiingigen 
Variablen sind, abgeleitet werden. Fiir den Fall m= 2 sind diese 
Gleichungen zuerst von Herrn Appell*) angegeben, dann von Herrn 
K. Picard**) auf anderem Wege gewonnen worden ***), 

Die nachstehende Rechnung stiitzt sich auf eine Modification des 
Taylor’schen Satzes fiir ganze algebraische Functionen, die in §§ 1—3 
bewiesen wird. In §§ 4 und 5 werden zwei specielle Differential- 
gleichungen, in § 6 die allgemeinere abgeleitet. 


§ 1. 
Man bezeichne durch (wu) eine beliebige ganze Function m' 
Grades von wu und durch « und v zwei von einander und von u un- 
abhiingige Variable. Der Coefficient von w” in g(u) heisse B,, so 





*) ,,Sur les séries hypergéométriques de deux variables etc.“, Comptes 
Rendus, t. XC, pag, 296 und 731, (1880) und Journal de Liouville (Résal) série 2, 
t. VIII (1882), 

**) Sur une extension aux fonctions de deux variables du probléme de 
Riemann relatif aux fonctions hypergéométriques’‘, Comptes Rendus, t. XC, 
pag. 1267, und Annales de l'Ecole Normale, Série 2, t. X. 

***) Man vergleiche auch die Abhandlung des Herrn E. Goursat ,,Sur une 
classe de fonctions représentées par des integrales définies“ im Bd. 11 der Acta 
mathem. (1883). 
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dass der m'* Differentialquotient m™(u) gleich B,-1-2--+- m_ ist. 
Nach dem Taylor’schen Satze hat man die Gleichungen 





’ ose So po bp (2) a+ By(u—a), 
9 (e) = 9(2) +9 (2) “F* +--+ 9" (2) oo + B,(v—2)”, 


in denen k! das Product 1-2---k bedeutet. Wird aus denselben 
die Grosse p"—» (2) eliminirt, indem die mit (“—*)"™" multiplicirte 


zweite Gleichung von der ersten abgezogen wird, so ergiebt’ sich 





p(u) —(*#=2)"" 
=-(!-GS |e (x) + (u—~2) jt — , 4 se +: 


g'™—® (a) 


+ (w— apne [1 — Sa 2] EE + Bole — ay (w — 0) 


Man nennt zur Abkiirzung p und g die Quotienten 





(2) p=, = 


Durch Anwendung der Formel 


=P -Resetr +: +" 


nimmt, da 1 — p= —— =q ist, die soeben erwihute Gleichung 


die Gestalt 
p(u) — p™" o(v) = . 
, bliin yeaa ” 


—8) (@) pi) (2) 


+(u—a)"-4(1-++-p) > —— —— J——a (w—x)"— ad 


(m — 2)! 





+ By(u — x)"—* (w — 0) 
an. Definirt man also X,, X,, X,,--- als die Ausdriicke 


X,= (x), X,—9(2) +9 (2) “ 





Xi = 9 (2) +9 (2) === + 9"(a) ow, + p(x) Y= = 


so entsteht fiir p(u) die Gleichung 


(4) (u) = B,(u — v) (wu — x)" + p™" —(v) 
Xmn—2 ++ Pp Xmn—s + P Xm—4 + ~ } 
+ p»-4 zx, + ps3 X, + p=? X, F 


+a 

















——_ oo) 
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Zu den Gleichungen (1) werde nunmehr die entsprechende Ent- 
wickelung von g’(v) nach dem papa Satze 


9 (0) = 9 (@) + 9" (@) 25% +--+ + gma) Se a 


+ 9-2(2) = ot + Bym(v — a4 








hinzugenommen. Dann lassen sich die Gréssen g-" (x) und g™—*)(z) 
fortschaffen, so dass m(w) mit Hiilfe von g(x), g(x), --- p(x), 
p(v) und g’(v) ausgedriickt wird. Man eliminirt zunichst o™— (z) 
aus der zweiten Gleichung (1) und der obigen Gleichung fiir g’‘(v), 
wodurch die Identitit 

(m — 1) p(v) — (0 — 2) 9'(ve) = 
= (m — 1) p(x) + (m — 2) o'(2) in (a) Cy 


(v— 2)" 


+ 2-8) (a) os + pl—*) (x) { ss) — By(v — x)” 


erhalten wird, Indem letztere mit — p"-*q wultiplicirt und zu (4) 
addirt wird, ergiebt sich nach Beriicksichtigung von (2) 


(uw) —By(u—2)"*(w—v)*— pr {[(m -2) 9+ 1] 9(0) + 9 (0)(u—0)} — 
—_, { Xn-2 + pXu—s + pw? Xm—a t+ ++ + ph X, + pn" Xy} 
— pn-tq fm — 1) p(@) +++ +m —k — 1) pay OF 4... 


m— (v — ay"? 
+ y' *) (x) (m — 2)! 





Auf der rechten Seite dieser Gleichung heben sich die mit g”—*)(«) 
multiplicirten Summanden gegenseitig fort. Ist k < m — 2, so hat 


die Grésse g p(x) Ei daselbst den (fiir p= 1 verschwindenden) 


Factor 
L+ptptt-.- +p? — (m—k— 1p, 
der auf die Form 
(1 — p) {1 + 2p + 3p? + 4p? + +++ + (m — k — 2) pe *} 
gebracht werden kann. Substituirt man daher 1— p= gq, so findet 
man fiir die rechte Seite der genannten Gleichung den Ausdruck 


2 CL ee Hg }. 
+ (m — 3) p™-*X, + (m — 2) p»-sX, 


In Analogie zu (3) sollen unter V,, V,, V,, --+ die Functionen 
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Vo= 9X), Vi=o(v) + 9(v) ~{—" 
(ve) +9 (ve) “—" + 9 (0). omer +p (v) 


verstanden werden. Dann hat man gemiiss der obigen Rechnung die 
Formel 


(6) p(u) = 
= By(u — v) (wu — zy"? + p™* {V, + (m — 2) q Vi} 


oo q { Xn—s + 2p > a + 3p? ae-s + are + (m Sia 2) yr X,}, 


in welcher p und q die Quotienten (2) bedeuten. 

In ahnlicher Weise lisst sich die Function g(u) mittelst der 
Werthe (x), p(a),--- p(x), p(v), gp’ (v), -- + p—Y(v) aus- 
driicken, wihrend / eine beliebige der Zahlen 1, 2, 3, --- m—1 
ist. Der Herleitung dieser allgemeineren Formel sollen einige ein- 
fache Rechnungen vorausgeschickt werden, 


§ 2. 
Man bezeichne durch (a), den Binomialcoefficienten 


- —k 
(eye HE—)- CET) (a 


== |, 


durch Q die Summe 


(m — 1)-1 p(v) + (m — 2),-2 g'(v) — a Vr 





(1) Q—¥ + (m—k— I ar go) SE™ 4. 


$+ (m— 141), 91-9 (0) S=F™ 4 git-n() =, 


in der die ganze positive Zahl 7 kleiner als m ist, und setze fiir m(v) 
die Entwickelung (1), fiir die Differentialquotienten (v) die ent- 
sprechenden Ausdriicke 


k k k-b1 V—ax (v— —z)"* 
9(0) — (2) + gibt (2) 2T* ff gid (x) OB 

in die Summe 2 ein. Hierdurch entsteht fiir Q die Gleichung 

Q—= wo P(x) + @, y (x) (V—2) + wr, Y" (x) (Y—2)? + + Omp""(X) (v—2)”, 


in welcher @,, @,, +--+ @», Constante bedeuten. Wiahrend 


os tees (m oni 1)-1 
ist, nimmt w, im Fall 0 << k <l den Werth 
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(m — 1), , (m — 2) 1), 5-4 
oO, = — . Sra +: -+(— 1“ = waar : lal 
—- 1). 
+ (— 1 OE Pee 
und im Fall k>21 den Werth 
(m— 1), (— 1)*(m — i ~ Dis 
== ee - @—Oid are a 





(—1* (m—14 1), —. 
als (k —t+ 2)! (—2)! > (K—T+1)!(@—1)! 


an. Im ersteren Falle kann man @, als das Product aus der Groésse 


(m — k — 1) (m — k — 2) - »(m—1+1) 


G— —- 
und der Summe 


(m—1), — (m—2),1 (I—1), + +> + (— 1)! (m—i—1),-,(1— 1) + 
+ (— IF — De 
ansehen; fiir k > schreibt man dagegen 


On = py {(— 1a —(mM—2)i-0 (By) FF (1 mF) Dit 
+ (— 1)" (haf - 

Nun besteht fiir beliebige Werthe von 6 und y und fiir ein ganz- 

zahliges positives v die Gleichung 


(8) (— 1 (6B—v+ry=(y — B— 1) 
= (y — 1) — (vy — 2)r-1(8), + (¥ — 3)-2(B), — 
+ (— 1 (vy — t— 1)-(B)i + +> + (— 18), 
welche aus der bekannten Formel 


(% + B)» = («)v + (@)>1(B), + (@)r-2(B)o +--+» + (B)» 
fir «=v —y nach Beriicksichtigung der Identitat 





(— ae A nest» eh teat BL me dnd 1 (8 +i — 1), 


a! 


erhalten wird. Indem man die Gleichung (8) fiir B =1—1, y =m, 
v =k benutzt, findet man im Falle 0 < k < 1 fiir m den Werth 


(m — k — 1) (m — k—2)---(m—1+1) (m—J)--- (m—1I—k+1) 
(t—1)! kl - 





Qo, = 





oder 
Oo ==; (m—k— 14. 


Die letztere Gleichung gilt auch im Fall k >1. Denn die Anwendung 
der Formel (8) fiir die Zahlen B =k, y =m, v—=1— 1 zeigt, dass 
fir k>1 
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(—- pe 1 s 
= —— (k—-m+l—1l)u = 7 (m — k — 1)y-4 


i-—1 
ist. Hieraus folgt @,, = yy, so dass das Product @,, gp (x) 


den Werth (— 1)’, hat. Fir m—l<k<m ist o@ =O, da der 
Zihler des Binomialcoefficienten (m — k — 1),-4, 
(m — k—1)(m —k— 2)--- (m—Kk—1+1)), 


dann einen Factor Null enthalt. Auf diese Weise gewinnt man fiir 
die in (7) angegebene Summe Q den Ausdruck 


(m — 1)-1 p(x) + (m — 2)4 gp (e) “5 * 
(9) 2 f+ (m— 3-19") (mh a9tNa) 4 
$99 (a) CE + (1) Bova 


Es sollen noch zwei weitere Hiilfsgleichungen hergestellt werden, 
die sich in einfacher Weise aus der Formel 


(10) (B)» = (B “apr 1), + (8 air 1),-4 


und der hieraus folgenden Gleichung 


(11) (B+), =1-+ (8), + (B+1). + (B+2); +--- + (B+r—1), 


ergeben. Man substituire in die Summe 
1+ (B+); 9+ (6+ 2). 0 + -- > + B+ en 


an Stelle von (6 + 1),, (8 + 2).,--+ (68 + @), die aus (11) folgenden 
Werthe. Dann kommen in derselben keine anderen Binomialcoefficienten 


vor als (8),, (8 + 1)., (B+ 2)3, -++ (B+ w— Lz, und der Factor 
von (6 +74 — 1); lautet (fir i1—1,2,--- w) 


: Z $() — oft! 
g(l + qd . q° +.---+ gt—*) = ¥(t names) ° 
Mithin besteht die Beziehung 


i=“ i=" i=u 


D> btia—zty DO +i-ne- DS 6+ i- 0. 


i=0 i=0 i=0 


Fiir die zweite der rechts stehenden Summen kann nach (11) und (10) 
die Grosse 


D> B+i- 1); = (B+ we = (B+ w+ Vest — (B+ Bott 


gesetzt werden, wodurch die Identitit 
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(12) D+ d¢+ C+ et Da oo 
= i=u+l 
=77 D> b+i-de 


erhalten wird. Hierin sind # und q beliebig, w irgend eine positive 
ganze Zahl. 
Man betrachte ferner den Ausdruck 


1+ (Hua p+ (H+ Yup? + (H+ 2)-1 PP +--- 
+ (Ht Vp vi FY — 2) pret + (v — Dy p™, 
in welchem p einen beliebigen Werth, uw und v positive ganze Zahlen 
bedeuten, und v > uw ist. Indem man nach (10) 


(@ +t — 1p = (H+ Oye — (u+i— 1)y 


setzt, ergiebt sich die Relation 


Dut i—1), ip'=1 +> +t). p* ~ Swti- 1), pi 
m > oti» D4 (Uti) up. 


In der ersten rechts stehenden Summe werde der zu i =v — wu ge- 
hérige Term (v), p’-“ abgetrennt und auf die linke Seite gebracht. 
Dann wird die rechte Seite durch 1.— p theilbar, und es entsteht die 


Gleichung : 
i=v—f i=v—u-1 

(13) SS) @+i— Dai — Ov = (1—p) SS) et iu 
m0 i=0 


§ 3. 
Es soll nun gezeigt werden, dass fiir die beliebige ganze Function 

m= Grades p(w) der Variablen wu die Formel 
(14) p(u) — By(u — v)' (wv — xy" 
- a Vis + (m—1+1),q? Vis+--- 
“7 + (m — k — 2)-nig*! Ve tees + (m— 2)ug' V, 
+ 1 me 4 (isp Xm-i-2 a (l 4- 1)-1p? Xn-i-s + atte } 

q + (m — k — 2) p™--*1 Xe + (om — 2), sp X, 
gilt, in welcher 7 irgend eine der Zahlen 1, 2, --- m— 1 bedeutet, 
und p, g, Xo, X,,°-+ Vo, Vi, +++ die in (2), (3), (5) definirten 
Gréssen sind. Durch B, wird wiederum der Factor von w™ in g(u) 
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bezeichnet. Die Gleichung (14) geht fiir 1 —1 in (4), fiir 12 in 
(6) iiber. 

Der Beweis der Formel (14) wird mittelst Induction gefiihrt. Die- 
jenige Gleichung, die aus (14) entsteht, wenn man / durch | — 1 
ersetzt , 


(15) p(u) — By(u — v)'(u — aye = 
o-—=e-8 k=m—t 

put b (m—k—2)_»-2q'°* Vtg (m—k—2),2 p"-"-*X,, 
k=0 nl 


wird als giiltig angenommen. Dann lisst sich mit Hiilfe der Identi- 
tiiten (9), (12), (13) die Gleichung (14) ohne Schwierigkeit aus (15) 
ableiten. 

Man bemerke, dass auf der rechten Seite der Gleichung (14) der 


. y(n — ae oy ‘ : 
Factor von p™ (x2) — yi fir k= 1,2,---m—1—1 gleich dem 


Ausdruck 
(16) @ 14+ Quarp ++ Vag? + (m—k—2) prey, 


(u — v)* ™ ’ : 
der Factor von p(v) ——; fir k= 1,2,---l1—1 gleich 


(17) p"*{1 + (m—D, g++ (mL Dag? beet (m—k—2) ag} 
ist, und dass die Coefficienten von g(x) und von g(v) aus (16) und 
(17) fiir & = 0 erhalten werden. 

Da die Grésse X,,_; in (15) vorkommt, in (14) dagegen fehlt, 
so soll der Differentialquotient g”— (x), welcher in X,,_,, aber nicht 
in X), X,,--- Xm enthalten ist, aus (15) und (9) eliminirt 
werden. Man subtrahirt zu diesem Behufe die Gleichung (9) von (15), 


nachdem man dieselbe mit dem Factor qg-1(<$=2 - 


versehen hat. Hierdurch entsteht die Gleichung 
(18) p(w) — By (u—v)*(u— aye" + (— 1) By (v0 — xy pig? t = 


k=l—2 


— —! — 
>= q' p J 


= | aie = (m — k— 2),-n-2 q' “-k-2 VY, 
k=0 
k=m—1 
+ q" a (m ~- k — 2),-9p™—*-* X, 
k=0 
k=i-1 k 
+ pet gi (m — k — 1)-219(v) io v)* 
k=0 


k=m—t 


k 
— pig S! (m—k — 1192) 25, 


k=0 
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) (y (k) 
woselbst die Werthe 7. und + fiir k = 0 durch g(v) und 


(x) zu ersetzen sind. 
Werden auf der rechten Seite von (18) die Summen (3) und (5) 
fiir X,, X,,---, Vy, Vi, --- substituirt, so ist daselbst die Grosse 


k 
p*) (x) So mit dem Coefficienten 


(19) g [1 + (L—1)-2 p + Die p? + ++ + (m — k — 2g p™--* 
— (m — k — 1) p™--"*) 


k 
und die Grésse g) (v) es mit dem Coefficienten 


(20) ph [1-+(m—14 1), g-+(m—I+2), g?- +--+ (m—k—2), 42g * 
+ (m—k—1) 44 £—] 


multiplicirt. Indem man nun die Formel (13) fir w= — 1, 
vy =m — k—1 benutzt, transformirt man den Coefficienten (19) in 
das Product 
g*(1— p) (1 + Oe-sp + 0+ Dap? + +++ + (m—k— 2) pe, 
welches wegen der Relation p + g = 1 mit dem Ausdruck (16) gleich- 
lautend ist. 

Ebenso folgt aus der Formel (12), wenn daselbst B =m — l, 
u =1— k—2 genommen, und die Gleichung 1— g = p angewendet 
wird, die Identitiit der Gréssen (17) und (20). Diese Umformungen 
bleiben im Falle k = 0 giiltig, so dass auch die Coefficienten von 
y (x), resp. m(v), in (18) und (14) dieselben sind. 

Endlich stimmen die linken Seiten der Gleichungen (18) und (14) 
iiberein, da nach (2) 


By {(w — vu — x) — (— 1) (» — 2) pr q"} - 
By (u — vr (w — x)! [w — 2 — (v — 2)] = By(w — 0)! (w — am 
gefunden wird. Hiermit ist die Formel (14) bewiesen. 

Man bringt mit Riicksicht auf das Folgende die Gleichungen (4), 


(6), (14) noch auf eine andere Form. Die Grésse X;, lautet, wenn 
nach (2) fiir « — x das Product (v — 2) p substituirt wird, 


Xi = 9(2) + 9 (@) 25 * pt 9"(a) SHS" p+... 


a 

+ (2x) oa pe. 

Daher geht die in der Gleichung (4) vorkommende Summe 
Xm—2 + pXm-s + p? Xn—4 + eee + p™-*X,, 


falls sie nach Potenzen von p geordnet wird, in den Ausdruck 
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oe) +p [9(e) + 9 (2) 252] 
+p [o(«) + 9 (2) "=* + 9"(2) oH] ae 
+2 [9@) + (2) 95% +--+ pre) CaO] 


iiber. Man bezeichnet nun (fir 7 = 1,2, --- m—41) durch 
RY, RY, RY, --- die Functionen 


RY =9@), BY =—(@) >~ +O, 9), 
RY = 9" (@) “=P + OP @"F7 + Ct eo), - 


“a. 1 
— a 





21) | Ry — ge () CFO! 4 " g*0(2) © 
+041, 922) | vmaht | 
+ (L$ 2), p(x) - ener +: +(0+k-1h 9a), 


in denen (1),, @ + 1)., +--+ Binomialcoefficienten bedeuten. Ferner 
sei S,”) diejenige Function, die aus R,™ entsteht, wenn die Variablen 
x und v mit einander vertauscht werden; also man setzt 


(Sy) = p(v), 8, — g’(v) =F *. + (”), p(v), 





(22) 1S) = po (0) eet + (n), p®-?(v)- ee 


+ (n + 1), (0) “ear 
| + (W+2)s 990) GH fo (mth De HO) 


Dann ist 





Xim—2 + p Xm—s + p? Xm—s - + pr? X, 
= R, (1) + pR® + pR, M4. _ p"— RO», 
so dass aus (4) die Gleichung 


q[Ry” + pk, + PRO +---+p"* Ry-2 

+ pp (v) + By(u — v) (uw — xm 

erhalten wird. In analoger Weise leitet man aus (6) die Formel 
2/R,@) 4 2 R241... m—3 F(?) | 

(24) p(w) -{ [Ro + pR, + p?R,+---+p Rn~s 
+ pr-*[Si"—9 + g8,"-)] + By(u— 0)? (u— 2) 

ab. Endlich bestehen die Identitiaten 


(23) p(w) -|{ 
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Xm—iart Yi p Xm—iat (I+ Dia p? Xn—-w-s + + + (m—2),1p™*! X, 
= R, (+) +pR, O+- yp’ R, (U)) ro pr RO, 


und 

Via+(m—1),qVi-s+(m —1+ 1).q?Vis+----+ (m—2)1¢°* Vy 

= S,("—9 + ¢S,e-9 + 92S m9 +... + grt as 

zu denen man unmittelbar gelangt, wenn man in X,; die Differenz 
u — x durch (v — x) p und in V, die Differenz « — v durch (w1—v) g 
ersetzt und die Formel (n); = (),—; beachtet. Auf diese Weise nimmt 
die Gleichung (14) durch Einfiihrung der Functionen (21) und (22) 
die Gestalt 
q [Ro -+-p RO +p? RO +--- + pr RO_4| 
pt [Sy-9 + gS, gS," 4 «+ gi 8["7"] 
+ Bo(u—v)! (w— ayn! 
an, woselbst fiir 2 eine beliebige der Zahlen 1, 2, -- +m — 1 gewihlt 
werden kann. Im Folgenden wird neben der Gleichung (25) auch 


diejenige angewendet, die sich aus (25) ergiebt, wenn man / durch 
1—1 ersetzt. Diese Gleichung lautet 


qo [R, C-) tp Ry) +p? Ry ho pt RE] 
+ pm +4 [S,0m—-H) 4g Sim) we “ sy) 
+ A(u— oyu ayn 
und gilt fiir 1 = 2, 3, 


(25) p(u) = 





(26) p(u) = 





g 4. 


Die gewonnenen Formeln (23) bis (26) sollen dazu benutzt werden, 
eine Reihe von partiellen Differentialgleichungen, denen das hyper- 
geometrische Integral 


(27) y= ff (u— ay)" (46 — ay) + ++ (6 — am) * (4 — 0)" (u— ar)" * du 


geniigt, abzuleiten. Unter v und 2 werden zwei von einander unab- 
hiingige Veriinderliche, unter a@,, @, +++ @» Constante, die im Uebrigen 
beliebig, aber siimmtlich von einander verschieden sind, verstanden. 
Als Grenzen g, h des Integrals (27) sind zwei der m-+ 3 Werthe 
iy) M@y,***Gm, CO, Vv, & zu nehmen. Die Grossen b,, b,,-++ Dm, *, A 
sind constant. 

Fasst man das obige bestimmte Integral y als Function von x 
allein auf, so hat man fiir dasselbe eine gewdhnliche Differential- 
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dy dy | amtly 
dv’ due’ gym 
durch eine lineare Gleichung verbunden. Die Differentialgleichungen, 
zu denen die nachstehenden Rechnungen fiihren, enthalten gleichzeitig 


. . . *. 2 
Differentialquotienten aus den zwei Reihen ea o.. GY ss 


gleichung (m--1)'*" Ordnung*); ebenso ist y mit 


dx’ da?’ 
und zwar ist die Gesammtzahl der in jeder einzelnen Gleichung auf- 
tretenden Differentialquotienten wieder gleich m + 1. Es soll zuniichst 
diejenige Differentialgleichung hergestellt werden, in welcher neben 


oe, OY die Groésse ay vorkommt. 
“ da™ dv 


Der Zihler des Binomialcoefficienten (y), mége (im Anschluss an 
eine von Vandermonde angewendete Bezeichnung) kurz [y], genannt 
werden; man setzt also fiir ein beliebiges y und fiir ein positives 
ganzzahliges v 


(28) (vl =v(y—1)---(v—vt+]), (7) = 1. 


Dann ist 
h 


< y =(—1)' [A—1); f (w—a,)* ---(W—am)”™ "(U0)" (u — 2)? du, 
xz 


9g 
Ah 
OY m= (—1} [x — Le f (way) (uy) uv) (u— aN 
g 


Die letzteren Gleichungen bleiben bekanntlich auch in dem Falle 
giiltig, dass g oder h gleich x oder v ist; nur muss dann 4 — i > 0, 
resp. x — 7 > 0 sein. 

Man bezeichne nun durch g(u) die ganze Function m'" Grades 


(29) p(u) = (u—ay) (W—ay) + + (U— Gm) 
und definire die ganze Function (m—1)'" Grades ~(w) durch die 
Gleichung 


ap (u) b b b,, 
(30) aa sa tee fF SR 


pu) uy 
Ferner seien TT, und ©, die Producte 
T,=(u—a,)" (w— a)" ++ -(w— am) ™ (u— 0)" (w— a, 


0, —=(u—a,)" (u—a,)*2 ++ (U— an)? (uw — 0)" (U— a), 





*) Cfr. die Arbeit des Verfassers im 71" Bande des Crelle’schen Journals, 
sowie die Abhandlung des Herrn Hossenfelder ,,Ueber die Integration einer 
lineiiren Differentialgleichung nt Ordnung“ im 4'" Bande dieser Annalen. 
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so dass y, #9 und 4% in der Form 
daz dv 


x ' 
y = fe, (u—v) (u—a)™du, 
g 
h 


(31) “1 Y= (—1)'[A—1], [ 0, (u—0)(w—a)"-‘du, 


g 


ov =— nfo (u—ax)"™du 





geschrieben werden kénnen. Es wird vorausgesetzt, dass TT, fir w—g 
und fiir «= h verschwinde. Ist g oder h gleich a,, so muss, damit 
das Integral (27) iiberhaupt einen bestimmten Sinn habe, der reelle 
Theil von 0, positiv sein; dann ist aber auch TT, = 0 fiir «w—a,. Hat 
g oder h einen der Werthe v, 2, 00, so wird, der obigen Voraus- 
setzung gemiiss, der reelle Theil der respectiven Zahlen 


x—l, A—m, m—+1—b,-—b, —---—bn—u—A 


als positiv angenommen, womit gleichzeitig die Convergenz des 
Integrales (27) ausgesprochen ist. Indem man TT, nach w differenzirt, 
wihrend w fiir unabhingig von v und @ gilt, findet man 


(w—v) (w—z) ¥@)) 


Te = 14+ H—D (ua) p(w) 
+ (A—m)(u—v) 9(w)} 
oder 
1 atl, 
(w—v)0, du 





= (w—2) v(u) + (x—1) <= yu) + (A—m) eu). 
Auf der rechten Seite der letzteren Gleichung substituirt man fiir die 
mit (x—1) = multiplicirte Function p(w) den Ausdruck (23), da- 


gegen fiir die im letzten Summandus der Gleichung enthaltene Func- 
tion p(w) und fiir die Function ~(u) die respectiven Entwickelungen 
nach dem Taylor’schen Satze 


p(u) = p(x) + y (2) “T= 4... + gre) SF Seat 


—x)"— 
Y(u) = ¥@) +H @) “TRH + om n@eee 
Hierdurch entsteht, wenn man ‘niin dass 


Mathematische Annalen, XXXAII. 24 
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ini o”™ (m—1) 
< “q=—p, * Kt =f, =1, See Re ee 


u—v am! 


ist, die Gleichung 


1 att 
(32) (w—v) Oy 7 y 


= A, + A, (wu—2) + A,(u—az)? +--+ + Ani(u—ay! — 
— p(v) — (w—a)™ + s(u—a)y", 


(o— x) yt Uu—v 





in welcher durch A, die Function (A—m) g(x), durch A; fiir 
¢#=1,2,....m—1 
die Function 


po i-1 —_ 1), 
(33) en ~My 2. . 5 
¢—1)! 1)! (v—: a)" 
und durch s die Constante 
(34) s=b), +0, ++---+d,+-2x+A4—m—1 
bezeichnet wird. Die in (33) vorkommende Grosse Rj", ist nach (21) 
gleich der Summe 





g0 (2) Hf (0) Ht a) FZ +90. 


Multiplicirt man nun die Gleichung (32) mit (—1)"(w—v)®, und 
integrirt dieselbe nach w zwischen den Grenzen g und h, so treten auf 
der rechten Seite die in (31) angegebenen bestimmten Integrale auf; 
die linke Seite verschwindet, da TT, fiir w—g und fiir w—h den : 
Werth 0 annimmt. Auf diese Weise findet man fiir das Integral (27) 
die Differentialgleichung 


, Ay dy 4 e- a"—y 
35 3 —— ay ee A 
( 5) [a = In da™ a VW n—1 dx da” + ve ies da” * 
(— aa a dy @(v) dy 
— conf [A—1]y dx + (a — v) y= -1 dv +(—1)"sy = 0, 


woselbst [4 — 1]; nach (28) das Product (A — 1) (A— 2)--+-(A—2) 
bedeutet. 


welcher die beiden ersten Differentialquotienten derse]ben nach v und 
die m — 1 ersten Differentialquotienten nach 2 enthalten sind. Nennt 


§ 5 
Die Function (27) geniigt ferner einer Differentialgleichung, in 
man TT, und 0, die Producte 
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TT, = (uw—a,) (uw—ay)” +++(«—an)™ (u—v)*?(u—a)y"", 
0, = (u—a,)"™ (w— ay)” * +++ (W—aam)™ * (Cu — v)* > (u—a)- 
so nehmen durch Einftthrung von 9, die oben erwihnten Ausdriicke 


i i 
fiir 4 q 7. Lt & die Gestalt 
> dat dv 





h 


y =| 0, (u —v)?(u—a2)"—"1du, 
g 
h 


(36) y= (—1¥[4—1) Q, (uw — 0)2(u— 2)m—-1du, 


g 








ey = (—1)i[x— ni fe. (u—v)?-*(u— xv)" du 


an. Die Functionen TT, und 0, sind durch die Gleichung 
(37) 1 dMs 


=(u—v) (u—2) o(u) + (4—2)(u—2) p(u) + (A—m-+1)(u—v) p(w) 
mit einander verbunden, in der g(u) und w(w) die in (29) und (30) 
angegebenen Functionen sind. Fiir den Factor m(w) des mittleren 
Summandus der rechten Seite von (37) werde der Ausdruck (24), fiir 
die im letzten Summandus enthaltene Function p(w) der Ausdruck 
(23) eingesetzt. Auf die Function ~(w), die im ersten Summandus der 
obigen rechten Seite vorkommt, wird ebenfalls die Formel (23) an- 
gewendet, unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass (uw) eine ganze 


Function (m—1)'" Grades bedeutet. Man bezeichne durch 
\ 
Ro, R,, ... EM, S$,,... 


die zu (21) und (22) Wetting Functionen 





Ry” —= w(x), Ry”) — y'(w) == + (n), (a), -.. 


(38) J gain = yar(a) C= = YL (n), pe (ar) - o a on 
-1- eee ie ee tect, 


LS") = H(v), S = v'@) =F" + (m), 900), . 
39) Veo) — yOr(0) AE” + (my we-nr(o) ON 4 


. rr — (n--k—1), w(v). 





=a 
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Ferner werde die Constante b, + b,-+---+ bm, welche den Coef- 
ficienten von w”—! in w(w) bildet, kurz y, genannt. Dann bestehen 
fiir w(u) die aus (23) und (26) folgende Formeln 


(40) o(u) = {* [So + pI + pH +--+ +p” RLYs 
+ p”™ v(v) + Vo (u—v) (u a 3, 


i-1 [No (i—1) + pr (l—1) + p’ Re (t-1) +. ee Re) ; 
(41) w(w) — fom [opr 4+ gol + 4" or 4.. oe 2 oln- » 
+7(u—v) 4 (u—a)r", 


von denen die erstere fiir die Gleichung (37) benutzt wird. Es ergiebt 
sich auf diese Weise 


1 a, 
Oo du 
i ae ll mad 
>) (m—2) 
s(u— v)+ aa — yu? 
u—v)(v—x 
+ (u—v)(w—ayr-! a , 
»(v) (4 — m1) @(v) — (x—2) 8,"-*? 
+ (v —o + (v - x) \m—1 


wo s die Constante (54), und B,, B,,..., Bn—2 die Functionen 


B=" ™t* Rv = At! oa), 
(42) B (a —m+1)R" ) —(x— 2)R®, 2) RK, . 0 
ates (vat “Fee 8? 


bedeuten. Wird die obige Gleichung nach Multiplication mit (— 1)” 0, 
in Bezug auf w zwischen g und hf integrirt, so erhailt man, da 

(Tle )u=y = (Ty )u—a = 0 
vorausgesetzt wird, uach Beriicksichtigung von (36) die Differential- 
gleichung 


B any B =. [= -1)""Ba_s dy 
3 _ —_ i L 
(4 ) {4—1),,-1 ox” 1 [4a—i],,- “2 da” - 7 (4—1), dz 
g (v) ay B, “ el 
+ ceaee ot dot — x1 dv + (I Sy = 0, 
in der %, die Function 
(x—2) 5," 9—G—m+1)e@) , __ vv) 
(a— fr (a —= ie 


bezeichnet. 














a 


ieee 
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§ 6. 
Um fiir die in (27) definirte Function y eine Differentialgleichung 
abzuleiten, in welcher die Differentialquotienten 


aettty dty dy dy dy | dy 
dg” ’ da ? 7 da’ d y! ? dy ? ' dv? 


jedoch nur diese, vorkommen, wiihrend J eine beliebige der Zahlen 
1,2,..., m bedeutet, geht man von den Producten 
9 9 ? 27D 


Th, = (w—a,)" (w—a,)” ++-(6—am)y™ (u—v)*" (u—af rr, 
0, = (u—a,)" (u— dy)” Paes (w— any" (u—v)*  "(u— ay eli 


wus, zwischen denen die Relation 


1 aT, 
(44) 0, a 
=(u—v)(u— x) (u)+ (x —l) (u— x) p(u)-+ (A— m+l—1) (w— v) p(w) 


i oe ‘ 
besteht. Die Gréssen y, oS. ‘2 kénuen als die Integrale 
GX av 


h 


y= fo. —v)' (u—ay-"F du, 
9 
43 diy 
(1D) 


da 


A 
= (— 1) [A—1 jf Ou —v) (ue — 2)" du, 
9 


dv‘ 





h 
@Y — (—1)[x—1 lf @,(u— v)!-§(u— a4 du 
g 


dargestellt werden. Man nimmt an, dass das Product TT, fiir w <= g 
und fiir «= h den Werth Null habe. 
Auf der rechten Seite der Gleichung (44) werde fiir die mit 

(x —l)(w—2) multiplicirte Function p(w) der Ausdruck (25), fiir die 
mit (A—m-++-l—1)(w—v) multiplicirte Function p(w) der Ausdruck 
(26) und fiir w(w) der Ausdruck (41) substituirt. Dann findet man 
die Gleichung 

, 1 ami, 
(46) 0, du 
= (— 1)! (wv)! [Ly + Ly (u—2) + Dg (ua)? $f Dini "4 
+ (—1)™—"(u—a)"—41 [Ay EA, (u—0) Ay t—0)? + An (U0)! 
+s(u—v)'(u—aye-', 





SSS ee SSS 


=. 
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in welcher zur Abkiirzung 


4—m+l—1 Rv» = 4—m+1—1 " 











ae (v—a2)— — stp (o—2)'— PY (4), 
ve Ay = = — S"—) = = mia pv v), 
(w@—») — 

und fiir i > 0 

ee (a—m+41—1) Rf» — (x—) RY, Pe... ae 
as) | rll ene 

= (x —) si") — A—m +1 —1) 8", 75 6-9 

. (a—v)"— (a—vy"—H1 


gesetzt ist. Die Gréssen Ry, Sx, Ti, Se sind die in (21), (22), 
(38), (39) definirten Summen, s die Constante (34). Man integrirt die 
Gleichung (46), nachdem man sie mit (—1)"0, multiplicirt hat, in 
Bezug auf die Variable w zwischen den Grenzen g und h und benutzt 


die Gleichungen (45), um die Functionen y, ay dy einzufiihren. 


dz’ dv' 
Hierdurch ergiebt sich fiir y die Differentialgleichung 
==. in 1)! - "L, quar 
- > ee. Sie 
(4 ) — “Ta— |) da®™t1 + 
v=I—1 
(—1)"A, 
Te—th-» —1)"sy=0, 
+2) [x—1],_, : v + ( "s sy 


welche die m—1-+ 1 ersten Ableitungen von y nach 2 und die | 
ersten nach v enthiilt. Durch [*—1],;, [A—1]; werden die in (28) an- 
gegebenen Producte bezeichnet. Die Gleichung (49) geht fiir 7— 1 
in (35), fiir 1 = 2 in (43) tiber. Im Fall 1] = m liefert die Gleichung 
(49) die zu (35) analoge Differentialgleichung, welche aus letzterer 
entsteht, wenn v und z, sowie * und A mit einander vertauscht 
werden. 

Ausser diesen Differentialgleichungen bestehen fiir y noch andere, 
ditty 
dv‘ da* 





in denen Ableitungen von der Form vorkommen. Aus der 


Gleichung 





a B =(x—1)(A—1) f (— a, )2-b+ + «(6 — dn)" (u—0)*-?(U — az)? de 


folgt, wenn man dieselbe mit z — v, = uw — v — (w—2), multiplicirt, 
die Beziehung 
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ay dy —1) 4y 
(7—0) dv dz -¢-0 3 ~¢ 1) Ge? 


und analog ist 


dey dy a 
(w~—v) Gods — (a —2) Goda —_ (x _ 1) Fut » uu 3 WwW. 


Daher lassen sich, wenn man die letzteren Gleichungen anwendet, aus 
(49) unmittelbar weitere Differentialgleichungen gewinnen, welche die 

dy d’y 
dvd’ dv 


= etc. enthalten. 


Differentialquotienten - 


Kiel, im August 1888. 
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Das erweiterte Formensystem. 


Von 


Paut Gorpan in Erlangen. 


Einleitung. 


Das simultane System einer Anzahl quadratischer biniirer Formen 
fi» fo,+++fa besteht aus den Formen: 


fis (fis fe)» ((fis fe)» fa)” (fis fe)” 
Dieselben entstehen aus den Typen: 
(1) hs (tA fF) A: 
indem man den f Indices anfiigt. Man kann das System (1) das 
erweiterte System einer einzigen quadratischen Form f nennen im 
Gegensatz zu dem einfachen vollen System, das nur die beiden Formen 

f, (ff 

enthilt. Angeregt von Herrn Study habe ich nun fiir biniire Formen 
heliebigen Grades das erweiterte System aufgestellt, und dabei den- 
selben Weg eingeschlagen, auf dem ich friiher das einfache System 
gebildet habe. Mittelst solcher erweiterter Systeme ist man im Stande 
auch Systeme binirer Formen aufzustellen, welche Variabeln ent- 
halten, die linearen von einander unabhdngigen Substitutionen unter- 
worfen werden. 

Nachdem ich im § 1 die wesentlichsten Punkte recapitulirt habe, 
welche bei der Aufstellung einfacher Systeme eine Rolle spielen, gehe 
ich im zweiten Paragraphen dazu iiber nach deren Analogie das 
erweiterte System zu bilden. In den folgenden Paragraphen stelle ich 
die erweiterten Systeme einer quadratischen, cubischen und biquadrati- 
schen Form sowie das simultan erweiterte System einer quadratischen 
und cubischen Form dar. Sodann leite ich aus jenen erweiterten 
Systemen die einfachen simultanen Systeme zweier cubischen und zweier 
biquadratischen Formen ab. Zum Schluss gebe ich das System einer 
Form, die in zwei Reihen Variabler x, y, welche von einander un- 
abhiingigen Substitutionen unterworfen werden, quadratisch ist. 
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$ 1. 


Das einfache Formensystem. 


Um das volle System von f= a; = b} =--- ete., welches ich im 
Folgenden das einfache nennen werde, zum Unterschiede von dem 
spiiter zu behandelnden erweiterten, aufzustellen, habe ich folgendes 
Verfahren*) eingeschlagen. Zuniichst bemerke ich, dass die Form f fiir 
sich allein ein System A() bildet, welches mod. (ab), also auch mod. (ab)? 
vollstiindig ist. Hieraus folgerte ich, dass die Form (f, f)* fir sich 
allein ein System B bildet, welches mod. (ab)* also auch mod. (ab)! | 
vollstiindig ist; durch Ueberschiebung beider Systeme erhielt ich ein 
drittes System <A), das wie B vollstiindig ist mod. (ab)*. Nach 
diesem System A) bildete ich fir die Form (f/f, /)* ein Bildsystem BY), 
welches mod. (a b)° vollstiindig ist. Durch Ueberschiebung von A() 
mit BC) ergiebt sich ein System A®), das wie B) vollstiindig ist 
mod. (ab)*, ete. ete. Die Systeme A kéunen so lange als Modelle 
fiir die Herstellung der Bildsysteme beniitzt werden, als der Grad von 
(f, f)?¢ grésser oder gleich dem von / ist, so lange also 

2n—4o>n, 
Andernfails beniitzte ich als Modelle die vollstiindigen Systeme von 
Formen des Grades 2n — 40 < n. 
Das letzte System A) ist dasjenige, fiir welches v die grésste in 


” enthaltene ganze Zahl ist; und dieses System ist alsdann das ein- 


fache volle System von f. Die Richtigkeit des eingeschlagenen Ver- 
fahrens beruht hauptsiichlich auf den Congruenzen**) 


(1) (Af), f)°"** =0, mod. (ab) 
fiir 

2n—4u>n, oder 4u <n, 
(2) (4, 1", #2"? = 0 mod. (ab) 
fiir 


4u=—=n, 2u+o<n. 
Aus diesen ergeben sich niimlich die weitern Congruenzen: 


GB) (AN, (A FPA) 80 mod. (aby, du <n, 
(4) (AN, (h Aes)**=0 mod. (aby, j 


fiir 


*) Vergl. meine Vorlesungen, Herausgabe von G. Kerschensteiner, 
B. G. Teubner. 


**) Vergl. a. a. O. Bd. 11, Seite 105. 
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4u=n, j= ((f, fP*, f)", 
welche die Mittel zum Beweise liefern, dass ein Bildsystem B®) voll- 
stindig ist mod. (ab)?*+4, resp. (ab)?*+, j. 


§ 2. 
Das erweiterte Formensystem. 
Aus den Symbolen von Formen gleichen Grades 
f=; =o; f= ;- 
lassen sich symbolische Producte P zusammensetzen, von denen alle 
simultanen Covarianten und Invarianten der f/f, Aggregate sind. Aus 
jedem P entstehen durch Vertauschung der Symbole eine Anzahl 
anderer symbolischer Producte, welche ich ,,die Ableitungen von P“ 
nennen will, Jede derselben kann als Ausgangsform gewihlt werden. 
Jene Anzahl von Ausgangsformen 


i: ae % 


durch deren Ableitungen alle simultanen Covarianten und Invarianten 
sich ganz und rational darstellen lassen, nenne ich das erweiterte System 
der einen Form f. 

Die symbolischen Producte P lassen sich bekanutlich auch durch 
Ueberschiebungen 


U = ((((fas fds fa)» fi) -*) 


darstellen, Auch diese Gréssen U kénnen als Originalformen statt der 
P angenommen werden. Aus einem U folgen die Ableitungen, wenn 
man darin fiir die ietaid 
é, &, &... 

irgend welche der Indices der f einsetzt. Da es gleichgiltig ist, welche 
dieser Ableitungen als Originalform gewahlt wird, so darf man, ohne 
ein Missverstiindniss zu erregen, in U die Indices der f weglassen, es 
also so schreiben: 


U=(((6 1" f°: ++): 


Man muss sich aber wihrend der Rechnung bewusst sein, dass den f 
beliebige, gleiche oder verschiedene Indices zukommen. 

Bei Aufstellung des erweiterten Systems von f werde ich im 
Wesentlichen ebenso verfahren, wie bei Aufstellung des einfachen 
Systems; nur werde ich die Annahme fallen lassen, dass waihrend der 
Rechnung die Symbole resp. die Indices der f beliebig vertauscht wer- 
den diirfen. — 
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Die Form f bildet fiir sich ein mod. (ab) vollstindiges System 
AM; sein Bildsystem B® besteht aus (f,f) allein und ist mod. (ab)? 
vollstindig. Durch Ueberschiebung von A und B entsteht ein 
System A”), das gleichfalls mod. (ab)? vollstiindig ist. 

Dem A) entspricht ein fiir (f, f)? aufgestelltes Bildsystem B®), 
welches mod. (ab) vollstindig ist und iiber A“ geschoben ein System 
A®) erzeugt, das ebenfalls mod. (@b)° vollstindig ist. So kann man 
eine Reihe von Systemen bilden 

AM, AM), A®,... ACD, 
welche nach den Moduln 
(ab), (ab), (ad), .. . (aby 
vollstindig sind, und eine zweite Reihe von Bildsystemen 
BO, BO, B®, ... Be-, 
die nach den Moduln 
(ab), (ab)>, (ab), ... (ab) 
vollstindig sind. Ist der Grad von (f, f)* kleiner als der von f, ist also 
2u>n, oder 2n—2u<n, 


so kann man nach dem Modell A“- kein Bildsystem B“—) mehr 
bilden. Dann wihle man als Modell eine Form vom Grade 2n—2u. 
Das letzte der so entstehenden Systeme A— ist das erweiterte 
System von /. 
Die Richtigkeit dieses Verfahrens beruht hauptsiichlich auf der 
Congruenz 


(1) (ff), f)"*®=S 0 mod. (ab)te+4 


wenn 


«) 2n—2u>n, 
6B) 2n—2u—n, 2u+e<n. 


Denn aus ihr folgen die weiteren Congruenzen: 


(2) (fF, fy, (f; fers 0 mod. (aby, 
wenn 

2n—2u>n 
und 
(3) ((f fy" CF fy)re= 0 mod (aby, j 
wenn 


2n—2u—n, j= (ff), f)". 
Die Congruenzen (2) und (3) aber lehren, dass B“-") nach dem 
Modul (a6)“+", resp. nach den Moduln (ab)*+', 7 vollstindig ist. 
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Um die Congruenz (1) nachzuweisen, unterscheide ich die beiden 
Falle w gerade und w ungerade. Im ersten Falle gehe ich aus von 
dem Ausdrucke: 


(ab) (a et (b c)° » a a pre-e ” titi Maat 
P -| 
re (b a) (b ”) ie (ac)? an eer ge eee —. 
wobei o2u +A —1 gewihlt ist. Im zweiten Falle gehe ich aus von 
P, = (ab)" (acy"™ (bc) az bake ene 
wobei uw +42@ und fiir 4 = 0 auch ge = 0 gewiihlt ist. 
Die beiden formen P, und P, geniigen, wie man sieht, den 


Congruenzen: 
P, =0 mod. (ab), 


P, =0 mod. (aby'+', fiir 4 > 0. 


Ich entwickle sie in Reihen, welche nach Ueberschiebungen fort- 
schreiten, Die Glieder dieser Reihen sind:*) 


(hs ti BY, (fr het Ayer, 
(fir ht, f)teP, ete. ete. 


Das zweite und die folgenden Glieder verschwinden nach dem Modul 
(ab); also hat man: 


(Ay fe) fy)"*°* = 0 mod. (aby 


wenn w gerade, oder wenn mw ungerade aber 9 + 24> 0 ist. Ist da- 
gegen 9 + 4= (0, so entwickle ich P, noch in eine zweite Reihe, 
mit den Gliedern: 


(A; fs)"; Aw (fi. hye, f.)"". : 
Wiederum sind in ihr das zweite und alle folgenden Glieder 
= 0 mod, (ab)"*', 
und demnach erhilt man durch Vergleichung beider Reihen im zweiten 
Falle die Congruenz: 


(A hry; fs)" + (fas fy)" f,)" =0 mod. (aby. 
Ebenso ist aber: 
(fas fis fi)" + (A> fy) fs)*= 0 
(fs fi") fi)" + (fo KY» f)"= 
Aus diesen drei Congruenzen folgt aber unmittelbar 
(fis fas fy)" 0 mod. (aby, 


*) Vergl. a. a. O. S. 48. 


mod, (ab)"+", 
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§ 3. 


Ueberschiebungen eines Systems iiber das erweiterte System einer 
quadratischen Form /. 


Schon in der Einleitung habe ich die Formen des erweiterten 
Systemes einer quadratischen Form aufgefiihrt. Es besteht aus den 
Formen 


(1) i (61s (AN fs 6's 

Denn das System A besteht aus f allein, und das System BO aus 
(/, f) allein. Ersteres ist mod. (ab), letzteres mod. (ab) vollstindig. 
Von den aus ihnen durch Ueberschiebung entstehenden Formen sind 
alle reducibel bis auf (( hf), f)’, einmal, weil Functionaldeterminanten 
reducibel sind (vgl. a. a. O. 8.56), dann, weil das Quadrat der Func- 
tionaldeterminante (/,/) durch andere Formen ausdriickbar ist. *) 

Das System A), welches mod. (ab)? vollstiindig, enthilt daher 
nur die Formen 

f, (tf), (Af), f)- 
Fiigt mau demselben den Modul (ab)? =(f,/)* hinzu, so bildet es 
das ganze erweiterte System von /. 

Bei Ueberschiebung des Systemes (1) iiber eine andere Form 
braucht man nur die beiden Covarianten /, und (/, /) zu beriicksichtigen 
und zwar von (/f,/) nur die erste Potenz, eben weil sie Functional- 
determinante ist. 

Wir haben also » nur iiber die Producte 


MY, f (hf 
zu schieben und unterscheiden hiebei vier Fiille. 
1) Ist m vom Grade n = 1, so treten die Formen hinzu: 


(2) (£9); (69s (41), %)3 (61), #°)’- 
2) Ist m vom Grade n = 2, so sind die neuen Formen 
(3) (£9); (61.9%) (A). 


3) Ist m gerade und grdsser als 2, so hat man als neue Formen 


A) POs (POPS (GD OS (GN o9)") *<F 


*) Auch fiir Formen héheren Grades besteht A™ aus f, und B® aus (f,f) 


allein, und das aus A und B durch Ueberschiebung entstehende System A") , 
welches mod. (ab)® vollstiindig ist, enthilt die zwei Formen f; (f,/), aus den 
gleichen Griinden, wie wir sie oben fiir eine quadratische Form angegeben haben. 
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4) Ist m ungerade und grésser als 2, so treten hinzu die Formen: 


(£*, p)*; (F*, 9) *45 (7%, "5 (FB 1), 9)", 
(9) at mt 

(Af), 9); (f* (6A e)"s (fF *, 9. 
Jede dieser Ueberschiebungen darf durch irgend eines ihrer Glieder 
ersetzt werden. 

Im Falle dass m = (~, x) Functionaldeterminante zweier Formen 

ist, deren Grad grésser als 1, lassen sich einige der Formen reduciren. 
Unter den Formen des Systems (3) sind es die Formen (jf, ») und 


((f, f), 9)”. Unter jenen des Systems (4) sind es die Formen 
(Af), 9)> (f*, 9P*"; 


wenn y und y von ungeradem Grade, und 


2 * Qx-1 n 
(Af), 9) (f*#, 9", (f* «(AA 9)" 
wenn sie geraden Grades sind. 
Unter den Formen (5) werden reducibel die Formen 
oe 
(f*, 9)"; (61,9), (f° <6. 9)", (f, 9", 
n—1 
(f* -(4£f,9)"- 
Da die reduciblen Formen weggelassen werden kénnen, so reducirt 
sich in diesem Falle das simultane System von f und om = (v, x) 
1) wenn g vom Grade n = 2 auf: 
(3a) f, v, (f, »)* und das erweiterte System S von f, 
2) wenn der Grad m von @ grésser als 2 und gerade, dagegen 
w und x ungeraden Grades sind, auf 


(4a) (Pos, (FP -GN9),S, #<%, 
3) wenn » ungerade und grdésser als 2, auf 
ott 
(5a) fv, (f*, 9)", (fF *, 9), 8, #< “ . 


Soll man das System (1) nicht tiber eine einzelne Form sondern 
iiber ein ganzes System von Formen schieben: 
A,,; A,, A,, eee Aj, 
so schiebe man zuniichst nur tiber die einzelnen Formen A; und fiige 
sodann Ueberschiebungen hinzu: 


(f*, A, . A,)**, (f--" -(f, f), A, m A,,)** 
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wo man solche A; auswihlt, deren Grade w, v ungerade Zahlen von 
der Beschaffenheit sind, dass 


uv =2x 
ist. — 
§ 4. 
Das erweiterte System einer cubischen Form. 
Das System A"), bestehend aus (vergl. § 3) den Formen: 


(1) i, (4f), 


ist mod. (ab)? vollstiindig. Da der Grad von (f, f)? = t bereits kleiner 
als der von f, so kann das Bildsystem B nicht mehr nach dem 
Modell A) gebildet werden; dasselbe ist aber in dem schon ermittelten 
erweiterten System einer quadratischen Form: 


(2) t, (t), ((, t), t)*, (t,t)? 
gegeben. Schiebt man beide Systeme iibereinander, so entsteht ein 
mod. (ab)* vollstiindiges System. Fiigt man diesem die Invariante 


(3) i= (ad) 
hinzu, so hat man das volle erweiterte System von f. Man findet 


durch Ueberscbiebung von / und (f, f) iiber t und (r, rt) dass folgende 
9 Formen irreducibel sind: 


| (0), (AD, (4?) (fF, 2), 
(At: (t,2)), (f% 2+ (x, 0), 
(G f), t), (41). ey), (4A, +(e, 0)": 


Das erweiterte System einer cubischen Form -besteht also aus den 16 
Formen (1), (2), (3), (4). — 

Schiebt man dieses System iiber das System einer quadratischen 
Form g, so erhiilt man das simultane System S von f und g. Dasselbe 
entsteht somit durch Ueberschiebung der drei Systeme (1), (2) und 
dem von g, also auch durch Ueberschiebung des Systemes (1) mit 
dem simultanen System 7’ von g und t. Die Formen des Systemes 
T erhiilt man aber durch den Aronhold’schen Process 


(4) 


dt = 


aus dem von t. Daher erhiilt man durch denselben Process auch das 
System S aus den Systemen (1), (2) und (3), (4) von f. 
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§ 5. 
Das erweiterte System einer biquadratischen Form. 


Die Ueberschiebungen von f iiber sich selbst bezeichne ich durch: 


(1) LP =4, EAP =h, EN =% 
die Invariante (f, A)* durch j. Das System 
(2) f, (hf) 


ist mod. (@b)* vollstiindig. Ferner hat man nach § 2, 
(f, AY =0; (f A) =O mod. h, i 
und demnach auch 
(A, A)je =0 mod. h, i, j, 


so dass A allein ein mod. h, i, j vollstiindiges System bildet. Schiebt 
man es tiber das System (2), so treten nur die Formen (/, A), j hinzu. 
Daher ist 


(3) f, (hf), 4, (f, 4), 9 


ein mod. h, i vollstiindiges System. Nun besteht das System der 
quadratischen Form h aus 


(4) h, (h, h), ((h, h), hb)”, (h, hy. 


Schiebt man es iiber das System (5) und fiigt dann die Invariante i 
hinzu, so entsteht das System von f. Es enthiilt an alten Formen: 


fh, (61), 4, (£4), 4, 3; 
iL. (h,h), ((h, h), h)’, (h, hy 


und an neuen Formen 


(AA), ERY, ER), (0), 
(A, h), (A, h)?, (A, h2)%, (A, 2?)', 


(6) (f h(h, h))*, (A, h(h, h))’, 
(41, >), (461), #)', (41), bY’; 
(64), h)*, (64), )', (64), W)’, 


im ganzen 26 Formen. 


(5) 
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§ 6. 
Das einfache simultane System zweier cubischen Formen. 


Aus dem erweiterten System einer quadratischen Form /: 


f (ff) (61% (61), f) 
erhiilt man, wie ich schon EKingangs erwihnte, das einfache simultane 
System zweier quadratischer Formen f und m, wenn man darin den 
Buchstaben f auf alle méglichen Arten durch f und @ ersetzt und die 
verschwindenden oder reduciblen Formen unterdriickt. So findet man 
direct die 6 Formen (vy. a. a. O. pag. 143) 
93 (A); (61) (4%) (@ 9) 

In derselben Weise erhilt man aus dem erweiterten System einer 
cubischen Form das einfache simultane System zweier solcher Formen 
f= a,' = b,' = etc., 
gy = a,* = B,' = etc. 

Von den zahlreichen durch die ein- oder mehrmalige Substitution 
von g,6,... fiir f,t,... aus den Typen sich ergebenden Ableitungen 
sind sehr viele reducibel. Einzelne der Typen liefern gar keine redu- 
ciblen Formen, wie im obigen Beispiel die Typen /, und (f, f)?; andere 
fiihren theilweise auf reducible Formen oder reducible Aggregate von 
solchen Ableitungen, theilweise auf irreducible wie im obigen Beispiel 
der Typus (f,f); endlich hat man eine dritte Reihe von Typen, 
deren simmtliche Ableitungen verschwinden oder reducibel sind wie 


im obigen Beispiel der Typus (A f), f)?. 


Von diesem Gesichtspunkte ausgehend theilen wir unsere 16 Formen 
in folgende Classen ein: 


le Classe. 
f, & 
Alle Ableitungen 


fi 9 LY=t Ler =98 (9) =6 
gehdren dem simultanen System an. 


II'e Classe. 
(f,t); (ft): 


Von den Ableitungen: 
(ft); (7); (69); (9; (693 &, 9); 
(f,t)*5 (p, t)*s (f, 9)" (@, 9)?s (6.9)*; (@, 9)* 
verschwinden : 


Mathematische Annalen, XXXIII. 25 





—= 


SS 
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(f,t) und (g, 6) 
und die tibrigen sind — abgesehen von den beiden Formen (f, 1), 
(py, 6) — durch 4 Relationen verbunden, die wir theils durch sym- 


bolische Rechnung, theils durch den Aronhold’schen Process herleiten. 
Es ist: 


(1) (ab) (be) a,a, {a.(ab) ae Gz (ba)} == (ab) (ba) (aa) azb,a, = 0, 
(2) (f,t)?=0O (v. a. a O. pag. 169 I) 


somit durch Umformung des symbolischen Productes (1) 
1 
(7) = (7,9 —FZfF oy, 


(f, ©) = (9,0) + > 94 9), 


(9, 2)? + 2(f, 0 = 0 
(/, 9)? + 2(9, 0% =0 


Von denjenigen Formen, welche f und t zusammen enthalten, 
kénnen somit entweder alle diejenigen als reducibel weggelassen werden, 
bei denen ein f und ein t, sei es durch f, 6, sei es durch g, tT, ersetzt 
wird, oder jene, bei denen t durch © ersetzt ist. 


(v. a. a. O. pag. 341, (1) u. (2)). 


3' Classe. 
(AAs (60% (2s (% ®), 2) 


Diejenigen Ableitungen verschwinden, in welchen f zweimal durch 
denselben Buchstaben f oder gm und t zweimal durch den ent- 
sprechenden t oder 6 ersetzt werden; es bleiben iibrig: 


(f,9); (Ae) =4 (e, 0); (6,9); (c, 6); ((r, 6), ©)° 


Bei den Formen, in denen 


(f, f) oder (cz, 2) 


auftritt, braucht man also nur die Ableitungen beizubehalten, bei denen 


sie durch: 


(f,~) und (t,0); (t,6); (6, 0) 
ersetzt sind. 


4'e Classe. 
(t,t)? (f, 7). 
Von den Ableitungen: 
(t,7)*s (t, 0); (t,6)?; (6,9); (0, 6)*; (6,0); 
HPs ons (hos (7s (960) (, 39) 

















— re 








Das erweiterte Formensystem. 383 


verschwinden 
(7, 7*)® und (9g, 0*)% 
(0, ©)? = ((f, 9)", ©)’ 


ist reducibel, da sich nach obiger Bemerkung f, © dureh g, t ersetzen 
liisst, (t, 7)? aber bekanntlich gleich der Discriminante R von / ist. 


und 


5' Classe. 

(AN. ds (6A, es (KA, ele, 9)* 

Ihre Ableitungen sind gleichzeitig Ableitungen von: 

(4%) 7) (fhe) 2) (A), ee, 2) 
von ihnen sind die Ableitungen zu untersuchen: 
(f, 9) 2) (49), 9), 

(4%), @)S (49), 6)5 (Ae), &)4 

(4,9), t(6, 2) ((f, 9), 6(6, 2))*. 


Alle haben verschwindende Glieder, diirfen also weggelassen werden. 


6'e Classe. 
(4 e(e, =) (PF, 2, 2) (F2) - 


Es brauchen nur die Ableitungen betrachtet zu werden, bei denen 
t durch © ersetzt wird. Die beiden ersten Formen haben nur ver- 
schwindende Ableitungen und die der 3'" wird mittelst der Formel 


reducibel : 
(f, 9, (f, 8), Ff 
(py, 0)*, (0, 9)’, © 
7% 69 , 0 
Das simultane System hat somit die 26 Formen (vgl. Gordan- 
Kerschensteiner pag. 333) 
Vom Grade 4: (f, 9); 
” » 3: £3 93 (47); (75 (69)5 (, 9); 
: =} 0; 6; (t, 0); (t, 6); (0, 6); 
(4, 6)*5 (7) LEY; ys (6 ot); (, 62); 
i; (x, t)*s (t,p)*s (+, 0)"; (,6)*; (6,6)*; (6,7), ©): 
Behufs Vergleichung mit der citirten Stelle setze man t= A, 6 = VY, 


(ft) =Q, (9,6) =—K. 


== (), 
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§ 7. 
Das einfache simultane System zweier biquadratischer Formen. 


In derselben Weise, wie wir oben das simultane System zweier 
cubischen Formen entwickelt haben, lisst sich auch das zweier bi- 
quadratischen Formen aus dem erweiterten System einer der Formen 
herleiten. Wir gruppiren zu dem Zwecke wie vorhin die Typen des 
erweiterten Systems in Classen. 


le Classe: 


f, A, 4@, j. 
Die Ableitungen: 


fy 5 4=(4f7%; p=" V=(, 9); 
i= (ff); i=—(69)3 2h =(9,9)'s 
I=L4); A= Lh=OMPS b= Vd 
= (9,4); = (f, V)'5 
sind durchwegs irreducibel und bilden sonach Formen des Systemes. 


2'e Classe. 
ff), Afi=h, (hh), ((h, h), h)*, 
(f, he(h, Wy)’, (A, heh, W))* 


Von den Ableitungen verschwinden alle ausser 


(f,9) und (7,9) =9. 
Desgleichen sind von den Typen des erweiterten Systemes, in denen 
(f, f) oder (f, f)? =h vorkommt, nur jene Ableitungen zu untersuchen, 
in denen (f,/) durch (f, p) und (f,/)* durch (f, p)® ersetzt ist. 


5’ Classe. 
(fh), (AAP; (A 1)8; (4, 2), (A, bh). 
Die Ableitungen 
i9s (hos Geis Gas (9 9)”, 
(9)3 (Is (MPPs (Pgs (V9) 
sind nicht reducibel und bilden daher Formen des Systems. 


4'e Classe. 


(f, 4). 
Zwischen den Ableitungen: 
G4); Lr; Vi @AS (Ps (&,Y) 














8 
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bestehen zwei Relationen, die wir aus der Formel 
(ab) (ba)?a,>b, a," = (ab)* (ab) az?b,a;° 
gewinnen; sie sind: 


A) = =f +2, 
(1) (py, 4) =(f,~)—f-9 


(f, V) = (9, P) +H 9 
Man kann daher zwei der 6 Ableitungen, etwa (/, p) und (q, p) 
auslassen. 


5 Classe. 
(41), h))’; (A, h). 
Die Ableitungen dieser Typen sind zugleich Ableitungen von 


(f- 9), 9)°3 (O,9) 


und Jauten: 
((f, 9), (1, 9))°; (O,9)3 (p95 (% 9): 
Die beiden ersten sind mit ihren Gliedern: 
(aa) (bB)* (ab) (@B) a? a2; (Aa) (aa) a A,' 
durch die Relation verbunden: 
(aa) (bB)® (ab) (@B) az? a? = ((f, 9), g)" - zg + 5 i, p 
(A, g) = (Aa) (we)? Ape, — > i, A. 


Diese Glieder erhalten nun mit Hiilfe der Formeln: 


(ab) a,* b> = — ; Ay (yx) — ; (yx)’, 


(ab) ag? a,, Dy? = — Ay.(yx) + > Sy (ey) -F > (ya)? (ey), 
ay' A," ae a," A,' = 4(f, A)y, 
(Aa) a, A,° = — (f, Ay — + fe (v2) — f(y)’, 
(yx) (Aa) ay O° = + f-Aay— : A -fy— £ fy (yx)? — 4 (yx)! 


die Werthe: 
(aa) (bB)* (ab) (eB) a,’ @,? = 


= (cB)? (AB) (@) Ae Be + (AB)? (@B) Az? + 7 (eB) Ba" 
= } (eB)? Oe? {(BA)? @? — (@A) (BA) & Ba) +79 


{iA + i}, 


“ 


mle 
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Daher ist: 

(2) (49), 9) =t9—fiptpid+ + id, 
(3) (,9)=+4f—2i4a—+p—29. 


Die Werthe von (p, g) und (V, g) ergeben sich hieraus durch den 
Aronhold’schen Process 


-_ on] = 


df= 
und der Werth von ((f, 4M), 9)" aus (2) dureh den Process 
dg = A. 


6'e Classe. 
(61) W)'s (4,1), WY) (4), A)’, 
(4 4), W)’; (4.4), W)°; (A, Ae. 


Die Ableitungen aus diesen Formen sind gleichzeitig Ableitungen 
von: 


(f, 9), 9)s (9,9): ((A4), 9)’ 

(4), 9); (64), 9); (4, 9°). 
Von diesen letzteren sind aber die beiden ersten Ueberschiebungen 
der Form ((f 9), g)° mit g. Die erste Ableitung der dritten Form 
ist bereits berechnet, wihrend sich die iibrigen Ableitungen dieser 
Form durch den Aronhold’schen Process bestimmen lassen. Die drei 


letzten Formen sind Ueberschiebungen der dritten Form mit (A, 9). 
Es liefert sonach diese Classe keine Form des simultanen Systems. 


Te Classe. 
(f; h*)'; (A, h*)', 


Auch diese Gruppe liefert keine weitere Form mehr, Den» von 
ihren Ableitungen 


(f,9°)'s (4, 9°)'5 (@. 9")'s (w, 943 (V9)! 
hat die erste den Werth 
(f, 9°)* = (ab) (aa) (ba)’ (ag)? = (ab)? (aa) (ba)? (ag) (ga) 
= (Aa)* (Ag) (ge) =((4,9), o)* 
=— shit Fike + std: 


Die iibrigen lassen sich aus ihr durch den Aronhold’schen Process 
ableiten. 
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Es besteht daher das simultane System von f und @ aus den 

28 Formen: 

Vom Grade 6: 

(f,9); (f,4)3 (4); (»,4)3 (9, ¥). 
Vom Grade 4: 
fh, (69)i (9:9); 43 Ps V). 
Vom Grade 2: 
95 (hs (9s (4,93 (95 (V9 (69°)5 (97). 


Vom -Grade 0: a 
(9,9), 45 ty te Js Ito Jor Jae 


§ 8. 
System von Formen mit mehreren Reihen Verinderlicher. 
Kine Form mit 2 Reihen Variabeln 2, y kann symbolisch dar- 
gestellt werden durch: 


— % on mM on WOM oes « 
(1) F= ¥,5, Bion "12 °1,y = 12,052, 


Sind nun die Variabeln nicht cogredient, sondern beliebigen von 
einander unabhiingigen Substitutionen zu unterwerfen, so werden sich 
die Invarianten (und Covarianten) von J’ durch symbolische Producte 
P ausdriicken lassen, welche aus Factoren: 


2) ray Maas es (PMy)5 (PMs) ++ 
(3) Sy5 Sy ++ (88); (88) «++ 


zusammengesetzt sind. Dieselben zerfallen somit in Factoren Q, R, 
deren erster @ nur die Symbole r enthilt, also aus Factoren (2) be- 
steht, wihrend R nur die Factoren (3) enthilt. Es sei nun: 
A,, A,, +++ A, 

das erweiterte System einer Form 

f= an, 
d. h. alle Covarianten und Invarianten von / seien ganze Functionen 
von Formen dieses Typus; ferner seien 

B;, B,, B, -++ Di 
diejenigen symbolischen Producte, welche man aus den A erhiilt, 
wenn man die Symbole @ durch r ersetzt. Es wird dann Q sich als 
ganze Function von Formen des Typus B darstellen lassen: 
Q = 6, Q, + OQ. +++ + GQ, 

wo die Q; Producte der B bedeuten. Trigt man diesen Werth in P 
ein, so erhilt man P als Aggregat von Formen: 
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P; _— VR, 
in denen Q; ein Product der B bedeutet. Aus den BP lassen sich 
Covarianten von F bilden; ist nimlich B aus den Symbolen 
oe tie wy Oo Op 
zusammengesetzt und sind 
%1> Yor °° Yu 
den y cogredient, so sind sowohl die Form 


Bsr gm eee gm 
y “Ln Ms Yy? 


als auch ihre Elementarcovarianten C Covarianten von F. Die P; sind 
simultane Covarianten und Invarianten von den C in Bezug auf die 
Variablen y. 

Aus dieser Betrachtung ergiebt sich die Endlichkeit der Systeme 
von Formen, in denen mehrere Reihen nicht cogredienter Variabeln 
auftreten. 

Als Beispiel wollen wir das System S der Form: 

F=r, s,/? 
aufstellen. 
Entsprechend dem System: 
hbNs (AN, fs (61 
hat man die B: 
By=7r2; By=(r7)) re235 By =(r7) (7172) (72)5 By = (rr) 
und die C als Elementarcovarianten der Formen: 


12°Sy75 (11)) Ye 11, 28y'8? 5 (r7;) (772) (72) 8,7 82 Sen) (rr,)? s,?s?,, + 


Die nicht verschwindenden oder reduciblen Elementarcovarianten 


sind: 
4 OC, = 1275425 Cy = (17) (881) F211, 28yS1,y5 
. G,— (rr, lorra)(rr2)(85,)(884)(5,52); C= (rr,)?s,?s? 5 C= (rr,)?(ss,)?. 

Das System S ist das simultane System der C in Bezug auf die y. 
Von den C sind C, und C, Invarianten, C, und C, quadratische Formen, 
C, eine biquadratische Form. 

Um das simultane System S zu erhalten wird man zuniichst die 
Systeme der C,, C,, C, einzeln aufstellen, sodann die Systeme von 
C, und C, tibereinander und das so entstehende System 7' iiber das 
System von C, schieben. Schliesslich hat man noch die Invarianten 
(C,, C,)*, (C,, C,)* und jene von C, hinzuzufiigen. 

Nun besteht das System von C, aus 


(5) Cy (C1, G4), 
das von C, aus 
(6) C, (C,, C,)?, 


das von C, aus 
(7) C,, (G4, GQ P=A, (Cy, O)—t, (C,,G)'= 4, (C,, A) = J. 











St Le, 
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? 
Hierin ist A reducibel, da in ihr das Quadrat der Functionaldeterminante 
(rr,) %2%12 durch andere Formeu ausdriickbar ist. Aus demselben 
Grunde ist auch das Quadrat von C, reducibel. 
Das System 7’ besteht aus den Formen: 


(8) C,; C,; (C,, C,) = Rk; (C,, C,)° = 41; (C,, C,)? = ty 
und somit das System S aus den Formen: (7) und (8), den Invarianten 
(9) C,, C, 
und den Ueberschiebungen: 
(C,, OC); (Gy, C;)°; (C,, C,”)’; (C,, C,?)', 
(C,, C,); (C,, C,)"; (C,, R)?; (C,, C; C,)3; (C,, C, C,)'; (C,, C h)', 
(A,C,); (A, C;)*; (A, C,?)5; (A, C;*)', 
(4,C,); (4, ¢,)?; (A, R)?; (A, €,C,)®; (A, C,C,)'; (A, C, BR), 
(t, C,)?; (¢, C,?)4; (¢, C,)* (#, C,)?; (4, C,0C,)'; (¢, G7 C,)'; 


im Ganzen aus 38 Formen. 








Zur complexen Multiplication elliptischer Functionen. 
Von 


H. Weser in Marburg. 


1, 


Wenn das Periodenverhiiltniss einer Classe elliptischer Functionen 
Wurzel einer ganzzahligen quadratischen Gleichung (mit imaginiiren 
Wurzeln) ist, so geniigen bekanntlich die Modulfunctionen einer ge- 
wissen algebraischen Gleichung, deren Grad, bei passender Auswahl 
der Modulfunction, gleich ist der Classenzahl der quadratischen Formen 
mit negativer Determinante, deren Coefficienten dieselben sind, wie 
die der erwihnten quadratischen Gleichung. Dadurch erhilt man zu 
jeder Classe quadratischer Formen von negativer Determinante einen 
zugehérigen Kérper algebraischer Zahlen, welcher zu der Formenclasse 
in der innigsten zahlentheoretischen Beziehung steht. Der Grad dieses 
Zahlkérpers ist gleich der Classenzahl, und die conjugirten Korper 
entsprechen den verschiedenen zu derselben Determinante gehérigen 
Formenclassen. Diejenigen Zahlen eines solchen Kérpers, durch welche 
alle Zahlen desselben Korpers rational ausdriickbar sind, (die also nach 
Kroneckers Terminologie eine Gattung algebraischer Zahlen bilden), 
habe ich in einer friiheren Abhandlung als Classeninvarianten bezeichnet 
und will diesen Ausdruck hier beibehalten.*) 








*) Zur Theorie der elliptischen Functionen (zweite Abhandlung), Acta 
Mathematica Bd. 11, 8, 333. Man vergl. auch die erste Abhandlung unter gleichem 
Titel, Acta Math. Bd. 6, S. 329. Von neueren, die complexe Multiplication be- 
treffenden Publicationen, die mir zur Zeit des Drucks jener Arbeit noch nicht 
bekannt waren, erwihne ich hier: gees Sur la multiplication complex des 
fonct. ell, Journal de Liouville 1V. Ser., Tome 3, 1887. Greenhill, Complexe 
multiplication of ell. fonct. Quarterly Journal of Mathematics Nr. 86, 1887. Herr 
Greenhill hat mir brieflich drei von ihm berechnete weitere Fiille von Classen- 
invarianten mitgetheilt, die ich (in meiner Bezeichnung) hier anfiihre : 


f?(V—73) =V2e, t+o= 5+ Vi3 


PVHM) =Vie, 24 tat 
9+ Vi9s 


9° 
~ 


f?(V—193) =V22, e+ a 
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Durch Adjunction der Quadratwurzel aus der Determinante werden 
alle diese conjugirten Kérper mit einander identisch, indem sie in 
denselben Normalkérper iibergehen, dessen Grad das Doppelte der 
Classenzahl ist. Dieser Kérper ist, im allgemeinen wenigstens, kein 
Abel’scher Kérper, aber seine Permutationsgruppe besitzt einen Divisor, 
dessen Permutationen unter einander vertauschbar sind, dessen Grad 
der Hilfte des Kérpergrades gleich ist, was zur Folge hat, dass die 
Classeninvarianten durch Wurzelzeichen darstellbar sind. 

In dem besonderen Falle jedoch, wo die zu der Determinante ge- 
hérigen Classen alle ambig sind und daher jedes Geschlecht nur eine 
Formenclasse enthilt, ist auch ohne die Adjunction der Quadratwurzel 
aus der Determinante der Kérper der Classeninvarianten ein Normal- 
kérper, und zwar ein Abel’scher Kérper, und in diesem Falle sind die 
Classeninvarianten rational ausdriickbar durch die Quadratwurzeln, aus 
den in der Determinante aufgehenden Primzahlen. Die Anzahl dieser 
Determinanten ist aber nur eine begrenzte, niimlich 65.*) 

Die guten Erfolge, welche ich durch die in der oben erwihnten 
Abhandlung mitgetheilten Methoden zur Berechnung von Classen- 
invarianten erreicht habe, legten den Versuch nahe, die Classenin- 
varianten fiir diese 65 merkwiirdigen Determinanten wirklich zu 
berechnen. Diese Methoden versagen nun zwar bald wegen der allzu- 
grossen Complication und der Héhe der auftretenden Zahlen. Dagegen 
fiihrt die Anwendung einer sehr merkwiirdigen Untersuchung von 
Kronecker**) vollstiindig zum Ziele und zwar ohne viele Rechnung, 
wenn man die Lésungen der Pell’schen Gleichung und die Classen- 
zahlen quadratischer Formen fiir gewisse positive und negative Deter- 
minanten als bekannt voraussetzen darf. Die Lésungen der Pell’schen 
Gleichung, welche hierbei gebraucht werden, kann man aus den 
Legendre’schen Tafeln entnehmen und fiir die Classenzahlen bedient 
man sich mit grossem Nutzen der Tafeln von Gauss.***) 





*) Diese Thatsache ist von Euler und Gauss durch Induction geschlossen 
und bis jetzt noch nicht streng erwiesen, Vgl. Euler, Nouv, Mém. de l’Ac, de 
Berlin 1776, S. 338, Gauss, Disq. ar. art. 303. Die 65 Zahlen sind die folgenden: 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 22, 24, 25, 28, 30, 33, 37, 40, 
42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112, 120, 130, 133, 165, 168, 
177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 885, 408, 462, 520, 760, 
840, 1320, 1365, 1848. 

**) Kronecker, tiber die Auflisung der Pell’schen Gleichung mittels ellip- 
tischer Functionen. Monatsbericht der Berliner Academie, 22, Januar 1863. 

**t) Die Legendre’sche Tafel findet sich in der ,, Theorie des nombres“, die 
Tafeln von Gauss sind aus dem Nachlass im 2, Band der Werke, Seite 450—476 
veréffentlicht. Die Resultate habe ich siimmtlich durch Vergleichung der 
numerischen Werthe der algebraischen und transcendenten Ausdriicke der Classen- 
invarianten mit 7-stelligen, theilweise auch mit 10-stelligen Tafeln controllirt. Es 
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Ich gebe zuniichst eine auf anderer Grundlage beruhende Ableitung 
der Kronecker’schen Resultate. 


2. 


Es bedeute (a, b,c) eine beliebige positive quadratische ‘orm, so 
dass m = ac — b? eine positive Zahl ist. (Die Annahme, dass a, b, ¢ 
ganze Zahlen seien, ist zuniichst noch gleichgiiltig). 

Die Summe 


S =D 'ax? + Qhay + cy)", 


welche sich auf alle positiven und negativen ganzzahligen Werthe von 
x,y, mit Ausnahme von z= 0, y = 0 erstreckt, hat, so lange s > 1 
ist, einen von der Anordnung der Glieder unabhiingigen endlichen 
Werth*), der eine Function von s ist, und dessen Verhalten untersucht 
werden soll bei Anniherung von s an die Grenze 1. 

Wir ordnen die Glieder der Summe S zuniichst in folgender 
Weise an: 


(1) s-2>' Ses erbeytevy +23 xy", 


lo —a,o 


und nun ist: 


(2) Lim 22 Sosy — 2 as = = . 


Den ersten Theil der Summe S in der Darstellung (1) setzen wir 


y x 


> D> ‘Svuiecuw' 


» llo—a,o@ 
worin 
b+iVm —b+iVm 
@, = — a, = eal ae 
a a 
und /m positiv zu nehmen ist. 
In Folge einer bekannten Formel aus der Theorie der [F-lunc 
tionen ist aber 


28 
(3) — ils (22) aff "a((u— he H(anu-tene)y) (44 9)s— ‘du dv, 
(w+ ayy)* (a — ay)? —-F(8) F18) 


hat sich hierbei ergeben, dass in der Gauss’schen T'afel (S. 475) in der zweiten 
Centade der positiven Determinanten die Determinante 136 irrthiimlich unter der 
Classification IV, 1 statt unter IV, 2 aufgefiihrt ist. 

*) Vergl. z. B, Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie , Supple- 
ment II, 
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wodurch wir den Vortheil erreicht haben, dass die Summationsbuch- 
staben x, y im Exponenten nur noch linear auftreten. 

Betrachten wir zur Veranschaulichung uw, v als rechtwinklige 
Coordinaten in der Ebene, so haben wir auf der linken Seite von (3) 
ein tiber den positiven Quadranten hinerstrecktes (unbedingt conver- 
gentes) Doppelintegral, welches wir dadurch in zwei Theile zerlegen, 
dass wir den Quadranten durch eine den Winkel halbirende Gerade 
theilen. 


Im ersten dieser Theile substituire man 
u—v=6, utv=—é, 


u—v=—§, utv=—é, 


wodurch sich ergiebt *) 


2 fem oe Bai (auton) y (yy)?! du dv = 


a fends _ferirsiontens man E — # ty ae + 
Qnixt # ty @,-+-,) — § (w, — a) Q.. BrYe—1 
+ foremistas fer y (F(a) —§( 6 . *y dé. 
0 é 


Die nach § zwischen den Grenzen 0, co genommenen ‘Integrale ver- 
wandelt man nun in unendliche Reihen, indem man dieselben in lauter 
solehe Bestandtheile zerlegt, deren Grenzen um eine Einheit ver- 
schieden sind, und durch eine lineare Substitution die Grenzen aller 
auf 0,1 reducirt, wodurch die beiden Integrale auf der rechten Seite 
von (4) resp. die Form annehmen: 


B fone ferment a (& - Cty at 


g+y 


im zweiten 


Wenn man nun hiervon, wie es die Bildung von S erfordert, die 
Summe zuniichst tiber alle positiven und negativen ganzzahligen Werthe 
von « nimmt, so erhilt man eine Fourier’sche Reihe, deren Werth 
nach der Formel 


3 fev dé = > (f(0) +700) 


*) Der Leser wolle eine Figur zu Hilfe nehmen. 
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gefunden werden kann. Setzt man niimlich 


v 2 
f (8) — > ferret +2iy(§+-0) (~,—o.) ( ° Ban g + ? y’ = dé ’ 
0, @ 
Sy 
so wird 


. (7(0) + /(1)) —_ fore (gy dt 


0 
“ os) 

+> f erterterscien en (OSPY" at 
1, 


¥ 


Setzt man also dies in (3) und dann in (1) ein, so ergiebt sich 


(5) 2>) Dd (ax 4 2b0y Ley * = 


1lo-—a,o 


ant nS fo “— 
= emiy menes ) 
a’ ioe 
+ > Serato Sah =< yds + 


l,w l,@ 





v 


+> iy (o%,— @)  ferree (= Sy ‘agh. 


lo 1l,@ 
4 


Wir betrachten zuniichst das erste Glied dieses Ausdrucks 


6 -3 foormn( ) um. 


lowe 


fiihren in dem Integral die neue Variable 

2il(a,-+-@,) = —t 
ein, fiihren die Summation nach y aus, und setzen fiir o, + , seinen 
Werth 2i//m:a. So folgt 


(42 Vm)? ; é—? ° 


0 
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Aus der Theorie der [ Functionen erhalt man aber leicht 
; 20-1) 1 
tim ( {7 4t- aga) = 9 
0 
2s—1 1 
olga) sa7)"* 
also 


° (2 ? ‘ s—l 4 
(©) im (Seat °— erare) M2 Goave (Ge) rie?) 
= Fox 20+ ame)» 


worin C = 0,5772... die Euler’sche Constante ist. 

Die beiden andern Bestandtheile in der Klammer des Ausdrucks 
(5), repriisentiren stetige Functionen von s bis s = 1 einschliesslich. 
Ihre Werthe fiir s = 1 ergeben sich aus 


a eastyve, 
Qn Va z 23 


oder nach Ausfihrung der suneition tiber y 


@ nivw 
(7) | lg (1—e*#re), 


wenn @ durch @, und @, ersetzt wird. 
Bedient man sich der in der Theorie der elliptischen Functionen 
gebriiuchlichen auch in meinen friiheren Arbeiten benutzten Function 


und folglich 





niw vv 





(8) y(o) =e J [a—exirey, 
1, 

so ist der Ausdruck (7) 

(®) — 55 (8 1 — 74); 


und es bleibt nur noch iibrig, (2), (6), (9) in (1) einzutragen, um zu 
der folgenden Formel zu gelangen: 


zy 
° 1 td 
0 ——. ; 2 
(10) | = ss Spay pase ys) 


C+ a lg =— im — 7 lg n(@,) 9(@,). 














Wir setzen zur Abkiirzung 
= ax + 2bay + cxz® = (a, b, c) 
und nehmen von nun an a, b, ¢ ganzzahlig und ohne gemeinsamen 


Theiler an. Neben der Form ~ werde nun die zweite Form derselben 
Determinante — m, 


’ ope ‘ 2b 
W =(a,0,¢)—=(2a,a4b, *t2?te) 
betrachtet, und wenn @,', , fiir wy dieselbe Bedeutung haben wie 
@,, @, fiir ~, namlich 


,_ a+b+iVm @, = —4—b+ilm 


ao, =——_, ———» 


2a 2a ’ 





so ist 


, @, -f 1 Pas _. a 1 
SEs? err 


mt i 
(11 ‘(o)—=e * al 7) 
' sce n(@) 
einfithren, durch Anwendung von (10) auf » und y’ 
2 Lim (2, — 3,)— fe tog Medeor. 
(l ) — ( y’ y* Vm log Vez 


Die Function f(@), welche durch den Legendre’schen Modul aus- 
gedriickt gleich e 
a. 


is; 

Vxx 
ist, habe ich in der oben erwihnten Arbeit den Berechnungen der 
Classeninvarianten zu Grunde gelegt, und diese und die verwanite 


Function 
13 a 1 7 (+ 6/5 13/72 
(13) f,(0) = e* f(o+1) =—2* = y3/* 


soll auch hier vorzugsweise benutzt werden. *) 


*) Zur Erleichterung der Uebersicht sollen die wichtigsten Formeln fiir die 


drei Functionen 
ez) n($) 


i oi _yW (2a) 
n(w) ” f(o) = n(@) ’ fr(o) =V2 n (a) 


f(o) =e 
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In den in (10), (12) vorkommenden Summen haben die Summa- 
tionsbuchstaben 2, y alle ganzzahligen Werthe anzunehmen, mit Aus- 
nahme der einen Combination 0,0. Daraus folgt, dass diese Summen 
sich in keiner Weise findern, wenn die Form w durch eine iiquivalente 
Form ersetzt wird. Darnach wollen wir die Festsetzung treffen, dass 


wenn m ungerade a =1, b=0 (mod. 2), 
wenn m gerade a=1, b=1 (mod. 2). 


Nach § 7 der zweiten der oben citirten Abhandlungen ,,zur Theorie 
der elliptischen Functionen“ sind nur unter dieser Voraussetzung ge- 
wisse Potenzen von /f(@) Classeninvarianten, wenn @ =a:y der 
Gleichung » =O geniigt, oder, wie wir sagen wollen, eine Wurzel 
der Form wy ist.*) 

Darnach entsteht die Form y’ durch Composition von » mit der 
Form 

(2,1, ™$") oder (2,0, * 
je nachdem m ungerade oder gerade ist, und daraus ergiebt sich 
folgendes: , 

1) Ist m==1 oder =2 (mod. 4) so ist wy’ ebenso wie # eine 
primitive Form und durchliuft gleichzeitig mit ~ ein vollstiindiges 
Reprisentantensystem der Determinante — m. 

2) Ist m= 3 (mod. 4), so ist w’ primitiv von der zweiten Art 
und durchliuft ein oder drei vollstiindige Repriisentantensysteme der 








aus der erwihnten Abhandlung hier wiederholt werden, 


1 v 1 a 
foy=q *PJa+er, to=q *PJa-¢, 
I] wna SUT 
1 ~ 
feo) = V2 g® [ [a+ 
wenn ” 
q= ee 
ist. 
f(0) f,(@) fy(@) = V2, 
f(a)’ = flo)’ + flo), 
foti=e 4), feoti=e 8p), 
t(-+) =f), t,(-+) =f, 
fr(o) f,(20) = V3, flo) (PE *) =e Vi. 


*) Es ist hier wie im Folgenden immer nur von derjenigen der beiden 
imaginiiren Wurzeln die Rede, deren imaginiirer Theil positiv ist. 


Mathematische Annalen, XXXIII. 26 











398 : H. Weser. 


Formenclassen zweiter Art der Determinante — m, wihrend y ein 
volistindiges Repriisentantensystem der Formenclassen erster Art 
durchiiuft, je nachdem m= 7 oder m = 3 (mod, 8) ist. *) 

3) Ist m = 0 (mod. 4), so ist y imprimitiv vom Theiler 2. 

Wenn wir also unter der Voraussetzung 1) die Formel (12) auf 
ein vollstiindiges Reprisentantensystem ~ anwenden und die Summe 
nehmen, so ergiebt sich, da @,, @, die Wurzeln entgegengesetzter 
Formen sind, 


F(@) 1 

V2 ? 
worin das Zeichen TT sich auf die simmtlichen zur Determinante — m 
gehérigen Classeninvarianten bezieht, wodurch also die Norm der 
Classeninvarianten bestimmt ist. Da in diesem Falle die verschiedenen 
zu demselben m gehérigen Werthe von f(a) sich in Paare ordnen, deren 
Product /2 ist, so lisst sich dies Resultat auch auf andere Weise 
ohne die hier gebrauchten Hilfsmittel ableiten. 


4, 

Wir nehmen jetzt zuniichst an, es sei m == 1 oder = 2 (mod. 4) 
und bezeichnen mit Cy, einen der Charaktere fiir die Determinante 
-—— m.**) Da entgegengesetzte Classen dieselben Charaktere haben, so 
ergiebt sich aus der Formel (12) durch Multiplication mit C, und 
Summation iiber alle durch je einen Repriisentanten yw vertretenen 
Formenclassen 


Lim > Cv > (— —wa)"} Ven >> Cy log Va 


s=1 


Nehmen wir den ersten Coefficienten a von wy relativ prim zu 2m an, 
so lisst sich, wenn m==1, 2 (mod. 4), immer ein wngerader durch 
kein Quadrat theilbarer Divisor m” von m bestimmen, so dass 


1 (a 1 = ( 2 )( a 
Cy = (<), Cy = m” =), 


woraus man erhiilt 


w 


(2.)=+1, Ver wa Ov log an, 
w ry 


(14) 
(S)=—1, 35 3) Oyt0g 42 min S18.) SI 


*) Vgl. Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie § 150, 151. 
**) Gauss, Disq. ar. art, 228 ff, Dirichlet-Dedekind, Supplement IV. 
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Die hier geforderte Grenzbestimmung lisst sich ausfiibren, nach- 
dem die auf der rechten Seite vorkommende Summe so umgeformt ist, 
dass ~ nur noch solche Werthe annimmt, die zu 2m theilerfremd 
sind. Dies geschieht auf folgende Weise: Die Summe bleibt un- 
geiindert, wenn ~ durch eine fiquivalente Form ersetzt wird. Daher 
kénnen wir, wenn r irgend eine in 2m aufgehende Primzahl bedeutet, 
in w= (a,b,c) a@ relativ prim zu 2m, b =m (mod. r) und folglich 
e==re durch r aber nicht durch r? theilbar voraussetzen. Dann ist 


a 7 = b 4 > . ? » erat bey hey) 


wenn das Zeichen X’ bedeutet, dass 2, y in yw alle und nur solche 
Werthe annehmen soll, fiir welche ~ durch r untheilbar ist. 
Die Form der Determinante — m 


VW =are+2bay+cy’ 
entsteht durch Composition von » mit 


m 
(r, 0, *) 
oder wenn r = 2 und m ungerade ist, mit 
(2,1, 1") 


und durechliuft daher gleichzeitig mit % ein vollstiindiges Repriisen- 
tantensystem. 
Bezeicbnen wir daher mit ¢ den Charakter Cy fiir die Form 


(r,0, ™) oder (2, a. att , 


Cy =—€é Cy 





so ist 


und es ergiebt sich 


, . y"' 
2 nO TF 


Die Summe im zweiten Gliede der rechten Seite ist aber mit der linken 
Seite identisch, und folglich 
1 
2% 2 


eS 


r . , 
@ a= (<.), wenn + in m’ aufgeht, 


Llierin ist 


m . ” 0 ° 
‘= ( az . ), wenn 7 in m” aufgeht und das obere oder untere Zeichen 
gilt, je nachdem m” = 5 oder = 3 (mod. 4), 
ea — 1, wenn 7 = 2. 


26% 
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Diese Betrachtung kann man nun avf alle in 2m aufgehenden 
Primzahlen + anwenden, eine nach der anderen, und man erhiilt, 
wenn 2° bedeutet, das z, y alle und nur solche Werthe annehmen, 
fiir welche w relativ prim zu 2m ist 


(15) TT - er) Sey > yoo es 


Nun ist aber nach einer von Dirichlet herriihrenden |‘ormel*) 


Ge) SP) GE) 


worin beide Summen rechts sich auf alle zu 2m theilerfremden posi- 

tiven Zahlen » erstrecken. Diese beiden Summen kénnen nun, wenn 
m= mm" 

ist, in der Form geschrieben werden 


4 +m", 1 y Fm, 1 

Cre acta) 

wo die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem m” = 5 oder 
= 3 (mod. 8) ist. Deuten wir durch das Zeichen 2 an, dass » alle 
die Werthe erhalten soll, welche zu 2m” resp. zu 2m’ relativ prim 
sind, so ist, wenn ’ die in m’, r” die in m” aufgehenden ungeraden 
Primzahlen durchliuft 


aess-Hht-@) 2DZCHs 


>453-I0-G9s)>"E> 


wonach sich nach (15) ergiebt 


1 - a 0 am" 2% 0,—m, 1 . 
(a) So Dene Oe re 
Nun ist aber, wenn wir mit H(D) die Anzahl eigentlich primitiver 


Classen der Determinante D bezeichnen, mit der Einschriinkung, dass 


H(—1)=2 


2 





sei, nach den Dirichlet’schen Classenzahlformeln **) 


Lim e 4 +”) a. ) Jog (7+ Uym") m’ =5 (mod. 8) 


n ns 2Vim" 
x H(—m") 
2Vim”" 


*) Dirichlet-Dedekind, § 125. 
**) Dirichlet-Dedekind, § 97, 99. 


m” = 3 (mod. 8), 








Complexe Multiplication der elliptischen Functionen. 401 


Lim S$") att = m” = 5 (mod. 8) 
H(m’) 


it oe log (7+ Um’) =m” =3 (mod. 8) 


worin fiir 7’, U die kleinste positive Lésung der Pell’schen Gleichung 
T? —m’U? =1 oder T?— mU?=1 


zu setzen ist, Hiernach erhiilt man aus (14) 


w 
(16) 6 >" (4°) log a 0, m”’==-+1 (mod. 8), 


= H(—m’) H(m"\log(T+UyYm"),  m” ==5(mod.8) 
= H(m') H(—m"\log(T+-U/m), mm” ==3(mod.8). 


Diese Formel hat man fiir alle Werthe von m”, d. h. fiir alle Charaktere 
zu bilden. Da die Summe aller Charaktere fiir ein und dieselbe Form 
immer dann verschwindet, wenn die Form nicht dem Hauptgeschlecht 
angehdrt, so erhilt man durch Addition aller so gebildeten Glei- 
chungen 
f(o) f@) ... 
V2 v2’ 
wenn g die Anzahl der Geschlechter, also eine Potenz von 2, deren 
Exponent gleich der Anzahl der in m aufgehenden ungeraden Prim- 
zahlen, und @, @’... die Wurzeln der Formen des Hauptgeschlechtes 
sind.*) In den Fiillen also, in welchen jedes Geschlecht nur cine 
Classe enthilt, ist durch (16) die Classeninvariante der Hauptclasse 
vollkommen bestimmt, wenn man die Zahlen H, 7’, U kennt. 

Dies Verfahren liisst sich anwenden auf die folgenden Werthe 
von m 

5, 13, 21, 33, 37, 57, 85, 93, 105, 133, 165, 177, 253, 273, 345, 
357, 385, 1365, 
6, 10, 22, 30, 42, 58, 70, 78, 102, 130, 190, 210, 330, 462 


und liefert fiir die ungeraden m ohne weiteres die Werthe von f(//—™m); 
bei den geraden Werthen von m ist zu beachten, dass die Hauptform 
(1, 0, m) nicht der in Art. 3 fiir den Coefficienten ) gestellten Be- 


69 log = 











*) Um das Product der Classeninvarianten fiir ein anderes als das Haupt 
geschlecht zu bilden hat man (16) vor der Summation mit (*,) zu multipliciren, 


wenn a, eine beliebige zu 2m theilerfremde und durch eine Form des betreffen- 
den Geschlechts darstellbare Zahl bedeutet, oder man hat in denjenigen der Formeln 


(16) das Zeichen der Quadratwurzel zu iindern, fiir welche (2) — — 1 ist. 


LE TN ee —_—_ — —— 
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dingung geniigt; dies hat zur Folge dass unsere Formel fiir f(@) den 
Werth von /,(j/—™m) liefert. So habe ich folgende Werthe gefunden: 
f(V—5)' = 1+ 75, 
((Y— 13) = 3+ /33, 
2f(Y— 21)" = B+ /T)(Y3+77), 
V2 f(Y—33) = (1+-/3)°(8+/71)), 
f(V¥—37) = 2(66+/37), 
V2 f(/—5if = (1+ 7/3) (13 +3719), 
16 f(Y — 85)* = (14+ /5)* (9+ 85), 
2 f(Y— 93)"* = (8/3+ 31) (39 +7 7/31)’, 
V2" f(Y— 105) = (14+ VSP +/3)P(V~3+ 77) (YS+/7), 
2 f(Y—133)* = (84+ /7)(6/7+3/19), 
2° f (/— 165)” = (1+ /5)°(V3+/5)* (8 /5+2/11) (Vy 114 15)’, 
V2" f(Y—177) = (2343/59) (14+ /3)’, 
2 f(Y— 253)" = (64+ 23)’ (13 /11 + 9/23), 
V2" ¢(Y— 273)" = (8+713)'(1+ V3) (V3+/7) (113+ 15/7), 
V2" f(V— 345)° = (1+ 75) +73) (83+ / 23) (15/5 +723), 
216 ¢(Y— 357) = (V3 +77)" B+/7) (V1I7+ 21) (11+ /119)’, 
V2 f(Y — 385) = (1+ 75)’ B+V1)(V5+YD(V7I+Vi1), 
2°" ¢(/— 1365)” = (f3 +77)" (1+ /5)° (8+ 77) (8 +713)" 
(V3+-Y5)° (273+ 13) (V35-+-/39)° (3/ 7+) 65), 
f,V—6)° = Y2°(1+/2), 
V2 /,(V—lWy = 1475, 
f, (Y—22)’ = Y2(1+ 72), 
V2 f, (Y—30) = (1+ /5)'(3+/10), 
V2 f, (V—42)° = (V3+-V7)(2V2+-/7), 
V2 f,(V—58)" = 54/29, 
V2 f,(V—1)’ = (1+75)' (1+ /2), 
V2 f,(V—7)° = (3+/713) (5+ 726), 
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f, (YW — 102)” = V2? (1+ /2)P BV2+/17)", 

V2" f,(Y—130)’ = (14+75)*(3+/13), 

V2 f, (Y—190) = (1+-75)°(3+710), 

V2 f, (VY—210)° = (1+ 75) (V2+ 73) (V3+77) (5¥5+ 3714), 
V2" f, (Y—330)" = (14+-75)"(Y5+76)' (YT + 7'15)"(YI0+- 71), 


V2 f, (Y—462)° = (V3 +7) (VO+ V7 (V7+VY11) (22/22 +3977). 





2. 


Es sind iihnliche Betrachtungen jetzt fiir eine dureh 8, nicht 
aber durch 16, theilbare Determinante durchzufiihren. 
Wir setzen 


y=ax?+ 2bay+cy?, ac—b?=m 


| und nehmen an m sei durch 8, nicht durch 16 und, ausser 4, durch 
, kein Quadrat theilbar, ferner werde a relativ prim zu m, b gerade 
und folglich ¢ = 4c’ durch 4 theilbar vorausgesetzt, und 


Yaa + boy tecy 
. 1 
von der Determinante — Tm. 


Die Formel (10) Art. 2 auf » und w’ angewandt, ergiebt 


, 1 nm Qa 2 he 22 U 
i age ao lee : 2x ¢ 
a = ae) Fe los pa (0) 9(@) + 
ade & = fe @, » & 
? in § — we) yas nF )a Vm?’ 
' also: 
’ 2 1 h(@) fale) 
i. ee = log 
(17) Lim > ( = a)" > Van og 


Es entsteht hier die imprimitive Form 2y° durch Composition 

von w mit der Form 
m 
(2, 0, =). 

Durchliuft » ein vollstiindiges Repriisentantensystem fiir die Deter- 
minante m, so durchliiuft ~ zwei Repriisentantensysteme fiir die Deter- 
minante m: 4 und zwar fiihren zwei Formen, die durch Composition 
einer Form ~ mit 
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(1, 0, m), (4, 2, +m +1) 


entstehen, zu fiquivalenten Formen y’. 

Die siimmtlichen Charaktere fiir die Formen der Determinante m 
kénnen, wenn m” einen ungeraden Divisor von m bedeutet, in einer 
der beiden Formen dargestellt werden 


=(%), o=(—1)* (4), 


und fiir die beiden zu demselben y’ fiihrenden Formen # hat Cy den- 
selben, Cy entgegengesetzten Werth. Die zur Determinante m: 4 
gehdrigen Charaktere sind 


’ ’ a 
Cy = Cy = (< ) 
Auf Grund dieser Bemerkungen ergiebt sich, wenn wir die Glei- 


chungen (16) mit Cy, oder Cy multipliciren und die Summation iiber 
ein vollstiindiges Keprisentantensystem w ausfiihren: 


= es log s = Lim Ep Sam x ¥ m’ )D- a} 
2 Seal ta SENDS 


Wir haben nun, wie oben, die Summen auf der rechten Seite so 
einzuschranken, dass ~, ~ nur Zahlwerthe annehmen, welche zu m 


relativ prim sind. Bezeichnen wir die so verstandenen Summen durch 
=°, so ergiebt eine der oben durchgefiihrten ganz iihnliche sehr ein- 


fache Betrachtung 
w 
we ad A) _ 
=> (in) log v2 


SHTs 3+ BHT 





= Lim | — Ta— er 7 pee eri re ‘11 —er*) 
a Oo 1 

4 i Sooer: 

eZ @ )(m") 198 = Lim T — er) 


Hierin erstreckt sich das Productzeichen TT auf alle in m aufgehenden 
ungeraden Primzahlen r, und es ist 


m=mm", E= (=) — = ( + )> 
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je nachdem r in m’ oder in m” aufgeht, und in letzterem Fall gilt 


das obere oder untere Zeichen, je nachdem m” = 1 oder = 3 (mod. 4) 
ist, ferner 
é = (= —) é. 
Nun ist nach der oben angewandten Dirichlet’schen Formel 
w y’ 
ZHI - BOD 
+m" Es 
=2>'(- = ) a m'\ | 
s(2! & as =2 >) (== Be 7 > oe 4 


und te wie dort 
ai a2 a 
Va >> (S ‘log — 


2 2 

: 4s —(n") 3 2 to m 

= Lim 1-(@)2 4 = fa 
m7 os 


yw 
ak. @ \ ge = F om", 1 Ortm’y) 1 
Vx = > ) Gn ‘log Lim >" n ) = ( n > 8 
Bei Ausfiihrung des Grenziibergangs bildet der Fall m” = 1 eine 
Ausnahme, und da 
: 1 1 
Lim (s — 1) 2 re. 


so ergiebt sich 


> 8 he) = ~t log 2 H(— m), 
a (a m” r)log “y fe) =0, m” = + 1 (mod. 8), 
> ) lo s ie = ha H(m") H(—m’) log(T + Uym"), 


m” = 5 (mod. 8), 

= a H(— m") H(m)log(7 + Uym), 
m” == 3(mod. 8), 

(5 ~\(e »)log og a = s H(—m") H(m’) log (7 + Uym), 
m” = 1 (mod, 4), 


={ H(m") H(— m’) log(Z + Uym’), 
m” = 3 (mod, 4). 


A che 
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Die Addition aller dieser Gleichungen ergiebt wie friiher 


glog Lie) ie) . 


und fiir den Fall dass nur eine Classe in jedem Geschlecht vorkommt, 


den Werth von f(/—m). Aus dieser Formel kann man fiir die 
Werthe 


8, 24, 40, 88, 120, 168, 232, 280, 312, 408, 520, 760, 
840, 1320, 1848, 


von m die Classeninvarianten leicht finden, niimlich: 


f,(Y—8)=8(1+/2), 
f (V— 24) = 2° (14-2) (1+ 73)" (V2+73)’, 
f, (Y— 40) =2 (1+ 72)’ (1+ V5)" (8+/10), 
f, V— 88) =4(1+/2)(83+Y1)'(7V2+3/11), 
8f,(V— 120)" =(1 + 73)" (1+ Y5)"(V2 + V3)" (V3 + Vi)" 
(V5+V6)* (3 +710)", 
2° f, (Y¥—168)"' = (1+ 3)" (1+ 72)" B+V0"(Y3+V7" 
(V6+VI)(Vi+YV8), 
f, (V— 232) =2 (1+ /2)° (6+ 29)? (99 + 13/58), 
8/,(—280)° = (1+ /5)"(1+ Y2)'(83 +77" 6+/77" 
(Vi+/V8) 675+3/14), 
28 f, (Y — 312)" = (1+ V3)" (83+713) (V2 + 73)" (2V3+/ 13)" 
(3/3 +726)'(6+ 726)’, 
f, Y¥—408)"* = (1+ 73)" V2-+ 73)" (1+ 2)" + YI)" 
(3/2 +/17)'(6V2+/Y51)’, 
2°f, (YW —520)* = (1 + /5)"(1 + 2)" (3+ 13)’ (3+ 10)" 
(5+ 26)" (57 + 5/130), 
2f, ()/ — 760) = (1+ /5)°(3 + 10) (13 +3 /19)* (3 /2+/ 19 
(2/5+ 19) (51/10+ 37/19), 





TE i ae 








aos oe Ts 
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2°, (/ — 840)" = (/3 + /5)? (1+ /2)"°(14- /3)°(1 + Y5)° (3+ /7)" 

(3+ /10)°(V2 + /3)' (V+ V7) (YO+/7)" 
(/14+ 7 15)'(8/3+2/7) 6/5+3/14), 

2% f, (Y— 1320)" = (14+ /3)"* (1+ Y5)"(1+-/2)"(8 + 10)" 
(34 /11)°(/3+ 5)" (V5+ 76) (W114 15)" 
(3 /5+2/11)° (4/2 + /33)° (3/6 + 55)” 
(/10+/11)’, 

21 f, (/— 1848)" = (1+ 73)" (V2+ 73)" (3+ /7)" (34/11) 
(V3 +77) (VE+V 7 (YI+V11) (272477) 
(772 43/11) (673 +777)" (21 +22)" 
(22 //22 + 39)/7)’. 


6. 
Es fehlen hiernach noch die folgenden Werthe von m, auf welche 
die abgeleiteten Formeln nicht ohne Weiteres anwendbar sind 


1, 2, 3, 4, 7, 9, 12, 15, 16, 18, 25, 28, 45, 48, 60, 72, 112, 240. 


Fiir alle diese Zahlen, mit Ausnahme der letzten, habe ich in 
der oben citirten Abhandlung die Classeninvarianten nach verschiedenen 
Methoden bestimmt, und ich setze die Resultate der Vollstindigkeit 
halber hierher 


f(Y¥—1)‘=2, 
fi (/—2)'=2, 
f(Y—3)’=2, 
f,\V—4)=8, 
f(Y¥—1y =2, 
f(Y—9)'=/2(1+73)’, 
f, (Y— 12)" = 2" (14+ /3)’, 
f(Y—15)’=/2(1+75), 
{VY — 16) =/2"(1+ 72)’, 
{(V— 18) =/2*(V2+Y73)’, 
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V2 f(VY—2%) = (1+ 5)’, 
f, Y—28)' =y2’(3+/7), 


f(V— 45)" =2(2+ 75) (V3 +75)", 
f, (VY — 48)" =/2" (1+ 3) (W2+ 73) +72)’, 


f,(V— 60)" = 2° (1+ 5)’ (2+ V3) (V¥3+ 75)’, 
f,(Y— 72)" =2°(24 Y6)'(1+ 72) (2+73)", 
f, (V—112)' = 2" (1+ /2)'(2V2 +77) (3+V7. 


Es bleibt also nur noch die Bestimmung von /, (//— 240) iibrig. 
Diese Rechnung habe ich, in Ermangelung einer fiir diesen Fall 
passenden allgemeinen Formel auf einem etwas anderen Wege durch- 
gefiihrt, den ich hier kurz andeuten werde., 

Als Repriisentanten der 8 zur Determinante — 240 gehorigen 
Classen wihlen wir die folgenden: 





Y = (1, 0, 240), yy, = (8, 0, 80), . = (5, 0, 48), 
v; = (15, 0, 16),  ¥, = (4, 2, 61), v, = (12, 6, 23), 
%, = (20, 10, 17), Y; = (60, 30, 19), 


deren Charaktere folgende sind: 





G)|G)|G|@ 
% + + + + 
~ -—-i- aaa Sued 
~ > = + | nog 
wm +/+) - | + 
% +/+ + i- 
% -—|-| — | + 
ei i a ie 
Sti +i - i- 





Setzen wir 
, /— 20 12 
Qa = V— 60, a, = V a) eer zs } — 9 


so werden die zu -— 240 gehérigen Classeninvarianten 





TSF PLE 











ST ee 
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ty==f\ (20), x= f\(2,)", 2—f,(2a,)*, 2,—f,(20,)*, 
,,— 1\2%4 . (@, — 1\24 @, — 1\24 Ws — 1\24 
2\=f,( 2 *) ’ a= f,(%; ) ? r,=f,(° e )? a, =f,("; ’ 


und es bestehen die folgenden Relationen (Art. 3 Anmerkung, mit 
Benutzung des Werthes von f(/— 15) 
Ly ty = 2" f(a)", 
XL, 2, = 2'? f,(@,)**, 
Ly ty = 2" f(a)", 
©, X, = 2" Ff, (a,)"*, 
Hy Ly, Ly Ly Ly L, Xe Ly = 2%, 
Nun ist x, eine rationale Function von /2, V3, /5 mit rationalen 
Coefficienten, und wenn wir diese fiir den Augenblick mit (/2, /3, 5) 


bezeichnen, so folgt mit Riicksicht auf die oben zusammengestellten 
Charaktere *) 
2, —=( V2, V3, V5), 2—(-v¥2, v3, 5), 
m= (—-V2, V3, —V5), = —=( ¥3, 73, V5), 
m= (V2, —/3, —75), 2,—=( 2, —¥3, —/5), 
m= ( 7%, -V3, V5), 2, —(-V3, —V3; 3). 
Daraus erhiilt man 
Ly L, L, L, = &, + y V10, 
Ly y Hye, = &, + 4,30, 
Lo Ly LL, = & + 4,6, 
Ly Ly X, te = & + 9/2, 


worin nunmehr, da die Classeninvarianten ganze algebraische Zahlen 
sind, die §, 4 ganze rationale Zahlen bedeuten, welche den Be- 
dingungen geniigen 


Eo? + 10? = &,? + 309, = £,? + 6y,? = §,? + 2y,? = 2% 
und die also durch 2‘* theilbar sind. Man kann sie daher durch die 


Liésungen der Pell’schen Gleichung ausdriicken und erhiilt, wenn 
%,) %,, %, %, unbestimmte ganezahlige Exponenten sind, 


*) Vgl. des Verfassers erste Abhandlung ,,Zur Theorie der ell. Funct.’* § 21 
Acta Math. Bd. 6. 


———- on . —— —— ain 
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yy ty hy — 2 (3-4 / TO), 
Ly Ly LX, Ly = 218 (/5 +6)", 
Wp Ly Xe, Ly = 28(//2+4 3), 
Uy Ly Xs, X_ = 2(1+ 7/2), 
ata? — Bf, (Y= 60)". 
Kine ganz rohe Naherungsrechnung ergiebt fiir die vier Exponenten 


%y» %,, %» %, den Werth 12, so dass man durch Multiplication der 
fiinf letzten Gleichungen findet 


(f,(/= 240))' =2f, (= 60) (1+. 2) 8+ /10) (V2+/3) (V+). 


Marburg, im October 18838. 




















Ueber Resultanten und Discriminanten von @-Functionen 
hdheren Grades. 


Von 


Orro ScHLESINGER in Basel. 


Einleitung. 


Die nachfolgenden Untersuchungen sind aus dem Bestreben hervor- 
gegangen, die allgemeine Theorie der elliptischen Curven durch die- 
selben directen Methoden zu entwickeln, welche fiir die rationalen seit 
langer Zeit mit Vortheil verwandt werden. Es ist klar, dass dabei 
alle diejenigen Aufgaben, welche die nothwendigsten Grundlagen fiir 
die Behandlung ganzer rationaler Functionen bilden, nunmehr fiir Theta- 
Functionen héheren Grades sich darbieten und vor allem eine Erledigung 
finden miissen. In erster Reihe wird demnach die Frage auftreten, 
welches die nothwendige und hinreichende Bedingung ist, unter welcher 
zwei alleemeine #-Functionen, die irgendwie (z. B. als lineare Aggregate 
von #-Producten) gegeben sind, gemeinsame Nullwerthe besitzen. Es 
handelt sich also, wenn wir uns einer nach Analogie verstindlichen 
Bezeichnung bedienen, um Herstellung der Resultante der #-Functionen. 
Hieran schliesst sich naturgemiiss die Aufsuchung der Discriminante 
einer #-Function, sowie insbesondere die immer wieder sich darbietende 
Aufgabe, die gemeinschaftlichen Lésungen von 


F(uv) =0, 
(uv) =O 


zu bestimmen, wenn J’ als Function von w allein eine #-Function von 
gewissem Grade ist und ebenso als Function von v allein, wiihrend 
fiir © genau dasselbe gilt. Der engen und leicht ersichtlichen Be- 
ziehung, in welcher diese letzte Aufgabe zu den Siitzen steht, die aus 
dem erweiterten Correspondenzprincip fiir Curven vom Geschlechte eins 
sich ergeben, ist am Schlusse von § 3 eine kurze Betrachtung ge- 
widmet., 
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Ich setze im Folgenden, um Wiederholungen zu vermeiden, die 
Bezeichnungen und Siitze als bekannt voraus, die ich in meiner Ab- 
handlung: ,,Ueber die Verwerthung der @-Functionen“ etc, (diese 
Annalen Bd. XXX1) auf Seite 185—189 zusammengestellt habe, wihrend 
ich gleichzeitig bemerke, dass die tibrigen Theile jener Arbeit (die ich 
im Folgenden immer mit Th. citiren will) hier nicht in Betracht 
kommen. Nur michte ich darauf hinweisen, dass ich die Beschrinkung 
fallen lasse, die ich 1. c. 8. 187, Z. 12 eingefiihrt habe, wonach der 
Index @ immer als ein Werth im ersten Periodenparallelogramm be- 
trachtet werden sollte. In der That war fiir diese offenbar unwesent- 
liche Festsetzung nur der Wunsch massgebend, die Ausdrucksweise in 
den geometrischen Theilen jener Arbeit einfacher zu gestalten. 

An die Siitze, welche ich dem angefiihrten Orte entlehne, und 
die ich tiberdies meist ausdriicklich citire, schliessen sich einige ein- 
fache Rechnungsresultate, die ich im § 1 zusammengestellt habe, um 
weiterhin den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen. Die 
Vertheilung des iibrigen Stoffes ist aus den Ueberschriften des Para- 
graphen deutlich genug zu entnehmen. 

Eine unmittelbar nachfolgende Abhandlung iiber die Curven vom 
Geschlechte eins wird einen Theil der hier gegebenen Siitze verwerthen, 
und, wie ich hoffe, einen ersten Beweis ihrer Fruchtbarkeit ablegen. 


$ 1. 
Einige Hiilfssitze. 


I. Wenn g(u) eine #,"-Function ist, so folgt sehr leicht aus den 
Definitionsgleichungen (Th. S. 185), dass fiir zwei beliebige (positive 
oder negative) ganze Zahlen rr’ die Gleichung gilt: 


Ss f —ar’ SS entre’) ee 
(1) p(u+ra+r'a’))—(—1)rt"e ° e° (uw). 

Il. Ist g irgend eine ganze Zahl, « eine beliebige Grisse und gp (x) 
eine B,"-Function, so ist p(gu+«) eine 3-Function vom Grade g*n 
und vom Index g(e—na) 

Beweis: Setzt man 

y(u) = p(gu+e) 
so ist nach Gleichung (1) 


V(u+a) = 9(gu+e+go)—(—1y*9(guta)—(—1y"¥(u), 


ni - 2m 
a — aot 
gn, Bgu-+2a+ga'] = ge 


v(u+ oa’) =p(gu+a+tga’)=(— 1"e 


ni 22 
Pn 2u-+-o’ gO-gue 
g oe ( +o") oe Ige-- gue] 


=(— 1)" - é wy (w). 


plgu--e) 





es 
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Nun sind offenbar gn und g?n gleichzeitig gerade oder ungerade 
Zahlen; also (—1)9* = (—1)*". Es folgt mithin: 


v(u-+@) = (—1y"* vu), 


. . — on (auto) 22! 9(g—na) 
wv (u+ a’) = (—1)""e e w(u) 
q. e. d. 


III. Ist p(u) eine 0” und y(u) eine O,'-Function, und sind g'y 
die Ableitungen derselben nach u, so ist 
rp(u) sp(u) 


L(u) = 
(u) gu) ¥(u) 








cine Poi¢-Function.*) 


Beweis. Aus den Functionalgleichungen fiir g(u) (Th. 5, 185) 
folgt durch Differentiation : 


(2a) p'(u+o) = (—1)9(u), 


— 7 auto ws 


, , , Qrni 
y (u+ a’) =(—1ye ott, ‘(u) — 222% p(w}. 
Die letzte Gleichung giebt aber auch: 


a (2u-+-a') = 


-@ P 

(2b) @ (uta) + 2" g(upo)—=(—Iye ° e°  g'(u). 
Ebenso folgt: 
(3a) v'(uto) =(—1) Hu), 

Seuk . — 284 yas’) ont. 
(3b) w'(u+a’) + = -p(utea’)=(—l)te ° e° wu). 
Nach (2a) und (3a) resultirt mithin 

L(u+o) = (—1y""L(w) 

Ausserdem ergiebt sich unter Anwendung einer Determinantentrans- 
formation und der Gleichungen (2b), (3b) 
rp(u-+ a’) so(u-+-o') 


L{( . —_ . ; 
‘u+o’) 9 (ute) + 22% outa’) outa’) + 252" y(u+o’) 


Q2ni 
= (rts) 2 fig +o’) eo | +0) 
=(—1)r+e _—e UL 


was zu beweisen war. 


Es mége iibrigens gleich bemerkt werden, dass man auf genau 
dieselbe Art den Satz findet: 


*) Vergl. einen speciellen Fall dieses Satzes bei Hermite, Crelle’s Journal 
Bad. 32, p. 288. 


Mathemstische Annalen. XXXII. 27 
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IV. Sind 
P(t) Po (u) .. « Pa(u) 
®-Functionen von den Graden r,...%, und von den Indices @, .-. 04; 
so ist: 








ryt, (u) rtp, (tu). - . Tqt" Pg (ut) 
1,2,’ (u) + cao Met 2, () 
r, p,2-*) (w) +e Tq Pq?” (tu) 
p"7-» (u) ee Pit (U) 
eine &-Function vom Grade r, +7, -+---+ 47, und vom Index 


OQ + +--+ + &- 
Dabei bedeutet g;‘?)(u) die pe Ableitung von ,;(w). 


§ 2. 


Resultante zweier #-Functionen. 


Die Behandlung der meisten auf ganze rationale Functionen be- 
ziglichen Aufgaben ruht in letzter Linie auf der Thatsache, dass wir 
uns jede solche Function ein fiir alle Mal nach Potenzen der Variablen 
entwickelt denken. Die einzelnen Functionen desselben Grades sind 
alsdann durch die bei der Entwicklung auftretenden Coefficienten 
charakterisirt, und jede Beziehung zwischen denselben, wie etwa die 
Resultante zweier ganzen Functionen, stellt sich als eine Relation 
zwischen den Coefficienten dar. 

Um bei den @-Functionen héheren Grades denselben Vortheil zu 
geniessen, habe ich schon friiher (Th. 8. 189) das Verfahren ein- 
geschlagen, alle Functionen dieser Art von einem festen Grade » und 
einem festen Index g, die etwa in einer und derselben Rechnung auf- 
treten, simmtlich aus denselben » independenten #,"-Functionen als 
Grundformen zusammenzusetzen. Jede auftretende @-Function wird 
alsdann, da die Zusammensetzung nur auf eine Art moglich ist (cfr. 
Th. Satz 8) in genau bestimmter Weise entwickelt gedacht, und die 
bei dieser Entwicklung auftretenden Coefficienten leisten mithin den- 
selben Dienst, wie die Coefficienten ganzer rationaler Functionen. 

Wenn nun 

H, (uw) H,(w) .. . Hy (w) 
p independente @,”-Functionen und 


Zy+i(U) Zp42(u) « - - Zpr_(w) 
q independente @,!-Functionen sind, die wir resp, als Grundformen fiir 
alle @?- und @,%-Functionen benutzen, so kann man sich die Aufgabe 
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stellen, die nothwendige und hinreichende Bedingung zu finden, unter 
welcher die Functionen: 


i=p 
E(u) = > 1; Hi (a), 
i=1 
(4) 
4=p+q 


4(u) = >'m Zi(u) 


A=p+1 


einen gemeinsamen Nullwerth haben; d. h. wir kénnen uns nach der 
Resultante der Gleichungen 

E(u) = 0, 

Z (uw) = () 
fragen. 

Diese Resultante, welche sich als eine Function der Coeffi- 
cienten 1, ... Up Mp4i- +. Mp4, darstellen muss, kann nun durch 
ein Verfahren gewonnen werden, welches der durch Sylvester modi- 
ficirten Euler-Bezout’schen Methode, die Resultante zweier algebraischen 
Gleichungen herzustellen, ganz analog ist. 

Es kommt dabei vor Allem darauf an, die Grundformen aller auf- 
tretenden @-Functionen, d. h. zuniichst die Functionen H; und Z; 
passend zu wihlen. Aber da wir im Laufe der Rechnung noch 
o”,-, ®4- und @?**-Functionen brauchen werden, so wird es zweck- 
miissig sein, auch fiir diese schon hier die geeigneten Grundformen 
aufzustellen. 

Ich bediene mich dabei eines ganz iibnlichen Verfahrens, wie in 
meiner Abhandlung: ,,Ueber die Verwerthung der #-Functionen etc.“ 
(cfr. S. 190 derselben): Es seien niimlich a, a ... Gp Gp4i.,- Opty 
irgend welche (p + q) verschiedene Gréssen die nur so gewihlt sind, 
dass: 

i=p+q 
(5) a, nicht ==0 (mod. w, a’). 


Ich setze 


i=p 
a= Ss, 
: i=1 
(6) ae 
a= 
t=p-+l 
so dass 
t=p+9 


> wastt. 
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Ich bilde nunmehr die Functionen: 
H;(u) =, (w—a,)..., (we — a1) B, (U—6-++-s—av,) F, (u—az,41)... 9, (u—e,), 


¢aznl...p, 
E(u) =F, (w—az,)...B, (u — @_1) B, (u-++-t-++-s—a,) B, (U—a7; 4.1)... B, (U—ay), 
t=ml1...p, 


(7) Za(u) =O, (U—eep4s)... By (U—eeg_s) F, (u—t-+-t—ax,) B, (u— ra 41)... By (U—Oep 44), 
A=p+1,...p+4q, 
Ba(u) =, (u — ap yi)... By (U—ay_y) F,(u-+-6-++-t—arg) B,(u—arg 41)... B (W—aep4,), 
A=p+l1,....p+q, 
0, (4) =, (u— a)... (U — ys) F, (U-+8-++-t—a,) B, (UW — 41)... (U—eey4.,), 
w=1,2...p+q. 


Die Functionen ©,(u)... Op;o(w) sind, da s+é# nicht = 0, stets 
independent (cfr. Th. p. 188) und kénnen daher unter allen Umstiinden 
als Grundformen fiir alle #+7-Functionen genommen werden. Die 
Functionen H,(w) dagegen stellen nur so lange p independente @,°- 
Functionen vor, als (—6-+s) nicht =0. Nun kann, bei festem o, 
s als Summe der beliebigen Gréssen a, ... a, stets so gewihlt werden, 
dass — 6 + s nicht = 0 ist und eine solche Wahl soll im Folgenden 
stets vorausgesetzt werden. Da jedoch in den Anwendungen 6 auch 
bisweilen als Variable erscheinen kann, so muss jedenfalls ein fiir alle 
Mal festgehalten werden, dass H, ...H, nur so lange independent 
sind, als — 6 +s nicht = 0 ist. Eine thnliche Bemerkung gilt von 
den Functionen © Z; 3,. Wir wihlen also im Folgenden die Func- 
tionen H; ©; Z, 3, als Grundform resp. fiir alle auftretenden 7 02, 
,' o4,, halten aber fest, dass: 


H, ...H, dann und nur dann indepedent sind, wenn — 6+ nicht =0, 


8) ge ...& .es # « - » » Wenn t-+s nicht =0, 
Eettcsdigte © » os * » » Wenn —t-+# nicht =0, 
Bors-e-Rete oll - » »Wenn o-+¢ nicht =0. 


Die Producte H; 3, und ©; Z, sind (Th. Satz 10, 8S. 189) stets 
92*4_Functionen , und es miissen sich daher nach Th, Satz 8 constante 
Gréssen ni? Ni" so finden lassen, dass 

M=p+q 


Hi(u) 32(u) = D> mie Ou(u), 


u=l t==1...9 
(9) mtg eon re 
G;(u) Z,(u) = e Ni? ©, (u). 


aol 














p)» 


‘pta) ’ 
tpta)) 


Bn + a> 
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Die Bestimmung dieser Coefficienten ist fiir das Folgende wichtig. Sie 
ergiebt sich sehr leicht, indem man wu =a, setzt. Es folgt alsdann, 
da alle ©,;(w), ausser O,(u) verschwinden : 


tae A=—p+l...p+q 
ia &,(a,,)Z, (a, tai 
(10b) Nu = ae ‘ u=1l.ptgq. 

Man beachte nun bei den Gleichungen (10a), dass wenn uw < p 
ist, H;(a,) stets den Werth Null hat, ausser fiir w = 7%, und dass, wenn 
u > pist, 32(e,) =O ausser fiir w= A, dass mithin von den Gréssen 
nie... nit, nur ni* und nj’ von Null verschieden sind. Die Werthe 
dieser Letzteren resultiren iiberdies leicht, sobald man auf die Glei- 
chungen (7) Bezug nimmt, und aus ihnen die Werthe fiir H; 3, ©, 
in (10a) einsetzt. Es ergiebt sich so nach einer einfachen Umformung: 


(10a) wot ame HC) Ban) (‘= L...p 


yt Ble 9 Mi [o— (4-4-9) 


Oy (s+t) vy («; — et, ’ 


(11a) nit =< 4, [6—(8+a,—a,)] 4, [s—(—t)] 
—— ——_———_— ™ 


@,(8+-t) #,(a,—a,) , 
nit==Q fiir wat, wed. 
Kine ganz entsprechende Behandlung der Formeln (10b) liisst erkennen, 


dass von den Gréssen Nj’... Ni, nur N;* und Nj" von Null ver- 
schieden sind, deren Werthe sich leicht ergeben. Es folgt demnach: 











ppm — Blom ate—(ei-ert 9) 
, #,(8-+8) 8 (@, —a,) , 
iP oe &; [= — (a, — a, —8)] #1 (¢—#) 
(1b) Ni = 5G | 


Nie=0 fir wi, wa. 

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir nunmehr an unsere 
eigentliche Aufgabe herantreten. Wenn E(u) und Z(u) einen gemein- 
schaftlichen Nullwerth haben, d. h. wenn die Gleichungen (4) neben 
einander bestehen, so gilt dies auch fiir die (p-++q) Gleichungen: 


(Si Hi) Zulu) = 9, A=p+1...p+q 


i=1 


t=p+q 
(S ma 2:0) G;(u) = 0, fun 1.09 


i=pti 
oder, was nach den Formeln (9) dasselbe ist, fiir: 


(12) 
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Dhini? O,(u) = 0, (A=p+1...p+4) 
iepemete 


>)m Nj O,(u) = 0. (i= 1...) 
a 
Dies sind (p-++q) homogene lineare Gleichungen zwischen 
O,(u) O,(w) ... Opyo(w). 
Damit sie neben einander bestehen, miissen entweder 0,(u)...Op49() 


gleichzeitig Null sein, was offenbar, da s+ ¢ nicht =0, nach (7) 
unméglich ist, oder es muss die Gleichung A = 0 stattfinden, wobei: 


(13) 


p+ OS” a er »p+1 
2 lingers SF nie > nizt 
t==1 t==al 


i=1 


Suen Zew nae n > unig? 





n 
yy 1; np? te >) oP ee = 1; neta 
i i i ; 











(14) A= 
4=p+4q 
a a 
> m, Ni} > mMy? . ss > ma Nyy 
=p F i 
> ma Ny’? > m Ns? - -- - > ma Nit, | 
2 2 a 
> m, N}”* > m Ne’. os > m, N23, | 
- Z i 


Fiir die Berechnung von A ist es manchmal niitzlich, zu beachten, 
dass nach (10) 


i=p 


ae ) Ba(n 
lL; n - = f-. l; H; (@ ) = u) E (ey), 
- 2 Py , 0, (@,) f 
0) a =" j ©; (e,) &, 
>) mi; Ne = ty D> m2iles) = ae Ze). 
d=p-+1 oS e 


Anderseits kann man bemerken, dass nach den Gleichungen (11) 
viele der Gréssen n, N den Werth 0 haben. Unter Kinsetzung dieser 
Werthe tritt A in die mitunter besser verwerthbare Form: 











(14*)A— 





nein ee 
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Z 
Wir sehen, dass aus der Existenz einer gemeinschaftlchen Wurzel 
von (4) A= 0 folgte. Wenn umgekehrt A = 0 ist, so siind offenbar 
die (p-+-q) Functionen (13) oder was dasselbe ist, die (p-++q) Funce- 
tionen (12) linear abhiingig. Es lassen sich also (p-+-q) Constante, 
die nicht alle Null sind: 
Mortis * Mprgy, Uses ly 
so bestimmen, dass die Identitiit stattfindet: 


: 4=p+9 A=pt4 
Si H, (2) 4 mz 2a(u) + a my 2i(u) >; (S; (¥) = 0) 
f=n 1 A=p-+l 4=p+1 i=1 
oder: 
a=p+q 
(16) E(u) > my 3a(u) + Z(u) Si ; (4) = 
Aap-+1 i=1 


Diese Identitit kann entweder dadurch erfiillt werden, dass die 
zwei Summanden einzeln identisch verschwinden, oder ohne diese 
Voraussetzung. 

Im ersten Fall folgt, dass man die Constanten m’l’, ohne dass alle 
Null sind, so wihlen kann, dass gleichzeitig: 

A=—pt+9 
» 4 mi 2a(w) = 0 
uu 


4=p+1 
i=p 


2 G(u) = 0 





i=p 
Lorri nget ... Lgeet > knsit' 0 0... 0 
i=1 
i=p 
are? LagPt® ... Leet 0 poe 0 
i=1 : 
l, ni D+9 1, ni n 2pt7 |. L nperta 0 0 e.. 5, nept 
i=1 
4=ptq 
m, Ni" 0 ‘a0 Mpy Nyy + + Mpa Np fg? 
j=p-+1 
0 > nen NE? orn |) MypiNpfi > > + + +++ Mpyg PH 
Z 
0 0 ve > mae" my prNee s+ + + ssp pg NPP H 
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und dazu ist nothwendig und hinreichend, dass entweder die Func- 
tionen 3, oder die Functionen ©; linear dependent sind. Nach (8) 
sind aber p41... 3,4, nur abhiingig, wenn 6 =—?, &,...€, nu, 
wenn t = — § ist. 

Wenn also A = 0 ist, und die daraus resultirende Identitiit (16) 
einzeln verschwindende Summanden hat, so ist entweder 6 =— +? 
oder r= — 5. 

Wenn aber in (16) die beiden links stehenden Glieder nicht 
einzeln verschwinden, so lisst sich die Gleichung in der Form: 


(17) E(u) 3(«) + Zu) E(u) =0 


schreiben, wo jetzt &(u) eine nicht identisch verschwindende 9”, und 


3(u) eine ebenfalls von Null verschiedene #4, ist. Dann aber folgt, 
dass entweder E(w) und Z(w) einen gemeinschaftlichen Nullwerth be- 
sitzen, oder 


6+r=0 
ist. Denn wenn E(u)=0, Z(u)—O0 keine gemeinsame Wurzel 
haben, so muss nach (17) jede Wurzel von E(w) = 0 auch solche von 
(uw) = 0 sein, Da aber die Summe der Nullwerthe von E(u) (cfr. 
Th. Satz 4, 8. 187) = 6, die entsprechende Summe fiir (wu) =—r 
ist, so wiirde folgen 


6=—t (mod.a@’), 
wie behauptet wurde. 
: Wir sehen also im Gangen, dass, wenn die Gleichung A = 0 statt- 
findet , entweder 
(2) 6=—t 
oder 
b) t=-—s 
oder 
c) 6+1r=0 
oder 
d) eime gemeinschaftliche Wurzel von E(u) =O und Z(u) = 0 
| existirt, 


(18) ; 





Die Fiille a), b), c), in denen, wie unten gezeigt wird, thatsiich- 
lich & Null ist, geben also die einzigen Nullwerthe von A, fiir welche 
keine Lisung unseres Problems sich ergiebt. Man kénnte vermuthen, 
dass vielleicht A durch #,(6+-¢), #,(t-++s), 9,(6-++1) resp. durch ge- 
wisse Potenzen dieser Ausdriicke theilbar sein kénnte. Indessen scheint 
dies im Allgemeinen nicht der Fall zu sein; wohl aber tritt es in 
den meisten speciellen Anwendungen, die ich bisher untersucht habe, 
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thatsichlich ein, und es ist alsdann méglich, durch Division A von 
jenen fremden Factoren zu befreien und so die Resultante selbstiindig 
herzustellen. 

Aber gerade fiir diese Anwendungen ist es niitzlich, schon hier 
zu bestimmen, in welchem. Grade A fiir die Werthe a), b), c) ver- 
schwindet. 

Es sei zunichst 6 =—t, d. h. 6=—t+ra-+ro' wo rr 
beliebige ganze Zahlen sind. Alsdann ist nach (7) 


Ba (u) =, (U— p41) «By (6 —e_s) O (U— a + ro@+r' a’) , (uw — a41) 


ee o, (u mei Opto) 
mithin nach Gleichung (1) 


«ote (2u —2ag-+7r' w') 


3a(u)—=(—lyrtr"e  * 9D, (U— ety 41) .+6 By (W—er_1) 8 (U—e2) 


A +++ BD; (U—ap4o). 
Wenn wir also setzen: 


A=q 


3) =] [a (u—en), 
A=l1 
so ergiebt sich: 


mi ’ 
= (2u—2a +r @’) 


3a(u) = (—1y"'e 3 (u) 


wo 3 von A ganz unabhiingig ist. Nunmehr folgt aus Gleichung (15): 


<2 mi tat 
rs: ia vibe er (2a@4—2@) -+-r' a’) 3 (a ) 
i=1 =e @, (a,) E(,). 





Hieraus erkennt man, dass in A (Gleichung 14) alle Elemente der 


, ni 
2r —a 
. : P+ : 
ersten Horizontalreihe den Factor e ° , alle Elemente der zweiten 


2r a a@ 
Horizontalreihe den Factor e ° ?* etc., alle Elemente der g'" Zeile 


nmi 
den Factor ig —— gemein haben, und dass, wenn man diese Factoren 
vor die Determinante schreibt, die qg ersten Zeilen der iibrigbleibenden 
Determinante siimmtlich identisch werden, Daraus folgt, dass fiir 
6 =—¢? nicht nur A, sondern auch die Ausdriicke 


dA dA ata 
‘do de °° gg 
den Werth Null erhalten. 
Alle Werthe ¢ =-—t sind also mindestens (q — 1)-fache Null- 


werthe von A. 
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Es sei ferner t= —s dh. t=—s+ra-+ra’, dann ist 
nach (7) und nach den Gleichungen (1) 


: —r tf @u—2a;+r'w) ‘ 
E(u)—(—1ly*"e ° #, (u—a,)... 9, (u—aj_1) B, (uw — a) 
&, (u — ai41)...F, (u— ay) 


ni. — 
-—r = (2u—2a;-+7' ow’) 





=(—1)"+"e E(u), 
wen 
i=p 
E(u) = ] ] 3, (w— a) 
i=1 
gesetzt ist. Aus den Gleichungen (15) folgt alsdann: 
4=pt+q , ni ae 
i =? Dp Au 2a rw’) & (a 
Simin? = (ye oyieay 2), 
vat mee 


Daraus ist ersichtlich, dass in A alle Elemente der (q+ 1)'*" Horizontal- 


ar 7" a, 
reihe den Factor e “ , alle Elemente der (g-+ 2)" Zeile den Factor 
ee 


ar wa, 27" a. 
e °  etc., alle Elemente der (q-+-p)'" den Factor ¢ °” ” enthalten, 


und dass nach Vorsetzung dieser Factoren die p letzten Horizontal- 
reihen der Determinante ganz identisch werden. Es folgt also, dass 
fir c= —s 


A, a4 @a |, aha 
7 dc? dt? dr?—2 
siimmtlich verschwinden; t == — s ist demnach ein mindestens (p— 1)- 
facher Nullwerth von A. 
Ich beweise schliesslich, dass die Werthe (18c) niimlich tr=—o 


jedenfalls einfache Nullwerthe von A vorstellen. Man kann dies durch 
directe Untersuchung von A mit Hiilfe von Determinantenumformungen 
erkennen. Ich ziehe aber der Kiirze halber vor, zu zeigen, dass die 
Functionen (12) abhiingig sind, sobald t = — 6 + ra + ra’ gesetzt 
wird. Wie wir gesehen haben, muss dann A = 0 sein, 

Nun ist fir c—=—o6-+ra@-+r'q@ resp. was dasselbe ist, fiir 
6=—t+ro+r@ nach Gleichung (7) 


ni e 6 
r — @u—20429— 2a; + r a’) 


Gi(u)—=(— 1) "ec H,(u), 


o <*(2u—2e+2¢ —2aj+r'w') 


Ba(u)=(—1)y*r'e Z,(u). 


Die linken Seiten der Gleichung (12) lauten mithin in diesem Fall: 





ir 





Resultanten und Discriminanten von #-Functionen. 423 


—r 2 autre’) <3 ~rat [— 88-8) Bay 
(—1)y+"e ® b 1; Hi (a) e w ( 2,(u), 


f==1 


(A=p+1...p+4q), 
mi » =p+e ni 
—r (2u-+-r'w') —r — (—20+23s—2a; 
(—lyt"e ° > mZi(uje ( HA(u), 
=p+1 


a , (¢—==1...p). 
Multiplicirt man 


r’ * - 2¢+ 2t—2ay 14) 


die erste dieser Functionen mit e My+1y 
ties , r' “s (- 2t + 2t—2ay49) 
le zweite si = « © My+-2y 
mi 
di . f— (—2¢+ 2t—2a)45) 
ie .g *” » » € Mp+o> 
ni 
di 1\e t= ns 
1e (q+ ) ” 9 ne 1) 
ni 
* —— (— 26-4-2 s— 2exq) 
die (q-+2)" ae 
, ” ” ” 2) 


, mi 
ie (—20+2s—2a,,) 


die (q +p) ”? ” ” c l, 


und addirt die Resultate, so ergiebt sich offenbar identisch Null, wie 
zu beweisen war. Wir sehen also, dass fiir «+60 die Deter- 
minante A mindestens einfach verschwindet. 

Man kann jedoch weiterhin zeigen, dass dic Werthe 6 =—t, 
t=—s, 6=—t, welche die cinzigen unserer Frage fremden Null- 
werthe von A sind, als solche nur resp. (¢—1)-fach, (p—1)-fach und 
emfach zu edihlen sind. Zu diesem Gwecke geniigt es festzustellen, 
dass in irgend einem speciellen Falle diese Nullwerthe nur in der 
genannten Vielfachheit auftreten, da alsdann im Allgemeinen die That- 
sache a fortiori stattfinden muss. 

Ich wiihle zu diesem Zweck den Fall, dass in den Gleichungen (4) 


= 1 L=O...4,—0, 
Mpt1 =O Myre =O... Mppysa =O my, = 1 


ist. Indem ich diese Werthe in die Determinante (14a) einsetze und 
die letzten q Colonnen derselben, ohne ihre gegenseitige Stellung zu 
iindern, vor die ersten p Colonnen bringe, ergiebt sich: 
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niet QO -«-- QO 8) mit O -- @ | 
0 niet? i | O  mipt? O -- O | 
0 0 oooenptert 0 ni pret QO ««j- @ 


(—1)77A=| 0 @ «. @ nbpra npr 0 -- O 
0 0 -«-- O Neer ype 0... 0 








0 So us © foe O Net... 0 
0 0 eee 0 fa A 0 0 isle Neer 


Nr?t* NOP A 


1, 1, 
nyPt? tpta| 


Setzt man hier die Werthe aus (11a) und (11b) ein, so resultirt unter 
Benutzung des Productzeichens 


(19) (— 1°74 


pti pt? tpta-1 py? pte p+ 
= nti he? mpi! Nee tt... pete 








A= —1 = 
(- vf [o— (s-+e,—e)] f hal Cte rial [#,(o-+-t)]?—! (9, (r-+s)]}? 
=p-+1 





-- a eae -D, 
[@, vars [foun («;—a,) caf [% (@;—e, 4) 
wo: 
4, [(c—(—s)] 8, [t—(@,— ppg +e)] 9, [t—(@, —ep4,—8)] O(c —8) | 
#,(6—s)#, [6 — (ap4,— a, —2)] 9,[o—(s+-orp4.—e,)]9,[6—(—2)] 





D ist demnach (cfr. Th. Satz 4 und 6) als Function von t eine # 
mit dem Index (—s+¢+a@,—a, ,), als Function von 6 eine ® mit 
dem Index (s—t—a,+ a, ,,). Andererseits erkennt man, dass D fiir 
6==—vt verschwindet, mithin durch @,(6+ 1) theilbar ist. Der 
Quotient muss als Function von t eine #' mit dem Index 


—S++t+ a, — aig+ 6, 


als Function von 6 eine #' mit dem Index s —¢— a, + a@4,+1 
sein und ist daher: 


= C9, (6 —1—s-+t-a,—ap4,), 
wo C von 6 und f frei ist; d. h. es ist 
D =C.-4,(6+1) #,(6o—1—s+t+a,— a,4,) 
und nach (19) 





-D, 


t) | 
) 
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4=ptyq-1 = 
If [o— (#te— ond 91[7—(H-a,—ep44)] 
A=c. = _ ' 


i aT . 
[Te (4 — «) | [* (@#;—@p49) 


=p 





#, (o+t) [8 (04) [1(e+8) 


>< 
[a (se) ]?*? 





wobei ¢ eine von 6 und t freie Grésse ist. 

Da hier simmtliche von 6 und t abhingige Nullwerthe von A 
in Erscheinung treten, so sieht man, dass in der That o = — #, 
t= — 6, 6 =—T nur in der angegebenen Vielfachheit vorkommen. 

Wir kénnen in Folge dessen nunmehr den Satz aussprechen: 

1. Wenn E(u) =0, Z(u) =O eine gemeinschaftliche Wurzel 
haben, so ist A=0. Umgekehrt bedingt jeder Nullwerth von A mit 
Ausschluss der (q—1)-fach zdhlenden Nullwerthe c==—t, der (p —1)- 
fach zihlenden Nullwerthe t= —s und der einfach zihlenden Null- 
werthe 6 ==—t die Existenz von mindestens einer gemeinschaftlichen 
Wurzel der Gleichungen E(u) = 0, Z(u) = 0. 


Ueber die Natur der Functionen F'(uv), die sowohl in w als in » 


9-Functionen von denselben Perioden sind. Gemeinschaftliche Nullwerthe 
zweier Functionen dieser Art. 


Dic eben durchgefiihrte Untersuchung kann ganz allgemein dazu 
dienen, die gemeinschaftlichen Lésungen der Gleichungen 


F(uv) =0, 
O(uv) = 0 


zu bestimmen, wenn F' und ® sowohl als Functionen von u, wie auch 
als Functionen von v @-Functionen von beliebigem Grade darstellen. 
Bevor diese Aufgabe in Angriff genommen werden kann, muss jedoch 
der Charakter derartiger Functionen von zwei Variablen niiher fest- 
gestellt werden. 

Wenn F(uv) als Function von w eine #?-Function ist, so wird 
der Index derselben im Allgemeinen von v abhiingig, also eine Func- 
tion v sein, die ich mit y(v) bezeichnen will. Ist ferner F(wv) als 
Function von v eine @”-Function, so wird der Index durch eine 
gewisse Function »,(u) dargestellt werden. Ich behaupte nun: 

2. Wenn F(uv) als Function von wu eine @, als Function von v 


cine Oy ist, so sind die Functionen y y, stets von der Form: 


(20) 
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(21) n(v) =gv +8, 
n (u) = gu + B, 
wo g eine ganze Zahl, BB, beliebige Constanten sind. 
Beweis. Nach unserer Definition gilt fiir jeden Werth von u 
und vw die Gleichung: 
. pri 


27% 
— —— (2u-+-a') —— u(r) 
(22) F(ut+a',v)=(—1re ° ec” F(uv). 


Da F(u-+ qa’, v) als Function von v (nach Definition) fiir alle end- 
lichen Werthe von v eindeutig stetig und endlich ist, so gilt dasselbe 
von der rechten Seite der Identitiit (22) und da es fiir F'(wv) eo ipso 
22i 

der Fall ist, auch fiir e ° ae . Diese Function kann also insbesondere 
fiir keinen endlichen Werth von v unendlich gross werden. Aus 
dieser Thatsache folgt, dass jeder Werth von v, der F(wv) annullirt, 
auch ein Nullwerth von F(u-+q@’,v) ist. Danun F(wv) und F(u+o’,v) 
in v @-Functionen desselben Grades sind [resp. vom Index »,(w) und 
y,(u-++@’)| so stimmen ihre Nullwerthe simmtlich iiberein. Daraus 
folgt aber (Th. Satz 4), dass ihre Indices congruent sind. Es miissen 
sich mithin zwei feste ganze Zahlen*) g’g so finden lassen, dass 


(23) n(U-+a') = 4, (u) + go+ ga. 
Man ersieht daraus, dass 


2 oe 
c F(uv) 
als Function von v eine #”: ist, die denselben Index hat wie F(a -- a’, v). 
Weil beide Functionen iiberdies dieselben Nullwerthe haben, so folgt 
(Th. Satz 3) fiir ¢ als eine von vw freie Groésse 
2 mi 


F(u+a',v)=e ad F(uv), 


Indem man dies in die Gleichung (22) einsetzt, ergiebt sich: 
22i pr 
-_?" i 


ute’) =! ne) 
ce =(—1)?e e ‘ 
v 


@ 





*) Man kinnte etwa noch zweifeln, dass gg’ fiir jeden Werth von wu dieselben 

Zahlen vorstellen. Dann miisste aber (uw) an gewissen Stellen entweder vieldeutig 
2ni 
oder unstetig sein. Oben ist gezeigt, dass e” eindeutig und stetig ist, dasselbe 
= Gi 

kann vone® —— bewiesen werden. Die Grissen, um welche an Stellen der 
Vieldeutigkeit resp. Unstetigkeit die Werthe von »,(u) differiren kinnen, diirften 
also nur Vielfache von @ sein. Es kinnte also eventuell g’ variiren, was auf das 
Folgende keinen Einfluss hat. 








“ ll 


— ee 


al we 
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Diese Gleichung lehrt offenbar, dass 
(24) n(o) =90 +B 


wo g die oben definirte ganze Zahl und £ eine von v unabhingige 
Grésse ist, die aber, weil y iiberhaupt nur Function von v ist, auch 
w nicht enthalten kann, also eine reine Constante vorstellt. Ebenso 
ergiebt sich, indem man in der angestellten Betrachtung w und v ihre 
Rolle wechseln lisst: 
(25) (u) = gu + B, 
wo g, eine ganze Zahl, B, eine Constante ist. Aus dieser Formel und 
(23) folgt aber: 
1} m (U+o')— (uv) =9,a =go+ga' 
d. h. 
9=9- 

Die Functionen 4 und y, haben also in der That die Form (21), wie zu 
beweisen war, 

Wir gehen nunmehr an die Liésung der oben gestellten Aufgabe, 
indem wir iiber F'(wv) und O(wv) die allgemeinsten nach dem Lehr- 
satz 2 itiberhaupt moéglichen Voraussetzungen machen. 


Es sei F als Function von w eine 0/43, 


y Mm 
(26) ali * “i » U8 » outs, ’ 
26 : 
q 
» » ® ” ” » U ” a, ot+y> 
vi 
»n » ® 45 ” » 0 yy Bruty 


wobei gh beliebige ganze Zahlen, BB,, yy, beliebige Constanten sind. 
Die Auffindung der gemeinschaltlichen Lésungen von (20) erfordert 
die Ableitung der nothwendigen und hinreichenden Bedingung, unter 
der F und ® als Function von uw einen gemeinsamen Nullwerth haben. 
Diese Bedingung kann aber auch nach den Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen sofort hergestellt werden, sobald man setzt 
F (uv) = E(u), 
P(uv) = Z(u), 
o=—gu +B, 
t=hv-+ y.*) 
*) Hier kénnte sich das Bedenken erheben, ob fiir Werthe von v, welche 
das Eintreten einer der unter (8) ausgeschlossenen Fille bewirken, z. B. fiir die- 
jenigen, welche die Congruenz gv + 8 =s erfiillen, die Anwendung des Satzes 1 
erlaubt sei, weil alsdann die Formen H,...H,, dependent werden, Dadurch 


kinnte die Giiltigkeit der nachfolgenden Siitze fiir eine Anzahl isolirter Werthe 
von v zweifelhaft werden, Doch ist aus der Willkiirlichkeit von s und aus der 
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Sie wird nimlich durch die Gleichung A = 0 unter Ausschluss gewisser 
Nullwerthe derselben geliefert. Es kommt mithin zuniichst auf Her- 
stellung von A an. Fiir die Berechnung dieser Determinante benutze 
ich die Formel (14) und die Gleichungen (15), welche Letztere unter 
Anwendung von (27) ergeben: 


3a (%u) 





nid oe SV F(a, , v), 
i . ©, (%u) 
t=pt4 
a G; «.,) 
m Nal = giigey O(t4, 0). 
d=p+1 [Thal 7) 


Wenn man hier auf der rechten Seite die Gleichungen (7) unter Ein- 
fiihrung der Werthe von 6 und rt benutzt, und alle Factoren, die von 
v unabhingig sind, in Constanten zusammenfasst, so ergiebt sich: 


i=p 
MLDS he FEES nite, 

i=1 
9 
@) apt 
b) >) ma NP = Cin (hot y+s+e,—e%) O(c,, 2). 

ip} 

In (28a) ist der erste Factor als Function von v nach $1, II eine 
#7 vom Index — g(6-+¢-+«,—a,), der zweite Factor nach (26) eine 
@” vom Index ga, + B, mithin die ganze linke Seite eine ##+” vom 
Index 6, — 9(8++t—«,). Da hier der Stellenzeiger w gar nicht mehr 
vorkommt, so folgt, dass in der Determinante (14) 


alle Elemente der 1'" Zeile #-Functionenv Grade p,+g?, v. Index B, — g(B-+-t— a p41), 


” » 2 5 ” n » Nts» » B, —g(B +t —ay+2); 
” ” q'" ” ” » ”? Pit+9* ”? ”? B, —_ 9 (B+t—ep4.) 
vorstellen. 


Aus (28b) ersieht man ebenso, dass der erste Factor der rechten 
Seite in v eine #” vom Index — h(y+s-+-a,—«;), der zweite Factor eine 
8” vom Index (ha, -+ y,), mithin >m yy; eine #-Function vom Grade 

a 
(q,+h?) und mit dem Index y, — h(y-+-s—a,) ist, der also m gar 
nicht mehr enthiilt. Daraus folgt wiederum, dass in (14) 


Stetigkeit der hier auftretenden Functionen leicht zu ersehen, dass auch fiir jene 
Werthe die Resultate unveriindert bleiben miissen (man vergl. die eingehende 
Erledigung eines analogen Bedenkens in Th, 8. 191). 
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alle Elemente der (q-++-1)'* Zeile #-Functionen v. Grade g,-+-h?, v. Index y, —h(y-+s—«,), 


” ” » Q+2)" ,, ” » n Ut, » %—-2y+s—a,), 
» ” » (Q+p)'" ,, ” » » “th, » ¥:—h(y-+s—ay) 
sind. 


Da jedes Glied der Determinante ein Product von (p+ q) Ele- 
menten ist, die verschiedenen Zeilen angehéren, so stellt es (nach Th. 
Satz 10) eine 9? -Function vor, wo 


(29) G= (ry, +9) + PG +), 
J = 4(B,— 98) + p(1 — hy) — 9(q@— 1) t—h(p—1)s. 
Die ganze Determinante A ist folglich nach Th. Satz 6 ebenfalls 
als Function von v eine @¢-Function vom Index J. 
Wir wissen nun aus Satz 1, dass die einzigen Fille, in denen A 
verschwindet, ohne dass eine Lisung unseres Problems eintritt, durch 
(18) gegeben sind; d. h. in unserem Falle durch: 


gu+pS—t, 
hyv+y=-—s, 
Gg +h)o+p+y=0. 


Die Werthe von v, fiir welche diese Gleichungen stattfinden, 
werden resp. gegeben durch: 





= —'-6 y sete 8 0---g—F 
a) = g + g x = 0++-g—1 ) 

» im <9 so-+ ea’ é =().--R—1 
_ 2 ee +". ce ee ee . 
c) o = by fo+ fa" =Q---g+h—1 


9th & me O-e-gth—l 


Sind v,v,...v, die rechten Seiten von (30a), so ist v=; nach 
Satz 1. ein (g—1)-facher Nullwerth von A, und da A eine @¢- Function 
ist, so muss es die (g — 1) Potenz von #,(v—v,) als Factor ent- 
halten. 

Sind desgleichen v,'v,'...vj: die rechten Seiten von (30b), so 
folgt ehenso, dass A durch die (p— 1) Potenz von @,(v — v;) 
(4==1---+h*) theilbar ist und wenn v,"v,"...0vj4,» die rechten 
Seiten von (30c) sind, so erkennt man, dass A die erste Potenz von 
3, (vo —v,) fir »=—1---(g+h) als Factor enthilt. Nach Aus- 
scheidung aller dieser Factoren stellt A das gesuchte Resultat R(v) 
der Elimination von « aus J’ und @ ohne fremde Bestandtheile dar. 
Setzen wir also: 


Mathematische Annalen, XXXIII. 28 
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p(v) = O,(v — v,)-- - 8,(v — v9), 
(31) $(v) = 8,(v —0,') -- + 3, (v — op), 

x(v) = (v0 —0,")- ++ (0 — v4"), 
so ist A durch g?—'p?—'y theilbar und: 


a2 Re) = be, 
Aber da nach (30) 

Wm tee =—gt+8)+ HS" +0), 
ous +o ——h(s+y) + 7% way (o +’), 


” ” ” h)* h— " 
Oy ys bv — (G+h)(B+y) + GE GTA (+ 0’), 
so ist 

lay s—") 
-g eine #” vom Index — g(¢+ 6) + ~~~ (a+ @) 
. ‘a = 
y, ” » —h(s+ n+—2 — (@ + @’), 
2 (g-+h)? (g+h — , 
x ” dor) ” ” — (g+h) (B+) + tart =. (@ + @ ). 
Also ist p?—'w?—'y eine #-Function vom Grade 
q-)NP+(p—-1M+GHh? =—ag9 + ph? + 2gh 
und einem Index, der congruent ist zu 
— (¢ — 1) gt —(p — 1) hs — agB — phy — gy — hf. 
Man erhilt Grad und Index von R, indem man Grad resp. Index 
des Nenners von (32) von den entsprechenden Zahlen des Ziihlers ab- 
zieht. So ergiebt sich als Grad von R 
G — qg’ — ph? — 2gh = pg, + ar, — 29h, 
wihrend der Index congruent ist zu 


J+ (q— 1 gt+ (p—1)hs+qgb + phy +97 4+ hp 


d.h. zu 
PY; + 9B, + oy + AB. 
Es folgt aus Alledem der Satz: 

3. Es giebt genau (pq, + ap, — 2gh) Werthe von v, fiir welche 
die Gleichungen (20) neben einander bestehen kinnen. Dieselben werden 
durch Auflisung der transcendenten Gleichung: 

A 
erhalten. Dabei haben gp, w, x die aus (30) und (31) ersichtliche Be- 
deutung. Sind V,V.+++ Voa-+op—agn Ue Nullwerthe von R, so ist 


Vy t+ Vot- +: + Vpator.—ags =P +98; +t9v +AB (mod. a, o’). 








nr 
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Wenn F =O und © =0 symmetrische Gleichungen in u und v 
sind, so giebt die Gleichung R(v) =O nicht nur die Werthe v, fiir 
welche die Gleichungen (20) in w eine gemeinsame Lésung haben, 
sondern auch die Werthe u, fiir welche die Gleichungen (20) in v 
eine gemeinsame Lisung haben. Da alsdann: 


P=?DP; 
B= f8,, 
I=) 
al 


= : » oe 2pq—2Zgh 
ist, so wird R eine Oy os ecota) 


3a. Wenn die Gleichungen F = 0, 9 =0 inu und v symmetrisch 
sind und F in wu eine ets D in wu eine Fo+4y vorstellt, so haben sie 
pq —gh gemeinschaftliche Werthepaare ,v, ..- Upq—ghUpg—gn und 
es ist: 


und es folgt: 


DED =P +9 + bG@+2) (mod. oo’), 


i=1 
i=paq+gh i=paqt+gh 


Die Siitze 3 und 3a kénnen nur dann eine Ausnahme erleiden, 
wenn Jt(v), oder was dasselbe ist, A identisch in v verschwindet. 
Alsdann existiren die Gl. (20) fiir jeden Werth von v, d. h, es giebt 
unendlich viele gemeinsame Nullpaare. 

Bevor ich dazu iibergehe, einige specielle Anwendungen der eben 
abgeleiteten Siitze zu geben, wird es am Platze sein, auf den Zu- 
sammenhang hinzuweisen, welcher den Gegenstand dieses Paragraphen 
mit der allgemeinen Theorie der auf algebraischen Curven vom Ge- 
schlechte eins stattfindenden Correspondenzen verbindet. Ich nehme zu 
diesem Zwecke an, dass die homogenen Coordinaten einer beliebigen 
Curve n‘* Ordnung C" vom Geschlechte 1 in bekannter Weise durch 
Thetafunctionen (mit den Perioden @’) eines Parameters ausgedriickt 
sind. J'(wv) sei ferner eine Function der oben betrachteten Art und 
zwar als Function von « vom Grade p, als Function von v vom 
Grade p,. Alsdann stellt 
(34) F(uv) =0 
eine Beziehung dar, vermége welcher jedem Punkte uw der Curve 
(d. h. dem Punkte mit dem Parameter u) p, Punkte v(v,v,...v»,), 
jedem Punkte » aber p Punkte u(u,u,...u,) zugeordnet werden. 
Zugleich sagt der Lehrsaiz 2. aus, dass sich eine ganze Zahl g und 
2 Constanten ££, so finden lassen, dass: 


%+%+-+++%,=9gu+B, (mod. a’), 
Ubu +--++uy=—gv +B (mod. aa’). 


28* 


(34a) 
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Setzen wir nunmehr, um die Vergleichung mit den allgemeinen Unter- 
suchungen itiber Correspondenzen zu erleichtern, g = — y, so kénnen 
wir sagen: 

Jede Gleichung der Form (34) begriindet auf C" eine Werthigkeits- 
correspondenz*) und zwar von positiver oder negativer Werthigkeit, je 
nachdem y wositiv oder negativ ist. Ist insbesondere y positiv, so hat 
die Correspondenz einen y-werthigen Schnittpunkt in u = v**). Es ist 
nun leicht, fiir die durch (34) dargestellte Correspondenz die Anzahl 
der Coincidenzen zu bestimmen. Die Parameter der Coincidenzpunkte 
sind namlich gegeben durch 

F (uu) = 0. 
Nach der Definition von F'(wv) ist aber: 


F(u+o, v+o) = (— 1)? Fu, v+ a) =(— 1)? Fun), 


pri » 228 
: : ——— uta’) ———(go-+9o'+-p) : 
F(u+ oa’, v+o')=—(—1)?e ” - Fu, v-+@’), 
—pnri P ni , 2a " 2ni 
ptr, — 24 to') —m——(2e+o') ——(go+go'+-p) — (gute 
=(—1) ““e ® “Sie e® e” F (uv). 


Aus diesen Formeln folgt fiir wu = v 

F(u+o, w+) = (— pte” F(uu), 
— ni Qni 
2g (pt P29) Bufo’) —™"(8-+ A) 

F(u+ oa’, u +a’) = (— ) ia leet e , F (wu). 
Wir sehen also, dass F' (uu) eine #-Function vom Grade p + p, — 2g 
=—p+p,+2y und vom Index B+ B, ist. Unsere Correspondenz 
hat also p + p, + 2y Coincidenzpunkte, wie es sein muss.***) 

Wenn (uv) eine Function derselben Art ist wie (uv) und den 


zu F gehérigen Zahlen pp, g = — y, fiir ® die Zahlen qq, g =—y 
entsprechen , so folgt aus Lehrsatz 3, dass die beiden Correspondenzen: 
F(uv) = 0, 
P(uv) = 0, 


Pd + 4M, — 299 = Pd + 9D: — 277 
gemeinschaftliche entsprechende Punktepaare besitzen. Dieses Resultat 
ist gleichfalls in vélliger Uebereinstimmung mit der von Herrn Hur- 
witz7) und friiher fiir positive Werthe von yy’ von Herrn Brill 1. ¢. 
gegebenen Formel. 





*) Hurwitz, Math. Ann. Bd. 28, 8. 564 (abgedruckt aus den Berichten 
der kgl. Siichs, Gesellsch. d. Wissensch. 1886). 
**) Brill, Math, Ann. Bd. VII, p. 609. 

***) Hurwitz, 1, c. 8, 567, fiir positives y cfr. Cayley, Comptes rendus 
Bd, 62, p. 587 u. Philos, Transactions Bd. 158, p. 145. Brill, Math. Ann. Bd. VI, 
p. 41. Bd. VII, p. 611. 

7) l. c. S. 568, 
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Man koéunte hier den Beweis anschliessen, dass jede unserer 
Correspondenzen im Falle eines positiven y durch eine algebraische 
Gleichung zwischen den Coordinaten der entsprechenden Punkte, im 
Falle eines negativen y durch gwei solche Gleichungen definirt werden 
kann. Der betreffende Nachweis wiirde jedoch nur auf eine Speciali- 
sirung derjenigen Entwicklungen hinauslaufen, welche Herr Hurwitz 
im Falle einer Curve von beliebigem Geschlechte gegeben hat*), Ich 
nehme daher nur noch Veranlassung, auf eine neuere Abhandlung 
von Herrn Brill zu verweisen**), welche den hier beriihrten Gegen- 
stand mit Beriicksichtigung der von Herrn Hurwitz gegebenen Er- 
weiterungen vom rein algebraischen Standpunkt aus beliandelt. 


§ 4. 
Beispiele. 

Die erhaltenen Resultate sollen hier auf 2 einfache Aufgaben An- 
wendung finden, welche fiir die nachfolgende Abhandlung iiber ellip- 
tische Curven von Bedeutung sind. 

Es seien A(u) M(t) 2 beliebige #2**-Functionen, N(w) P(u) 2 be- 
liebige @2**-Functionen. Es soll die Zahl der gemeinschaftlichen 
Lésungen von: 

F(uv) = AMMO — ACM) Lo, 


(« D) d; ( ) 
J u v 


bestimmt werden. 

Da der Ziihler von F als Function von w ein #27 ist, wihrend 
der Nenner, welcher offenbar als Factor im Zihler auftritt, eine @,' 
vorstellt, so ist F in w eine #$_,, ebenso in v eine @J_,. Ferner ist 
® als Function von u eine #4_,, als Function von v eine #2_,. Beide 
Gleichungen sind tiberdies symmetrisch, und wir haben mithin den 
Satz 3a anzuwenden, wobei gesetzt werden muss: 

so = 1, B = 6, 
h=—1, y = Tt, 

Es folgt mithin der Satz: 

4. Die Gleichungen (35) haben (falls sie nicht unendlich viele ge- 
meinsame Werthepaare besitzen) genau pq — 1 gemeinschaftliche Null- 
PAAYE U,V,» ~~ Upq—1 Upg—i Und es ist 

i=pq-1 


u +o =(p—1t+(q—16 (mod aq’). 


i=1 


*) lc. S. 565 u. 575. 
**) Math. Ann, Bd. 31, p 374 ff, man vergl. insbesondere p. 405. 
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Daran schliesst sich naturgemiiss die Behandlung der folgenden 
Aufgabe: 

A(u) M(u) N(u) seien 3 beliebige 0/**-Functionen. Es soll die 
Zahl der Werthepaare bestimmt werden, welche alle Determinanten 
der Matrix 

A(u) M(u) N (te) 
In) M(v) N(e) 

annuliren, ohne dass u = »v. 
Es sollen also die gemeinschaftlichen Lésungen vou 


M(w) N (2) | 
M 


: | (v) N(v) 
a) L(wv) = —— = 


Niu) A(w) | 


b) M(uv) = No Ae =, 


| A(u) M(a) 


A(v) M( 
ec) N(uv) = JAC) Moo) | een 





= 0, 





= () 
gefunden werden. 

L, M, N sind symmetrische Functionen von uw, v und zwar als 
Functionen von w d¢_,-Functionen, mithin als solche von v o—u- 
Functionen. 

Wenn also (36a) und (36b) nicht unendlich viele gemeinsame 
Werthepaare haben, so ist die Zahl der gemeinschaftlichen Paare aus 
Lehrsatz 4. zu ersehen, wenn man dort 


p=; 
6= t= Q 
setzt. Die Zahl derselben ist also p? — 1 und wenn sie durch 
U,V, .. » Upr—1 Vp—1 vorgestellt werden, so ist 
i=p—1 
D> ut u=2(p— 1) @. 
i=1 
Nun gelten offenbar die Identitiiten 
A(u) L(wv) + M(u) M(uv) + N(w) N(wo) =O, 
(37) A(v) L(wv) + M(v) M(uv) + N(v) N(uv) = 0. 
Aus diesen folgt, dass fiir die (p?— 1) gemeinsamen Werthe- 
paare von (36a) und (36b) entweder 
N(uv) = 0 
oder: 
N(u) = 0, N(v) = 0. 








Resultanten und Discriminanten von #-Functionen. 435 


Wenn also N(w) = 0 die Wurzeln U, U, ... Up4: hat, so finden 
sich unter den (p? — 1) oben bestimmten Werthepaaren insbesondere: 
U,; U, U; a U; Up-+1; 
U, U; eee U, Upis, 


Up Opt; 
deren Zah) !? +e und deren Gesammtsumme = pe ist. Nach 
Ausschluss dieser Paare bleiben nur gemeinsame Lésungen aller 
3 Gleichungen (36) iibrig; die Zahl der Letzteren ist mithin: 
, ee fot Dp _ Ssa-3 
i=p™—1 
und die Summe ihrer Argumente ist congruent zu >t +v,—po oder 
i=1 
2(p — 1)e— pe=(p — 2) @. 
Wenn aber der oben ausgeschlossene Fall eintritt, dass L = 0, 
M = 0 unendlich viele gemeinsame Werthepaare haben, so folgt aus 
(37), dass fir DL=0, M=0, N=O0 genau dasselbe gilt. Wir 
kénnen mithin sagen: 
5. Wenn die Gleichungen (36) nicht unendlich viele gemeinsame 
Lisungen besiteen, so ist die Zahl der gemeinschaftlichen Nullpaare 


{et D@—®% , 
2 


stets gleich Werden dieselben durch 


My Oy s+ Wnts) (p—ay (p41) p—2) 
2 a 
bezeichnet, so ist: 
j= PEN) 
ws 2 
> u; + v1; =(p — 2) @. (mod. @ a’). 
i=1 


§ 5. 
Ueber die Bedingungen, unter welchen zwei #-Functionen mehrere 
gemeinschaftliche Nullwerthe besitzen. Berechnung der Letzteren. 


Im § 2 wurde gezeigt, dass, wenn die Gleichungen (4) eine ge- 
meinsame Wurzel haben, A= 0 ist. Es war dies eine unmittelbare 
Folge davon, dass fiir jede gemeinsame Lisung w die Gleichungen (13) 
coexistiren, woraus in Verbindung mit der Thatsache, dass 0, (u) ©, (w) ... 
0,+4,(w) niemals zu gleicher Zeit verschwinden kénnen, A=0 resultirt. 
Wenn nun die Gl. (4) 2 gemeinsame (incongruente) Wurzeln v, w 
besitzen, so folgt ganz ebenso, dass die Gleichungen (13) sowohl 
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fiir v, als fiir w befriedigt werden, dass mithin die (p -+ q) linearen 
Gleichungen : 


i=p u=p+q 
ini? x, =0, (A=p+1---p+q), 
(38) — 
> mi Ni x, (¢=1---p), 
4=p+1 w=1 


4=p+q u=p+q 
(deren Determinante A ist) fiir 

BiB +++ 2 ppg = O,(v) : O,(v) -- - : O4,(v), 
aber auch fiir 

Wy i Hy ++ +t Eppq = O,(w) : O,(w) -- - : Op4_(w) 
befriedigt werden. Sie besitzen also gewiss 2 verschiedene, mithin 
iiberhaupt eine 2-gliedrige Gruppe von Lésungen. Hieraus ergiebt 
sich, dass alle Unterdeterminanten (p -- g — 1)'*" Grades von A ver- 
schwinden miissen. Man sieht ferner, dass ganz ebenso, wenn die 
Gleichungen (4) etwa 3 gemeinsame Liésungen haben, alle Unter- 
determinanten (p + q — 2)" Grades von A Null sind etc., und wir 
haben mithin den Satz: 

6. Wenn E(u) =0, Z(u) =O r gemeinschaftliche Wurzeln be- 
sitzen, so sind alle Unterdeterminanten (p+ q —r-+ 1)" Grades 
von & gleich Null. 

Es gilt aber auch die Umkehrung: 


7. Wenn alle Unterdeterminanten (p + q — r + 1)" Grades von 
A verschwinden, ohne dass eine der Gleichungen (18a, b, c) stattfindet, 
so haben E(u) und Z(u) r gemeinsame Nullwerthe. 

Wenn iiberdies eine Unterdeterminante (p + q — rv)" Grades nicht 
Null ist, so haben sie auch nicht mehr als r gemeinsame Wurzeln. 

Das Letztere folgt sofort aus Satz 6., weil sonst eben alle Unter- 
determinanten (p + q — r)'" Grades der Voraussetzung entgegen ver- 
schwinden miissten. 

Es bleibt demnach nur zu zeigen, dass in der That r gemeinsame 
Nullwerthe vorhanden sind. 

Ich gebe den Beweis der Kinfachheit halber nur fiir r= 2 und 
y = 3, da er ganz analog allgemein gefiihrt werden kann: Ich nehme 
also zuniichst an, dass alle Unterdeterminanten (p + g — 1)'" Grades 
von A verschwinden, ohne dass (18a, b, c) stattfindet. Alsdann be- 
stehen bekanntlich zwischen den linken Seiten der Gleichungen (38) 
zwei von einander verschiedene in 2, %,...%»+4, identische Gleichungen. 
Da aber die Gl. (38), wenn man 2; durch 0;(u) ersetzt, in die Gl. (13) 
oder was dasselbe ist, in (12) iibergehen, so bestehen auch zwischen 
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diesen zwei unabhiingige lineare Identitiiten in u; d. h. es lassen sich 
zwei nicht proportionale Systeme von Constanten: 


(39) Mepis * Mtg | -++hy, 
Mp4 roe Mog L,”- ae hg 
so bestimmen, dass: 


4=p+q 4=p+qa 
Ss 1;H; (u) >) ma 3,(w) +> m,Z; «> L/ & (u) = = 0, 
i=1 4=p+l1 A=pt+l i=1 
i=p A=p+q A=pt+q i=p 
b 1H; m2 ma” 3a (u) +2 mZi() >) 1,” &; w= = 0, 
A=p+l A4=p+1 
oder 
4=p+9 
a) E(u) > mi 22(u) + Z w > L &;(u) =0, 
(40) pie po 
b) E(w) >? mz” 3: (w) + Zope Ui’ G,(u) = 0, 
A=p-+1 


Die Identitit (40a) kann entweder dadurch erfiillt werden, dass 
a m,’ 2a(w) und > 1; ©(u) einzeln identisch Null werden oder 


ohne diese Voraussetzung. Im § 2 ist jedoch ausfiihrlich bewiesen 
worden, dass im ersten Fall entweder (18a) oder (18b) erfiillt sein 
muss. Da dies ausgeschlossen ist und fiir Gl. (40b) dieselbe Erwiigung 
gilt, so sind 


(41a) 3(u) =D) mi Bu), 3") =D! ma” Br) 
Z 2 
nicht identisch verschwindende #‘,- Functionen, 


(41 b) &’ (u) => l) &(u), E(w) => 1; &;(u) 


nicht identisch verschwindende #”.,-Functionen und es existiren die 
Identitiiten 


E(u) 3 (uw) + Z(u) &'(u) = 0, 
E(u) 3" (u) + Z(u) &" (vu) S 0. 


Hieraus folgt, wenn « eine belicbige Constante ist 


(43) E(u) {3'(u) + €3”(w)} + Zu) {€'(w) + ef" (u)} =0, 
Auch hier ist 3’ (u)-++-¢ 3” (wu) fiir jedes ¢ eine nicht verschwinden de 


(42) 


8, und &’(u) + ¢&”(w) eine nicht verschwindende #”,. Denn giibe 


es z. B. ein «, fiir welches 
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3 (u) + €3°(w =O 
wiire, so wiirde aus (43) noch folgen: 

&'(u) + eE" (u) =O, 
d. h. es wire nach (41) : 


an (mz + ema”) 2,(u) =0, 
a uw 


> Ue + el’) Glu) = 0. 


Da aber in Folge der Unméglichkeit von (18a) und (18b) weder 
zwischen 3,41... 3»4, noch zwischen ©, ...€, eine Identitiit statt- 
finden darf, so wiren in den letzten Gleichungen alle Coefficienten 
Null, d. h, die Reihen (39) proportional, was nicht der Fall ist. 

Da jetzt feststeht, dass keiner der Summanden von (43) einzeln 
verschwindet, so folgt leicht, dass E(w) Z(w) mehr als einen gemein- 
schaftlichen Nullwerth haben miissen. Hitten sie niimlich nur einen »v, 
so miissten’ alle itibrigen (py — 1) Nullwerthe von E(u), welche 
V,V,...Up—1 heissen mégen, auch solche von ('(u) + &€&’(u) sein. 
Man kann aber ¢ so bestimmt denken, dass 

6’ (v) + #6" (v) =0 
ist. Nachdem dies geschehen, haben E(w) und &’(w) + ¢©”"(u) die- 


selben p Nullwerthe vv, ... pps. Die Indices dieser beiden Functionen 
miissen also (Th. Satz 4) congruent sein; d. h. es muss die Gleichung 


¢=>=-—t 


stattfinden (cfr. 18¢), was nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. 
Man sieht also dass E(u) = 0 und Z(w) = 0 unter den gemachten 
Voraussetzungen in der That 2 Wurzeln gemein haben, wodurch 
Satz 7 fiir r — 2 vollstindig bewiesen ist. 
Kiir r = 3 wiirden sich ganz ebenso 3 Identitiiten: 


E(u) 3(u) + Z(w) 6'(u) =0, 
(44) E(u) 3” (u) + Z(u) 6"(u) =0, 
E(u) 3°" (u) + Zu) 6" (w)=0 


ergeben, wo 3 3” 8” nicht verschwindende und linear unabhiingige 


a1,, ©'E” CE” nicht verschwindende, linear independente 9”, wiiren. 
Aus (44) wiirde folgen: 


E(u) {3 (u) + é 3” (u) +€ 3" (u) }+Z(w {C'(w)+e€ “(u) + EC” (u)} =0. 
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Hiitten nun E und Z nur 2 gemeinsame Nullpunkte v, w, so kénnte 
man é€ so bestimmen, dass 


(45) G'(u) + 86" (u) + E6"(u) 


ebenfalls durch w—=v, w—=w annulirt wiirde. Da alsdann alle 
andern Nullwerthe von E(u) nicht Z(w)—O erftllen diirfen, so 
miissten sie (45) geniigen, d. h. E(w) und (45) hiitten alle Nullwerthe 
gemeinsam. Hieraus wiirde aber wiederum Congruenz der Indices, d. h. 


6é=-—t 


folgen, was nicht mdglich ist. 

Man sieht, dass der Beweis des Satzes 7. in ganz analoger Weise 
fiir allgemeines r gefiihrt werden kénnte. 

Es handelt sich nunmehr noch um dic Bestimmung der gemein- 
schaftlichen Nullwerthe der #-Functionen. Wenn 2 algebraische Glei- 
chungen r gemeinsame Wurzeln haben, so geniigen diese bekanntlich 
einer Gleichung r' Grades, die sich auf rationale Weise aus den 
Coefficienten der gegebenen Gleichungen bilden liisst. An die Stelle 
dieses Satzes tritt hier ein Theorem, welches zwar auch die Isolirung 
der gemeinschaftlichen Wurzeln gestattet, aber doch einen wesentlich 
verschiedenen Charakter besitzt. Um dasselbe abzuleiten, nehme ich 
an, dass E(u) =0, Z(w) =O genau r gemeinsame Wurzeln haben. 
Dann sind nach Satz 6 alle Unterdeterminanten (p + q — r + 1)'™ 
Grades von A Null, dagegen mindestens eine Unterdeterminante 
(p + q— 1)" Grades nicht Null. Die Gleichungen (38) haben mithin 
eine r-gliedrige Gruppe von Liésungen, die auf bekannte Weise aus 
den Coefficienten herstellbar ist. Dieselbe sei gegeben durch 


(46) Lu = & Day + & Lon fess + & Dru, w=l---p+g. 


Ist aber «w ein gemeinsamer Nullwerth von E und Z, so geniigt er 
den Gleichungen (13), woraus folgt, dass 


Lp = On(u), w=1l---p+q 


eine Lésung von (38) ist. Mithin miissen sich ¢, ... ¢, so bestimmen 
lassen, dass: 


O,(u) =e Ly +aly +:-++&Ln, 
O,(u) =a Ly, + aly +--+ + & Lr, 


Opp g(t) & Lippy & Lappy +++ + er Lrpty 


Daraus erkennt man, dass fiir jedes u, welches gemeinsame Wurzel 
von E=0, Z=0O ist, neben anderen die Gleichung gilt: 
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O,(u) Ly +++ Let 


O,(w) Ly. +++ Dre 
(47) 0 . 


a ae 

Onp1() Dargis > Leta 
Pu) Ly +++ Les 
P,(u) Ly. +++ Dre 
=F, (u — G42) ++» 2, (U — ep 44) ? 
; P,(u) Lay +++ Dre 

Pras (w) Darya: on Lyra 














wobei 
P(u) = 8, (u— ee) --- (uw —e@—1) , (u--s-t—av;) B, (U— 0654.1) ++ By (U— 4.1) 
gesetzt ist. Da der erste Factor auf der rechten Seite von (47) wegen 


der Willkiirlichkeit von a@,42...@p4, nicht Null ist, so folgt, dass 
die gemeinsamen Nullwerthe simmtlich Wurzeln von: 


Pi(u) Dy +++ Dr 


P, (u) Ly, ar Ly: 


(48) = () 


Py41(w) | ees wes Dy, ra 
sind. Die linke Seite von (48) ist eine @’+'-Function vom Index 


ty evs ep Oy Ones — 8 — b= — (Orgs Orgs b+ + + Opty). 
Durch Wahl von «42... 4, kann dieser Index jeden beliebigen 
Werth «4 annehmen und die Gl. (48) hat alsdann, wenn ,%.... Uy 
die gemeinsamen Wurzeln von E=0, Z=O sind, keine andern 
Lésungen, als u,..., and i—u,—«,---— wu, Es folgt mithin 
der Satz: 

8. Wenn die Gleichungen E(u) =0 und Z(u) =O gemeinsame 
Wurzeln haben, so lisst sich aus den Coefficienten derselben eine 
®- Function (yr + 1" Grades und mit einem beliebig vorgegebenen 
Index construiren, welche diese Wurzeln zu Nullwerthen hat. 

Ich bemerke, dass die betreffende Gleichung, falls q die gréssere 
der Zahlen p, q ist (eine Annahme, die offenbar stets erlaubt ist), 
auch direct in die Form geschrieben werden kann*): 





*) Das Folgende entspricht dem Verfahren Baltzer’s fiir algebraische 
Gleichungen. cfr, Leipziger Berichte. 1873, p. 530, Theorie der Determinanten. 
4, Aufl. p. 106. 
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3 Seve + Py) + Dlnig Priv) ) Sumi Sete 


ja = =P 


a NYP (u) )+:: + Dime Pras (u u) > m NYA « >) mW 
a a 


d=p+1 





by ma Np? P\(u)-f + >), Ne Pyaa(u) P m, Nog,» ~>'m ma NP 
a 2 a a 

Wenn wir niimlich diese Determinante mit #,(w— 42)... 3; (Ww—a@p4,9) 
multipliciren, so tritt tiberall O;(«) an Stelle von P;(u). Addirt man 
alsdann die resp. mit 0,,9(u)...O,4,(#) multiplicirte 2'°...(p—+-q—r)* 
Colonne zur ersten, so ergeben sich als Elemente der ersten Colonne 
unter Benutzung der Gl. (9) folgende Ausdriicke: 


> nie! Oy (w) = BH) Bria), 
i= bts 


Pa ini? Ou(u) == E(u) Bp42(u), 
iu 4 


> inirta © O,(u)= E(u) Sp4o—r(u), 
iu 


P 4 m Nz’ 0, (u) == Z(u) &,(u), 
A=p+l u=1 
4=p+q u=p+9 


D3 my N2* O,(u) == Z(u) ©, (u). 
Ayu 
Da‘ alle diese entweder E(w) oder Z(u) als Factor enthalten, so er- 
giebt sich: 
B, (u — erga) +++ Oy (U — Gye) S = P(u) E(u) + Q(u) Z(u). 


Fiir jeden gemeinsamen Nullwerth von Z und £ ist also die linke 
Seite Null, und da der erste Factor nicht verschwindet, so hat S alle 
gemeinsamen Wurzeln zu Nullwerthen und ist also mit der im Satz 8 
erwihnten #-Function identisch. 











442 O, Scuiesincer. 


Aus unserer Untersuchung folgt ein wesentlicher Unterschied der 
ganzen rationalen von den #-Functionen. Fir zwei #-Functionen, welche 
gemeinsame Nullwerthe haben, lisst sich niimlich im Allgemeinen der 
grosste gemeinsame Factor nicht ohne fremden Bestandtheil rational 
aus den Coefficienten zusammensetzen. 


§ 6. 
Ueber die Discriminante einer #-Function +” Grades. 


Insofern die Discriminante einer algebraischen Gleichung als ein 
specieller Fall der Resultante zweier Gleichungen angesehen wird, und 
in Anbetracht der grossen Analogie, die das Vorhergehende mit den 
entsprechenden algebraischen Untersuchungen aufweist, wird man hier 
sofort die Frage aufwerfen, wie wohl die Bildung der Discriminante 
einer #-Function zu erfolyen hat. Dabei verstehen wir unter Discri- 
minante einer M-Function p(u) die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung unter der o(u) einen doppelten Nullwerth besitet; d. h. wnter 
der die Gleichungen: 


p(u) =, 
(49) ’ dg(u) __ 
y (wu) = —, 9 


gleichzeitig befriedigt werden kénnen. 

Nun ist zwar g’(u) keine @-Function mehr, aber es ist leicht, 
aus gm und q’ eine solche zusammenzusetzen, indem man einen speciellen 
Fall des Satzes III, § 1 in Anwendung bringt. Ersetzt man niimlich 
die dort auftretende Function p(w) durch @,(uw — y), so dass s = 1, 
6 = y, so ersiebt man, dass 

rp(u) ,(u — y) — O,(u — 7) o'(u) = L(u) 
eine #-Function vom Grade (r + 1) und vom Index @ + y vorstellt. 
Man kann demnach die Resultante von 
9 (u) — 0, 
L(u) = ry(u) Oy (wu — 7) — O(u — 7) p(w) = 0 
auf bekannte Weise bestimmen. Dieselbe sei 2. Bezeichnen wir aber 
die Discriminante von p(w) mit D, so kann die Resultante von (50), 
d. h. der Ausdruck dessen Verschwinden die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die Coexistenz beider Gleichungen ist, nichts 
anderes sein als p(y) ). Denn wenn dieser Ausdruck Null wird, so 
coexistiren die Gl. (50), wenn umgekehrt die Gleichungen (50) neben 
einander bestehen, so ist entweder: 
p(u) = 0, 
3, (u —7/)= 0, 


(50) 


oder 
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p(u) = 0, 

y (u) = 0, 
d.h. es ist p(y) = 0 oder D=0O. Mithin kann R = Dg(y) gesetzt 
werden, also D = = = wenn man y so wahlt, dass es p(w) nicht 


9 (y) 
zu Null macht. Nun kann allerdings die Resultante der Gl. (50) im 
Allgemeinen nicht immer isolirt werden; ist aber A der fiir diese beiden 
Gleichungen gebildete in Satz 1 erwihnte Ausdruck, so ersieht man, 
dass, so oft die Gleichungen (49) coexistiren , <a verschwindet und 


dass umgekehrt alle Nullwerthe von aa mit Ausschluss von (18a), 
(18b), (18¢) Coexistenz der Gl, (49) bewirken. Es folgt also: 


Satz 9. Man erhiilt die Discriminante einer 9-Function p(w), 
indem man die Resultante R der Gleichungen (50) fiir beliebiges y her- 
stellt und dieselbe durch p(y) dividirt. 

Ist die Resultante nicht frei von fremden Factoren herzustellen, so 
bilde man AJ fiir die Gleichungen (50). So oft pO eine doppelte 


—4_ 0 und sobala —4— = 0 ist, ohne dass 
9(¥) 9 (y) 


eine der Gl. (18a, b, c) erfiillt ist, besitet gp = 0 eine doppelte Wureel. 

Wird y so gewiihlt, dass m(y) von Null verschieden ist, so sind 
die gemeinsamen Wurzeln von (50) mit den gemeinschaftlichen Null- 
werthen von g(u) und g’(u) vollstindig identisch. Es: folgt mithin 
der Satz: 

10. Hat die Gleichung o(u)=90 p doppelte Wurzeln, so lisst 
sich cine #°+'-Function mit beliebigem Index herstellen, welche diese 
p Wurzeln zu Nullwerthen hat. Diese Function ist identisch mit der 
nach Satz 8 herstellbaren Function, welche durch die gemeinsamen 
Wurzeln der Gleichungen (50) annullirt wird. 


Wurzel hat, ist dann 


Basel, den 11. Juli 1888. 








Ueber elliptische Curven in der Ebene. 
Von 


Ortro ScHLESINGER in Basel. 


Einleitung. 


Die allgemeine Theorie der elliptischen ebenen Curven, ausgehend 
von der Parameterdarstellung in independenter Weise zu entwickeln, 
ist der Zweck der nachfolgenden Untersuchung. Bei der Ausfiihrung 
dieses Unternehmens, iiber dessen methodische Bedeutung ich an anderer 
Stelle (Math. Annalen Bd. 31, p. 183) schon gesprochen habe, kam 
es insbesondere auf drei Fragen an, die meines Wissens bisher ohne 
Erledigung geblieben sind. 

In erster Linie war der Fall zu untersuchen, dass bei der Para- 
meterdarstellung jedem Punkte der Curve mehr als ein Parameter zu- 
gehért. An diesen Gegenstand, den bekanntlich Herr Liiroth fiir 
rationale Curven erledigt hat*), ist in Bezug auf Curven vom Ge- 
schlechte 1 neuerdings Herr Humbert herangetreten, und _ hat, 
iibrigens ohne Angabe eines Beweises, den Satz ausgesprochen, dass 
die Curve alsdann unicursal sei.**) Dieser Satz ist jedoch falsch. In 
der That tritt der genannte Fall sehr wohl bei wirklichen elliptischen 
Curven auf. Die allgemeine Gestalt, welche die Parameterdarstellung 
alsdann annimmt, ist im Folgenden entwickelt, und, da eine Zuriick- 
fiihrung auf den einfacheren, bisher allein betrachteten Fall anscheinend 
nicht moglich ist, der Darstellung zu Grunde gelegt worden. ***) 


*) Math. Annalen Bd. IX, p. 163. 
**) Comptes rendus 1883, p. 1136. 

*#*) Handelt es sich nur um die Higenschaften elliptischer Curven, so darf 
man stets die Parameterdarstellung in der einfachsten Form annehmen. Denn 
fiir jede Curve n‘** Ordnung kénnen nach Clebsch (Crelle’s Journ. Bd. 64, p. 221) 
die Coordinaten eines Curvenpunktes zu drei #*-Functionen proportional gesetzt 
werden, wobei offenbar jedem Punkte nur ein Parameter zugehirt. In unserem 
Falle jedoch, wo es sich um die Bestimmung der Singularitiiten handelt, muss 
man auch auf die allgemeinste Form eingehen, in der etwa im Laufe einer Rech- 
nung die Parameterdarstellung sich darbieten kann, 
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Die zeweite Hauptaufgabe bestand in der directen*) Bestimmung 
der Doppelpunkte, welche mit Hiilfe der in der vorstehenden Abhand- 
lung enthaltenen Sitze leicht ausgefiihrt werden kann. 

Auf der vorgingigen Bestimmung der Doppelpunkte beruht 
schliesslich die Lésung der dritten Hauptfrage, nimlich die Ableitung 
der Curvengleichung mit Hiilfe derjenigen Methode, welche Herr 
Hermite fir Curven dritter Ordnung angewandt hat, die aber 
fiir héhere Curven zu versagen schien.**) Sie besteht in dem 
Nachweis, dass, wenn die Parameterdarstellung einer ‘C* vorliegt, alle 
Potenzen und Producte '" Grades der Variablen, durch den Parameter 
ausgedriickt, ein System linear abhiingiger Functionen bilden. Es zeigt 
sich, dass dies nicht nur im Falle » = 3, sondern allgemein statt- 
findet, sobald man nur die Relationen zu Hiilfe nimmt, die aus der 
Existenz der Doppelpunkte fliessen. — Im Anschluss hieran findet man 
in § 4 noch eine Methode, um eine gewisse Potenz der linken Seite 
der Curvengleichung herzustellen. Beide Methoden sind, wie man 
leicht erkennen wird, wesentlich von dem Verfahren verschieden, durch 
welches Herr Humbert die gleiche Aufgabe erledigt.***) 

Da die vorangehende Arbeit ,, Ueber Resultanten und Discriminanten 
von #-Functionen“ die wesentliche Grundlage des Folgenden bildet, 
so ist sie mit Ausnahme von § 5, als bekannt vorausgesetzt, wiihrend 
von meiner Abhandlung ,, Ueber Verwerthung der #-Functionen etc. “ 
(die auch hier mit Th. citirt werden soll) nur die wenigen Stellen 
Anwendung finden, welche der vorstehenden Arbeit zu Grunde liegen 
und in der Kinleitung der Letzteren besonders genannt sind. +) 


§ 1. 
Form der Parameterdarstellung in dem Falle, wo jedem Punkte 
mehrere incongruente Parameter entsprechen. 
Es seien die Gleichungen : 
ex, = V,(u), 
(1) &X_ = ¥,(u), 
éX, = V,(u) 


*) Bei Clebsch werden die Doppelpunkte nicht aus der Darstellung ver- 
mittelst elliptischer Functionen abgeleitet (1. c. p. 225); ebensowenig bei Humbert 
1, c. 1045), wo der Satz von der Erhaltung des Geschlechts benutzt wird. 

**) Crelle’s Journal Bd. 82. Lettre & Mr. Fuchs, p. 345. ,,Le procédé qui 
réussit dans le cas de m = 8, donne donc en général un degré trop élevé et j’ai 
di complétement y renoncer comme méthode d’élimination.‘*‘ 

***) 1c. p. 991. 

+) Auf die Unrichtigkeit des Humbert’schen Satzes und auf die Erweiterung 
der Hermite’schen Methode habe ich inzwischen an anderem Ort hingewiesen. 
cfr. Comptes rendus t. CVII, p. 225. 
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gegeben, in denen ¥, Y, ¥; beliebige linear independente #)”-Func- 
tionen sein mégen, die keinen allen dreien gemeinschafilichen Nullwerth 
besitzen. Alsdann ist durch die Gleichungen (1) eine Reihe von Punkten 
x definirt. Zu jedem Werth w gehért ein Punkt; derselbe Punkt gehért 
zu den congruenten Werthen von uw. Indessen wiire es méglich, dass 
zu jedem so erlangten Punkte mit den Coordinaten ¥;, (w): ¥,(w): ¥,() 
im Allgemeinen noch p nicht congruente Parameterwerthe v, v, ... v» 
existirten, die denselben Punkt liefern, wodurch nicht ausgeschlossen 
ist, dass zu eimzelnen Punkten noch andere Parameterwerthe sich 
ergeben. Diese wiirden wir dann als singuldre bezeichnen. 
Die Parameterwerthe v,v,...v,, welche noch dem Punkte 


¥, (u) : Va (u) : ¥y(u) 
entsprechen, sind Functionen von uv. Bilden wir: 
(2) 3, (v —u) 9, (v—,) - - - O,(vu—v,) = f (vu) 


so muss, wenn v, u ein zu demselben Punkte gehériges Paar nicht 
singulirer Parameter ist, v einer der Werthe wv, ...v, sein, d. h. 
vu die Function f annulliren. Umgekehrt, wenn das Paar vu die 
Function f annullirt, so ist v ein nicht singulérer Parameter, der zu 
demselben Punkte gehért wie wu. 


f(vu) = 0 


ist also die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass vu 
nicht singulire Parameterwerthe desselben Punktes sind. Diese Be- 
dingung muss aber fiir » und w gleich gebaut sein. Nun ist / in v 
eine #?+1-Function vom Index 


UY, +++ + uy =it(U) 
also wird sie in « eine 0?+* mit dem Index i(v) sein. Dann folgt 


aber nach dem Satze 2 der vorstehenden Abhandlung, dass 7(w) die 
Form: 


i(w) = gu+p 

besitzt, wo g eine ganze Zahl, B eine Constante ist. 

Es sei jetzt w,w, ein Nullpaar von /, so dass: 
(3) { (w, w,) = 0. 
Dann gehéren w, w, als Parameter demselben Punkte xu; die weiteren 
Parameter derselben seien w,...W,41. Die Functionen: 
(4) a) [(v w,), 

b) [(v w,) 


haben demnach in v dieselben (p+ 1) Nullwerthe w, w,... wp. 
Beide sind ferner in v @?+'-Functionen; die erste hat den Index 
gw, +8, die zweite den Index gw, + 6; diese miissen daher (nach 
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Th. Satz 4) beide zu w, + w, +--+ -+ wp41 congruent sein. Es folgt 
mithin: 


gw, +p=gu,+ 8 (mod. aa’) 
oder 


(5) g(w, —w,) =0 (mod. @@’). 
Die Congruenz (5) kann erfiillt werden, entwedér 


a) dadurch dass g = 0 
oder 


b) ohne dass g - 0 
ist. 


Erste Méglichkeit. 


Im ersten Falle haben (4a) und (4b) denselben constanten Index £. 
Da sie auch dieselben Nullpunkte haben, so lisst sich eine von v 
unabhiingige Grésse C so bestimmen, dass: 


Fiir zwei beliebige Werthe v = y, v = 0 folgt also: 


[(yw,) — Cf(yw,) =9, 
} f(8w,) — Cf(Ow,) = 0 
mithin: 
(6) (yw) f(y) | _ 
f(dw,) F(dw,) 
Vorausgesetzt war aber nur die Gleichung (3). So oft also /(ew,w,)—=0 
ist, wird auch Gleichung (6) erfiillt. Die linke Seite von (6) ist in w, 
(nach Th. Satz 6) eine at , hat also denselben Charakter wie /(w, w,). 
Da sie tiberdies, wie eben gezeigt, dieselben Nullwerthe hat, so 
kénnen sich beide Ausdriicke nur um einen von w, freien Factor 
unterscheiden. Aber ganz ebenso sieht man, dass sie sich nur um 
einen von w, freien Factor unterscheiden kénnen; es ist also: 


f(w, w,) = \f(yw,) f(y.) 
1 2) ="! FOw,) f(dw,) |? 


wo ¢ eine Constante bedeutet. Setzt man: 


cf (yu) = X(u), 


0. 


{ (du) = P(u) 
so sind X, P gewisse #**-Functionen, und es ist 
__ |X) X@)| 
(7) f(uv) “uo | P(u) P(v)| 








Ein Werthepaar wv, welches f annulirt, gehdrt zu demselben 
29° 
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Punkt 2, : 2%,: a, (Gleichung 1) und ist daher ein gemeinsames Null- 
paar aller Determinanten der Matrix: 


¥,(u) Ye(u) Yu) | 
¥i(e) ¥o(v) ¥s(v) 

Da ¥, ¥, ¥, keinen yemeinsamen Factor haben, so kénnen, wie man 
leicht sieht, in der dreigliedrigen Gruppe k,¥, + %,¥, +h, auf 
vielfache Art drei independente Functionen yw, ¥. y, gewiihlt werden, 


die auch paarweise keinen Factor gemein haben. 
Man kann dann setzen: 


Hy (6) = Gy, Hy (6) + Ayo Hy (U) + 43 Ys (e) 
Yo (U) = Gy, Py (U) $F Gq Ho (UH) + Ay; Yy (4) 
Ws (U) = G34 ¥y(U) + Ago Po (U) + ays Y, (4) 


A -> + 1 9 y3 20. 


Alsdann ist bekanntlich ein gemeinsames Nullpaar uv von (8) auch 
ein solches von: 


(8) 


(9) 


wo 














Y.(u) Ws (u) 

= = 0 

) =| yl) va(v) |? 
Ys(u) o,(u) 

(10) b) a,—|% wo @ 
) ' | %3(%) (0) 
| p(w) %.(u) 

= = 0 
2 =| eC) val) 

und umgekehrt. Da also jedes Nullpaar von f die Gleichungen (10) 


annulirt, so enthalten A, A, A, simmtlich f(uv) als Factor.*) Zwei 
Functionen von der Form (7) resp. (10) kénnen jedoch nur unter ganz 
besondern Verhiltnissen durch einander theilbar sein: 


f(uv) = 0 


ist nimlich nach Gleichung (7) die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, dass wv demselben Element der Involution «X + €P 
angehéren. Ebenso ist A, =O die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, dass uv demselben Element der Involution k, y, +h, y, 
angehoren. 

Da aus f(uv) = 0 auch A, = 0 resultirt, so kénnen wir sagen: 
Wenn die Grissen uv demselben Element von ¢X + §P als Nullwerthe 


*) Hieraus folgt, dass X und P keinen gemeinsamen Nullwerth @ besitzen; 
denn sonst wiire A, A, A, fiir jedes v durch #,(w—«) theilbar, und dasselbe wiirde 
mithin fiir p23 gelten, was nicht der Fall ist. 
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angehiren, so annulliren sie auch ein und dasselbe Element der In- 
volution k, b, + ky. 


Es sei nun: 


(11) ¥, (4) = o, (w—u,). .. ,(u—un). 
Wird ¢,§, so bestimmt, dass 
(12) €,X(u) + §, P(u) = 90 


die Wurzel u, hat (was nach obiger Fussnote nur auf eine Art még- 
lich ist), so gehdren alle andern Wurzeln von (12) mit u, demselben 
Element der Involution (y,%,) an, und da (11) das einzige Element 
der Involution ist, das «, zur Wurzel hat (sonst hiitten y,~, einen 
gemeinsamen Nullwerth), so sind alle Wurzeln von (12) auch Null- 
werthe von (11). Wir haben mithin: 


(13) dy (u) “ [e X(u)-+§, P(w)] (uw — p42) . . «Oy (uw — uy). 


Wird nun ¢,§ so bestimmt, dass 


(14) &X(u) + &P(u) = 0 

die Wurzel w,42 besitzt, so folgt ganz ebenso, dass (13) durch 
&X + §P 

theilbar ist. Da aber der erste Factor von (13) mit 
@,X + §P 


keinen Nullwerth gemein hat, so resultirt: 
w (u) very [eX (te) + §; P(ee)] [ea X (mw) +, P(u)] O, (te —tespys) .- By (tw — tn) 
Indem man so fortschliesst, erkennt man, dass n durch (p-+-1) theilbar 


sein muss und dass fiir n = (p-+1)» sich ¢,, @,£ ... & € so bestim- 
men lassen, dass die #-Function (uw) durch die @¢-Function 


[[eoxen + cP) 


theilbar ist. Es ist demnach (Th. Satz 4) e@ =v, also etwa 
‘ eo=vpB+ka+ka, 
und es lisst sich (Th. Satz 3) eine Constante ¢ so finden, dass: 
Sat, one 
w(uysee* J Jaxw@+&Pqu) 


i=1 
atin. 


=e" [aX + a,XOP +--+ a"). 
Ganz ebenso folgt aber: 
2ni., 


v,(u) =e® bX” by XTIEP Ee + + + by P*], 
Yalu) =e” [ogX" fey XIP f+ cP, 
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Mithin haben auch ¥, ¥,‘¥, dieselbe Form, und es folgt, dass die 
Gleichungen (1) sich schreiben lassen: 

Ly 2 By i Ly = F(X, P): F(X, P): F(X, P), 
wo F’;(x, 4) eine biniire Form v'*" Grades von x, 4 ist. Die durch (1) 
dargestellten Punkte bilden also in unserem Falle (g=0) eine unicursale 
Curve v'* Ordnung.*) 


Zweite Méglichkeit. 
Falls in der Gleichung (5) g nicht Null ist, so miissen sich, immer 


unter alleiniger Voraussetzung von Gleichung (3), zwei ganze Zahlen 
x, x <g so finden lassen, dass 


(15) w, =, + sey ue (mod. @ a’). 
Hieraus folgt, dass jeder Werth w,, der f(w,w,) annullirt, die Form 
(15) besitzt, oder allgemein, dass f(uv) =O als Gleichung in wu 
Wurzeln hat von der Form 

‘ao * a x, 0+ *" 
(16) v, o+ serne ? v+ aetne ake v+ 7 9 ; ? 
wo *;% gewisse ganze Zahlen unter g sind. Da f (uv) aber als Func- 
tion von w eine arts ist, so muss, wie iibrigens auch v beschaffen 
sei (nach Th. Satz 4) die Gleichung gelten: 


P » 
"i o+ Dio 
gut+ Bp=(pt)) 0 +—-— “a *_____ (mod. @ a’). 
Daraus folgt, dass 
g=pt+1 
und die Wurzeln von f(wv) = 0 congruent sind zu 


%yo + %,'a° Ky @-+ x, a 
(17) v,o+ oS eel Deel be —_ 


Aber f (w, o+ “ee ) muss genau dieselben Wurzeln haben, 


d. h. die Reihe (17) muss sich bis auf Vielfache von wo’ und ab- 
gesehen von der Reihenfolge reproduciren, sobald fiir v einer der Werthe 
(17) gesetzt wird. Wenn man demnach in (17) jeden der Ausdriicke 
als eine Substitution fiir v auffasst und Werthe, die sich nur um 
Vielfache von @’ unterscheiden, als dquivalent gelten lisst**), so 
miissen die Ausdriicke (17) eine Gruppe von (iibrigens vertauschbaren) 
Substitutionen bilden,***) 





*) Das im Vorhergehenden angewandte Verfahren fiihrt, wie man leicht 
sieht, ganz ebenso zum Beweis des Liiroth’schen Satzes iiber rationale Curven. 
**) In dem Sinne, in welchem dieser Ausdruck von Herrn Kronecker ge- 
braucht wird. cfr. Monatsberichte der Berliner Academie. 1870. p, 881. 
***) Ueber die geschlossene Form, auf welche alle Substitutionen einer solchen 
Gruppe gebracht werden kénnen, cf. Kronecker 1. c. 
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Wir verstehen jetzt unter x, %,', *,%,'... %,%, immer solche Zahlen- 
paare (unter p-++1) welche aus (17) eine Substitutionsgruppe formiren. 
Dann hat f(wv) die Gestalt: 

ut %,, o-+ %" ow’ 
(17a) f(uv)=4,(u—v)6, (u—v— met “)...9, u—v— a = ). 
Kin Werthepaar wv, welches f annullirt, gehért nach Gleichung (1) zu 
demselben Punkte # und geniigt in Folge dessen den drei Gleichungen 
(10a), (10b), (10c). A, d,A, sind also, wie nebenbei bemerkt, durch 
[ (uv) theilbar. 

Nun ist f(wv) = 0 die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, dass wv durch eine Substitution unserer Gruppe auseinander 
hervorgehen, A, = 0 ist die nothwendige und hinreichende Bedingung, 
unter der wv demselben Element der Involution 


(18) #,,(u) + x, b,(u) 
angehéren. Da aus f(wv) = 0 stets A, — 0 resultirt, so kénnen wir 


sagen: ,,Wenn uv durch eine Substitution unserer Gruppe mit einander 
verbunden sind, so gehiren sie als Nullpunkte zu einem und demselben 
Element der Involution (18). 

Man zeigt aber ausserdem leicht, unter Beriicksichtigung des Um- 
standes, dass y, ¥, keinen Nullwerth gemein haben, dass es in der 
Involution (18) nur 2” Elemente mit doppelten Nullwerthen giebt.*) 
Ks sei nun 


(19) A, ¥,(U) + Ay Hy (w) = O, (w—9,).. . ® (w—dy) 


ein beliebiges Element ohne Doppelpunkte, so dass also 0,...90, 
simmtlich incongruent sind. Jede Wurzel von f(wd,) = 0 geht aus 
0, durch eine Substitution unserer Gruppe hervor und gehért also mit 
0, demselben Element von (18) an. Da aber (19) das einzige Klement 
der Involution ist, welches den Nullwerth 0, besitzt, so ist jede Wurzel 
von f(wd,) =O auch solche von 4,y, + 4,%, = 0 und (19) ist durch 
f (wd,) theilbar; d. h. es ist 


Ao, (u) + 4, ¥.(u) - f(u9,) H, (w—Op42) ... O(w—9y). 
Ebenso folgt aber, dass 4,¥%, + 4,%, durch f(w0,42) theilbar ist und 


da f(ud,) und f(wd/,2) keinen Nullwerth gemein haben, weil sonst 
0,42 Doppelwurzel von A, %, + 4,y, = 0 wiire, so ergiebt sich: 


A, (u) + A, H2(u) - f(w0;) f(wOp+2) (uw —O2p43) ++ - 


Indem man so fortschliesst, erkennt man, dass » durch (p-+-1) theil- 
bar ist, und dass fiir n = v(p+1) sich 0, ... 4, so bestimmen lassen, 
dass A,y, + 4,y%, die Function f(wd,) f(wd,)... f(wd,) als Factor 


*) Cfr. die vorstehende Abhandlung § 1, Satz III. 
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enthalt. Die erste Function ist aber eine #", die zweite eine #" vom 
Index 


Pp yp 
> *,0 + 5%; a’ 

1 1 
pti 


Da sie dieselben Nullwerthe haben, so ist der letzte Ausdruck zu @ 
congruent. Es sei: 


(p+)) O,+-+++ 9) +4 





(20a) @ = (p+1) (+++ +4) $v 4 got ga 


Dann lisst sich nach Th, Satz 3 eine Constante ¢ so bestimmen, dass 


(2a) X (uA, ¥, (u)-+A, ve(u) =e 0°” " Fud,) f(ud,)..-f (way). 


Ist A,’%, + 4,'y, ein anderes der Involution angehériges Element ohne 

Doppelpunkte, so lassen sich ¢,&,...é, hh’ auf dieselbe Art so 

finden, dass : 

, Du,0 + Dx; a’ ad 

(20b) @=(p+1) (q+ +5) +9 A" 4 ho tke, 
ani... 


(21b) X' (uw) = Ay, (w) +A,’ ¥,(u) = ee ® f (we)... f (wes). 





Man sieht daraus, dass alle Elemente X" der Involution (18) [auch 
solche mit doppelten Nullwerthen] die Eigenschaft haben, dass, wenn u 
eine Wurzel von X"(u) = 0 ist, dasselbe fiir alle Werthe gilt, die aus 
«u durch die Substitutionen unserer Gruppe (17) hervorgehen. 

Fiir jedes 4 muss also aus 


X(u) + AX’ (u) = 0 
folgen: 


x (w +4 =e") 4+ aX’ (1 + —— )= 0 











G6=1---p. 


Nun lasst sich f(uv) (cfr. 17a) als eine Function von wu — v an- 
sehen, und zwar ist sie als solche eine #?+" vom Index 


Dx,0 + Dx; a 





p+1 : 
f (u + = =e = , v) ist mithin*) als Function von (w—v) eine @?+! 
mit dem Index: 
D%;,0+ Dx, a 


———___ — 40) — %@. 


pti 





*) Cfr. die vorhergehende Abhandlung § 1, Satz II. 
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Daraus folgt: 
%go-+ x, — FEE eg (ue) 


(22) f(u -+ —_ p ys a 7 v = Co € 7 f (wr) 


Wo ¢, eine Constante bedeutet, die weder von u, noch von v abhingt. 
Man ersieht daraus, dass: 





i=? roe ~aes vu—di—++-—Jd, Comey 
23) []r ( + — , a) ceo "' [rea 
i=1 i=1 


also nach (21a) 
%,@ fe ey a 
X (w + or ) shin 


, . 
Qni + tl 





+% (ity) | 





- %qgvu 

=¢e ° e® ort X (w) 
und ebenso 
: %,0-+ xg 
, 
Yai + anil, *0% + %go" ’ 

= Xg vu ani [ y —— + %g (te) | ¥ 

=ce ” e” dette X'(u). 


Es ergiebt sich mithin: 








Qai oo ae ” | 
- 4a Vu g —— + x4 (b, +--+, 
(24)[X+4X] serge "ee PEE Ue 
tsi 
Qni Xg@o+ xy o' . 
(a'—g') - EKG (be bey die Id 
>< 1X (u)-+ 46 _ l ~— " , Ny uy}. 


Damit dieser Ausdruck wie verlangt mit X(w) + 4X’(u) = 0 zugleich 
verschwindet, ist offenbar nothwendig und hinreichend, dass die 
Exponentialgrésse, mit der 4X’(w) auf der rechten Seite multiplicirt 
ist, gleich 1 wird, dass also 


(25) (h’—g’) = a toe + xg (> &— >) ) = 0 (mod. w) 


fiir jeden Werth von o=1.2 bis 6 =>» giiltig ist. Da aber nach 
(20a) und (20b) 


>.-Sa- = Me fg Be 


1 1 








ist, so geht (25) iiber in: 
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(W — 9) (tg @ + %6 0’) + x6 ((g —) o + (9 —h)] 





(p+) 
h’ — g') x, — (h—g) x: 
= oO er = 9) *6 a =0 (mod. w) 
oder, was dasselbe ist: 
(26) (hi — g') % — (h— g) %e =0 (mod. p+) 
G==12...p. 


Wenn hh’ — g’, h—g den p Congruenzen (26)*) geniigen, so sind 
X(w), X’(w) von der Beschaffenheit, dass 
%,0-- x, w’ 4#,0-+ «a 
X (u - ee) -X’ (w + ° an r ) = X(u) : X’(u). 
Go=1...p. 
Die Congruenzen (26) haben stets Lésungen; eine Lésung h’ — g' = 0, 
hk — g = 0 ist iiberdies stets vorhanden. 

Indem wir beachten, dass nunmehr jedes Element von 4, ,-+ a, ¥, 
die Form von X(u), X’(w) hat, dies also auch von y,%,, ferner in 
gleicher Weise von 7%, und allen linearen Aggregaten von y, ¥, v, 
gilt, so resultirt endlich der Satz: 

1. Wenn zu jedem durch die Gleichungen (1) dargestellten Punkte 
(p+1) Parameterwerthe gehiren, so ist jedenfalls n durch (p+-1) 
theilbar und fiir n =(p+1)v bilden entweder alle Punkte eine wni- 
cursale Curve v* Ordnung oder die Gleichungen lassen sich auf die 


Form bringen: 
at, 


2,=c,e"° , ” £(w8,) f(wd,)...f (wd), 
22 is 
(27) % = C6" ‘ f(we,) f(we,).. . f(we), 


Cw 
r= ¢,¢e” f(w§,) F(ws,) . - . Fuk), 
wobei unter Zuyrundelegung gewisser Zahlenpaare 
ae 
welche aus (17) eine Substitutionsgruppe formiren, die Gleichungen gelten: 
5 D%,0+ Dx; a Ai 
@ = (p+1)(0,+---+90,) + v "pa —+ 9o+ 90, 
— Dx,0+ Dx; a ts 
(28) @ = (p+ I(t) + 9 OS + ho + Wo, 
D%,0+ x, wo" oe 
oat heet-4+0) +" SS + Eo 
*) Von diesen Congruenzen sind immer einige eine Folge der tibrigen. Deun 
ist #,%¢ eins der Zahlenpaare, so ist im Allgemeinen 2x 
schiedenes Zahlenpaar der Keihe etc. 


o» 2%, ein zweites ver- 
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und ferner die Gréssenpaare hh’, ll’, fiir xx’ gesetet, die Congruenzen 
erfiillen: 
(29) (9 — 2!) ¥e — (g—~2) xj =O (mod. p-+1) 

Oa 1...p.*) - 

Gleichungen der Form (27), welche den Bedingungen (28), (29) 
entsprechen, lassen sich stets herstellen. Man wiihle Zahlen x, %,’...x,x,, 
die aus (17) eine Substitutionsgruppe machen; ferner zwei beliebige 
Zahlen gg’, bestimme von gg’ verschiedene oder gleiche Zahlenpaare 
hh’, lv, die den Congruenzen (29) geniigen, und wihle eine beliebige 


¥ 


v v 

Grosse 9; dann sind >; >t PX: aus (28) bestimmt. Hat man 
1 1 1 

dann die einzelnen Gréssen 0,...0,, & ..+ &, 6... & so gewahlt, 

dass die Summen die berechneten Werthe haben, so liefert (27) ein 

Gleichungssystem der gewiinschten Art. 


§ 2. 
Einige Hiilfssitze. 


Ist Y(w) irgend eine der auf der rechten Seite von (27) stehenden 
Functionen, so ist, wie man unter Anwendung der Gleichungen (23) 
und der Gleichungen (28), (29) leicht findet, 


‘ %,0-+ x, @ 
(30) ¥ (w+ 20t%*) 
anil 0% — 9% Xo Dxj,04+ Dx; 0' 
=cse” l p+ at 8 (c-» pti ) Y(u). 
o=l1...p. 


Ich definire nun: 

Unter einer 3”'?+)-Function, die zu der Substitutionsgruppe (17) 
und den Zahlen g g' gehirt, verstehe ich jede O”\?+)-Function, welche 
den Gleichungen (30) Geniige leistet.**) 

Diese Definition gilt fiir beliebige Werthe von v,@ gg.***) Aus 
ihr folgen sofort die Sdtze: 


*) Alle nachfolgenden Untersuchungen vereinfachen sich betrichtlich, in 
dem Falle, wo jedem Punkt nur ein Parameter zugehirt. Dann ist niimlich 
f(uv) = O(u—v). 

Doch war die Behandlung des allgemeinen Falls principiell geboten; cfr. die 
Anmerkung auf 8. 444. 

**) Da in der That eine solche Function durch die Substitutionen der Gruppe 
(17) nur unwesentlich veriindert wird, so entspricht die Bezeichnung dem Sprach- 
gebrauch der Substitutionstheorie. 

***) Wenn die Zahlen hh’ den Congruenzen (29) geniigen, so gehdren zu ihnen 
offenbar dieselben Functionen wie zu gg’. 
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2. Kin lineares Aggregat von #,’(?+)-Functionen, die siimmtlich 
su der Substitutionsgruppe (17) und den Zahlen g g' gehiren, ist wieder 
eine Function derselben Art. 

3. Das Product einer @,(?+)-Function, die zu unserer Sub- 
stitutionsgruppe und zu den Zahlen g g' gehirt mit einer 3°, die 
ebenfalls zu unserer Gruppe, aber zu den Zahlen hh’ gehirt, ist eine 
Oe” et. Function, die zur Gruppe und zu den Zabhlen (g+-’), (h--h’) 
gehort. 

4. Zwischen v 3,’(?+) - Functionen, die zur Substitutionsgruppe (17) 
und zu den Zahlen gg’ gehiren, besteht im Allgemeinen keine lineare 
Identitat. 

In der That kann man v derartige linear independente Functionen 
herstellen. Es seien nimlich a,...«, v incongruente Zahlen, welche 
so gewahlt sind, dass auch irgend zwei nicht durch eine Substitution 
von (17) aus einander hervorgehen, oder die wie ich kurz sagen 
will, nicht associirt sind*) und dass ausserdem: 


d4,0 + Dx; wo 
(31) (p+1) (@ +--+) + ¥ p+i 
Ferner seien die Zahlen a (i=1---i =v) definirt durch die Gleichungen : 
¢ , Dx, 0+ Duo 
(82) (p+ 1) (aq, +--+ a_i fas + ajigit+ seb ay) fv i ° 
+ga+ga=o. (¢=1---») 








- nicht = g. 


Dann bilde ich 


F,(u) =e" f(wa’) f(a) +++ f(uey), 
2ni - 


F,(u) =e" "* f(wor, ) f(wer’) + + + f(war), 


F,(u) =e ”” f(we) f(way) + + f(wen’), 


wobei f(uv) die friihere Bedeutung hat. F,...F, sind @9”(?+)-Func- 
tionen, die zur Gruppe und zu den Zahlen g g’ gehiéren. Sie sind ferner 
independent; denn wire 


‘=9 


r, F;(u) = 0, 
2 Fw = 


i= 


so miisste jedes r; Null sein. In der That ist fiir w = a; 


Or F;(e,) =r; f(aper,) «+f (oer) F(a’ ) fF (@imi4s): = f(eeery). 





*) Zwei Werthe, die durch die Substitution (17) aus einander entstehen, 
sollen associirt heissen. 
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Da aber alle « nicht associirt sind, so ist f(a;e,) 20. Wire f(a;a;')—=0, 
so miisste a; zu @; associirt sein, dies aber wiirde nach den Gleichungen 
(32) der Bedingung (31) zuwider laufen. Es folgt also 7; = 0, wie 
behauptet wurde, 

5. Jede @,’\»+)-Function, die zw (17) und den Zahlen g g 
gehirt, liisst sich aus F,...F, auf eine und nur eine Art susammen- 
setzen. 

Beweis. Ist X(u) die vorliegende Function, so stellt 


(34) X (wu) > rr, F;(u) 


fiir jedes Werthsystem v eine Function desselben Charakters vor. Aber 
hier kann man, da F;(@;) $0 ist, r,7,... 7, eindeutig so bestimmen, 
dass (34) fiir a@,...a, also auch fiir alle associirten Werthe ver- 
schwindet. Da aber dann die Summe der (p+ 1)v Nullwerthe von 
(34), niimlich 

Dx,0+ Dx; a 


(P+) (@ ++) $y SS 





nach (31) nicht = @ ist, so folgt (aus Th. Satz 9), dass (34) identisch 
Null ist, d. h. 


X (w) => 1, F;(u) 


q. & d 

6. Ist p(u) eine 3,"'»+).Function, die eur Substitutionsgruppe (17) 
und zu den Zahlen gy gehirt und o(u) eine O3(?+)-Function, die 
ebenfalls zur Gruppe aber zu den Zahlen hh’ gehirt, so ist: 


rp(u) sp (u) 
gp (u)  ¥(u) 
eine att) (>t) die cur Gruppe und eu den Zahlen (g-+-g') (h-+-h’) gehirt. 
Beweis. Aus der vorhergehenden Abhandlung § 1, Satz III ist 


klar, dass (p-++1) L(u) ein O+9(>+) mit dem Index eg + 6 vorstellt. 
Nun ist ferner: 


L(u) = 














o (up sttNe) oye 


—. Q2ait_, 
%_O-+x, w 


wenn niimlich: 


é: y(u), 
(35) 
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Qni| I*¢ —I%*_ 2%; a w | 
L—ce® ee Ce =) 


(35a) 








se hate a is Xe (o- Relat amet )] 
MN, = Cy e” p+ p+l pti 


gesetzt wird. Durch Differentiation von (35) ergiebt sich: 


22ai_s 
*c Oni 


Mer P(e), 


%,0-+x,' a 


@ (up Ta ke abe” 


’ 2ni + 
%, 0 +x,’ w 


y (w+ SF )=me og u)—me ° 0 Bt a 5 o(w) 
oder mit Benutzung von (35) 


, %_,O-+ %, wo Quit 
p (wt p+t ) 


2ni_ 
- Sere 


=the “= (wu), 


*,0+%,'a@ Qni x,@-+ x,’ @ 

¥ (wt p+ )—Pzta's (w+ p+ -)- 
2ai_ 

=me ° ~ ww (u). 


Nunmehr folgt aus: 


%,0-+ x,’ @ a %,@-+ x,’ a 
sires RE See) oot Sa) 
L (w+ p+1 ) sate F x, @-+ x,'a y %,@-+ x,’ o' 

woe SF) we 8) 


indem man die mit ant % multiplicirte erste Zeile von der zweiten 
abzieht und (36) benutzt: 


2ai 
%,o-+ x,’ Xz (r-+3)u 


L(u+** ——e o) = temo - L(u). 


Aus der Bedeutung von I,m, (35a) ersieht man mithin, dass Z(w) zu 
den Zablen (g + h), (g' +h’) gehort, q. e. d. 

Ganz analog beweist man den folgenden allgemeinen Satz, dessen 
ausfiihrliche Darstellung wohl unterbleiben darf: 

7. Sind 


: x,a-+ x,’ a 
— 28h rp (ut ——F \= 


(36) 


> 


Pi (Ut), Po(u) .-- Po(u) 
8-Functionen, die stéimmtlich zu unserer Substitutionsgruppe gehiren, 


resp. vom Grade r,(p+1)...17,(p+1), von den Indices @,..-0, und 
gehirig zu den Zahlen 9,9," «++ GaGq, $0 ist 
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ryt, (uw) ratty (U) ++ + M2" py (U) 
ry, (uw) rtp (U) = + + TY!-* Hy (ee) 


11 P2—) (U) — PyMy!t—) (UW) - +» Hy gt— (tw) | 
g,(2-)) (w) gy,» (w) eve 9-9 (uw) 


eine &-Function vom Grade (r,+----+17,)(p+1), vom Index 
Q; + ei Qq» 


gehirig zur Substitutionsgruppe und zu den Zahlen 


Wa +I Wt +H: 


§ 3. 
Bestimmung der Doppelpunkte. 


Nach den Ausfiihrungen des ersten Paragraphen kénnen wir stets, 
wenn nicht etwa eine unicursale Curve vorliegt, die Gleichungen 


a, = V,(u), 
(37) at, = ¥,(u), 
x, = WV, (u) 


zu Grunde legen, wo ¥,¥,¥, &,”'?+"-Functionen sind, die zu unserer 
Substitutionsgruppe und zu den Zahlen gg’ gehéren. Alsdann sind 
jedem Punkte des durch (37) dargestellten Gebildes (p+- 1) incongruente 
Parameter zugeordnet, die aber simmtlich associirt sind. Wir kénnen 
also auch sagen, dass jedem Punkte nur ein nicht associirter Parameter 
entspricht, und man kann dann auf bekannte Weise zeigen, dass jede 
Gerade v der Punkte (37) enthiilt, d. h, dass (37) eine Curve ve" Ordnung 
reprisentirt. *) 

Es wird nun aber Punkte geben (die Doppelpunkte der Curve) 
denen zwei nicht associirte Parameter u, v zugehéren. Jedem Punkte 
dieser Art sind alsdann im Ganzen 2(p-+-1) nicht congruente Para- 
meter zugeordnet, und man wird offenbar aus diesen auf (p-+-1)? ver- 
schiedene Arten ein Paar nicht associirter Parameter zusammenstellen 
kénnen. Wenn es also 0 Doppelpunkte giebt, so wird es (p+1)?d 
Paare nicht associirter Zahlen « v geben, welche demselben Punkte als 
Parameter entsprechen. Fiir zwei solche Zahlen ist nothwendig und 
hinreichend, dass sie den Gleichungen 


Yo(u) ¥;(u) 
Yo(v) ¥;(v) 


=), 


(38) a) A= 








*) Hermite 1. ¢. p. 345. 
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YW, (w) psd | 





b) A, “ly |= 0, 
Y,(v) ¥,(v) | 
(38) 
c) A, — ¥, (u) ¥, (w) | wie 
¥i(v) WY (v) \" 
geniigen, ohne associirt zu sein, d. h. ohne 
fur) =0 


zu erfiillen. Da aber offenbar die Functionen A, A, A, durch /(wv) 
theilbar sind *), so werden alle jene Zahlenpaare wv definirt als gemein- 
same Lésungen von: 

a) D, — SH) 9, 











f (ur) 
(39) b) D,= ae). n@, 
r __ Ag (uv) 
> A= le 
D; ist in u eine #?+)—-)) vom Index @ a at 5a ball 
D; ist in v eine #P#+) 1) vom Index e—(p+1)u — = a 


Ausserdem ist D, offenbar eine symmetrische Function von w und »v. 
Um die Zahl der gemeinsamen Léisungen von 
D (uv) = 0, 
D, (uv) = 0 
zu finden, hat man im Lehrsatz 3a der vorhergehenden Abhandlung 
p und q durch (p + 1)(v — 1), 
g und h durch — (p+ 1), 
B und y durch e — ere - 
zu ersetzen. Es ergiebt sich dann, dass die Gleichungen (40) 
(p + 1)? vv — 2) =N 


(40) 


gemeinsame Nullpaare haben; sind dieselben , v,, u,v, ... tn UN, 
so ist 

N N 
(41) Dut Du = 20 (p+1) (v—2). 

1 1. 


*) A, ist niimlich nach Satz 2 als Function von w eine a (P+1) die zur 


Substitutionsgruppe (17) und den Zahlen gg’ gehidrt, und wird offenbar durch 
«=v sonach auch durch 
Xe @-+ x o 


“= 0+ —"— ~~ 5 oo 


annullirt 
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Zwischen D, D, D, bestehen aber, wie besonders aus (38) klar ist, 
die Identititen: 


¥, (u)D, + ¥2(u)D, + ¥3(u) D; og 0, 
¥,(v) D, + ¥2(v)D, + ¥3(e) D; - 0. 
Fiir die Werthepaare u;v;, welche (40) geniigen, ist also entweder 
D, = 0 
oder gleichzeitig 
¥,(u)=90, ¥,(v) =0. 
Kin Paar u;v; stellt mithin eine gemeinschaftliche Lésung von (39) dar, 
wenn es nicht ein Wurzelpaar von ¥, (vw) =0 ist, das zu gleicher Zeit D, 
und D, annullirt. Nun befriedigt, wie aus (38a), (38b) zu ersehen, 
jedes Wurzelpaar von ¥,(w)—=0 die Gleichungen A, =0, A,=0. Jedes 
Paar nicht associirter Wurzeln von ¥Y, = 0 annullirt also D, D,. Da 
Y,(u) = 0 vy nicht associirte Wurzeln besitzt, so kann man 
(p+1)? = Paare solcher Wurzeln bilden, welche von 1%, v, ...tnOn 


ausgeschlossen werden miissen, damit nur Lésungen unseres Problems 
iibrig bleiben, Es giebt also: 


(p+1) {v(v—2) — OEY} (pay 27059 


gemeinsame Lésungen von (39), mithin nach der obigen Bemerkung 


v(y — 3) 
——;— Doppelpunkte. 


Auch die Summe der auszuschliessenden Parameterpaare kann 
leicht hergestellt werden. Sind niimlich U, U,... U, die nicht 
associirten Wurzeln von ¥,(w) = 0, so bildet man hieraus Paare nicht 
associirter Werthe, indem man jede Wurzel 


%gO+% @ 


Ui, Uit+ “a 
mit jedem der (p-+1)(v—1) Werthe combinirt , die aus 
U; eee U;-1 Oi 41 eee U, 
durch die Substitution (17) hervorgehen. Der von den Wurzeln U; 
und den associirten berriihrende Antheil an der zu suchenden Summe 
ist also 
= (p+1)? (v—1) Ui, 
mithin die ganze auszuschliessende Summe: 
= (pt+1? ~-1) (+ 0+--U,). 


Du,0a+ Dxa’ 
@ = (pt1) (U,4+---+ +S , 


Mathematische Annalen, XXXIIL. 30 


o=1...p 


Nun ist 
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also jene Summe 
Ek,o+ Zk; 0 
= (p+) (—1)}e—» rae {=(p+1)@~—l)e. 


) 


Da (4i) die Summe aller Paare u; v; giebt, so ist die der (p+-1)?” > - 
iibrig bleibenden Paare 


(42) =2e(p+1) (v—2) — (p+ 1) (v — 1) 0 = o(p+ 1) (wv — 3B). 


° i —3 > 
Sind nun fir ”” ~ __ 


Uy Vy', Uy Vy ++ + Uy Vy 
ein System nicht associirter Paare, welche den einzelnen Doppel- 


punkten zugehéren, so entsprechen jedem Doppelpunkte im Ganzen 
die (p + 1)? Werthepaare 


ah a bee wa Be vite a 
o=1.---p+l1, 
t=1---p+1. 

Die Summe derselben ist 

= (p + 1)* (w + 0) 


und somit ist die Summe aller (p + 1)? d Parameterpaare 


J J 
=(p +1) (> ui + pe “’) 


und da dieselbe auch durch (42) dargestellt wird, so folgt: 


J 
(p+ 1) (> uw + “) -(v—3d)e. 


1 
Wir haben mithin den Satz*): 
v(yv—3 


8. Die Curve (37) hat —; am 8 Doppelpunkte. Sind u,v, ...usvs 


ein System nicht associirter Parameterpaare dieser Punkle, so gilt 


é 
(p + 1) a uj +v=(v—3)e (mod. aa’). 


*) Das Resultat ist offenbar eine Verallgemeinerung des Satzes 5 der vor- 
stehenden Abhandlung. 
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§ 4. 
Bestimmung der Curvengleichung. 


Da die in Satz 8 erwiihnten Gréssen wu; v; Parameter desselben 
Punktes sind, so giebt es Werthe ¢; derart, dass: 


¥, (ui) = &¥,(v), 
(43) ¥, (u:) = ¢¥,(v,), t=1-.-i=—d, 

YW, (ui) = eV, (v). 
Bilden wir jetzt die Potenzen und Producte v'" Grades der ¥; 
(44) X (wu) = V,2(u) VF (w) Yy7 (a), ae+p+y=vr, 


so sind dieselben nach Lehrsatz 3 Bre? +. Functionen, welche zu 
unserer Substitutionsgruppe und zu den Zahlen vg, vg gehoren. 
Ausserdem befriedigen sie aber nach (43) siimmtlich die Gleichungen: 


(45) X(u;) = €”X(v,), ti=1l---it=Jd. 


2 1 o ° , 
Alle 0} {?*”-Functionen, die zur Gruppe (17) und zu den Zahlen vg, vg 
gehéren, bilden nach Satz 4 eine genau v*- gliedrige Gruppe und zwar 
lassen sie sich nach Massgabe des Satzes 5 aus v* Functionen zu- 
sammensetzen, die ich folgendermassen bilde. Ich nehme zu den 
2d = v(v —- 3) Gréssen ; 
(46 a) UsMy. . Ug, 4,-2.8 
noch v* — v(v — 3) = 3y andere 
(46b) W, Wy... Way 


hinzu, welche sonst willkiirlich, nur so gewihlt sind, dass: 


é g ° Zk,o + Zk" 
8-04 (Sut utd a) +o rama 
1 1 1 


nicht == v@ ist. Ferner bestimme ich die Zahlen wu, uy’... us 0, ... 09 
w,w, ... wy entsprechend den Gleichungen (clr, 32) 


Zk, Sk: ’ 
S ~(p+1)u+(p+ Dui +rga+ vg a' +? el i" = 0, 
. ? — » 2k,o+ Zk; o 
S—(p+1)u+(p+1) of +rga+vga+r? - ‘pti = Q, 
’ ; — , 2k,o+ Zk; wo 
S—(p+1)w;+(p+1l)w; +rgat+ vg a+r? ey = 0. 


leh bilde nunmehr alle Functionen: 


30* 
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cay 2 Flea) fleena) fle) --- fCwes) fur) «+ furss 
b) f(way’)... f(wus’) S(ur,’).. . f(woa’) f(ww,’) ... f(wews,) 
und bezeichne: 
mit U;(w) das Product von f(wu,') mit allen Functionen (47a) ausser 
f (wi), 
mit V;(w) das Product von f(wv;) mit allen Functionen (47a) ausser 
f (uv), 
mit W;(u) das Product von f(uw;,) mit allen Functionen (47a) ausser 
[ (ww). 
Dann ergiebt sich aus Satz 5, dass jede art ”<Function X(w), die 
zur Substitutionsgruppe und zu den Zahlen vg, vg gehdrt, sich 
schreiben lisst: 


= qa Uz(u) +2 ra Va(u) +2) 5, W3(u). 
1x0 = & 


Soll nun eine aie Function noch den Gleichungen (45) geniigen, 
so ist, 
da U, fiir alle Werthe (46) mit Ausnahme von x, 
Van » ” » » ” » Va, 


W, ”» ” ” ” ” »» Wa 
verschwindet, nothwendig und hinreichend, dass: 
Gi Ui (ui) = i” 75 Vi(vi), 
i=1---d. 
Da U;(u;) von Null verschieden, so bestimmen sich hieraus q, .. . qy 
und es folgt: 


Die #{?*"-Functionen, die 2u unserer Substitutionsgruppe und 
den Zahlen vg, vg gehiren, ausserdem aber die Gleichungen (45) be- 
friedigen, bilden cine genau 2°) 4 3y — 204% . qicdrige 
Gruppe. 


Functionen dieser Art sind aber insbesondere die Ausdriicke (44), 
deren Anzahl jedoch rere) +1 ist. Es folgt also dass zwischen 
diesen Ausdriicken eine lineare Identitit besteht: 

>) aapr¥s*(u) ¥P(u) ¥s7 (u) = 0, 
ati+y=» ‘ 
d. h. dass jeder Punkt 7,2,%, unserer Curve die Gleichung: 


> da py X 22° X,Y = 0 
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befriedigt, Dies ist mithin die Curvengleichung. Sind demnach fiir 


ole +9 =N, @;@.---Qy irgend welche unter sich weder congruente 


noch associirte Werthe, so ist: 


| xz,” eee 2% LaF 257 eee 


| 
¥i"(0,) «++ By=(@,) Pi? (0,) P37 (91) 0 
: | = 
| 
| 


¥i'(On): a Vi" (Oy) Yo" (Oy) Ys” (On) eas 


die Gleichung der durch (37) dargestellten Curve. 

Im Anschluss hieran mége eine Methode erwiihnt werden, welche 
dazu dient, die (p -+- 1)” Potenz der linken Seite der Curvengleichung 
herzustellen.*) Sind niimlich g,g,g, und h,h,h, die Coordinaten zweier 
Geraden, die sich in einem Punkte der Curve mit dem Parameter u 
schneiden, so ist 


(48) Hy 2 Hy? L, = (gh), : (gh), : (gh), 
und es bestehen neben einander die Gleichungen: 


(49) E(u) = g¥ 1 (U) + go¥2(&) + 9s ¥3(u) = 9, 
: Z(u) = h,¥,(u) + h.¥.(u) + hy ¥,(u) = 0. 
Dann muss aber 
A=0 
sein, wenn A die Formel (14) der vorigen Abhandlung' ist, gebildet 
fiir die speciellen aus (49) hervorgehenden Werthe von E(u) und Z(t). 

A ist in unserem alle eine 2(p + 1)v-gliedrige Determinante. 
Jedes Element der ersten (p-+ 1)v Horizontalreihen ist nach Gleichung 
(15) der vorstehenden Abhandlung linear und homogen in g,9,9;; 
jedes Element der letzten (y+ 1)v Horizontalreihen ebenso linear 
und homogen in h,h,h,. A ist also offenbar eine homogene ganze 
rationale Function (p+ 1)v'" Grades von (gh),, (gh)., (gh);. Ist 
also x, %,%, ein Punkt der Curve, so geniigt er der Gleichung (p-+ 1) v' 
Grades in 2: 

(50) A(z) = 0. 

Da ferner nach Satz 1 der vorigen Abhandlung die Nullwerthe 
von A, welche nicht Coexistenz von (49) bedingen, von g, h ganz 
unabhiingig sind, so sehen wir dass, wenn 2; = (gh); die Gleichung 
A=0 befriedigt, die Gleichungen (49) eine gemeinsame Wurzel 
haben, d. h. gh sich in einem Punkte der Curve schneiden. Wenn 
also x der Gl. (50) geniigt, so ist es ein Punkt unserer Curve. Daraus 





*) cfr. Pasch, Math. Ann. Bd. 18, p, 91. Brill, Math. Ann, Bd. V, p. 402 
fiir rationale Curven und Flichen, 
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folgt, dass A(x) bis auf Factoren, die von «x frei sind, die (p+ 1)" 
Potenz der linken Seite der Curvengleichung ist, welche wir herstellen 
wollten. 
§ 5. 
Bestimmung der Riickkehrpunkte, der Classe, der Wendepunkte und 
der Doppeltangenten. 

Kin Doppelpunkt geht in einen Riickkehrpunkt tiber, wenn die 
beiden nicht associirten Parameterwerthe desselben zusammenfallen. 
Man kann auch sagen: Der Punkt mit dem Parameter w ist ein 
Riickkehrpunkt, wenn fiir «=O sich eine Grosse c so bestimmen 
lisst, dass: 

Vi (u + e) = c¥, (a), 
Y,(u + e) = cY¥,(u), 
W,(u + ¢) = cY¥,(u). 


Dazu ist nothwendig und hinreichend, dass w den Gleichungen: 


ayy |*2 Ys Cm) [Ms me) Hi (| |i Cw) He (te), 
TS (uw) Wy (u) |? | wy Ce) Vy (we) MP? LY (w) Yew) | 


Geniige leistet, wobei VY; (wu) die Ableitung von ¥,(u) ist. Man hiitte 
diese Gleichungen auch aus (39) erhalten kénnen, indem man v=u+é 
setzte und die Grenzwerthe fiir ¢ = 0 suchte. 

Die linken Seiten von (51) sind nach Satz 6 93;'’*” - Functionen, 
die zur Substitutionsgruppe und den Zahlen 2g, 2g gehéren. Wenn 
ulso r Riickkehrpunkte mit den (nicht associirten) Parametern 9, ... v2 
vorhanden sind, so haben die Gleichungen (51) genau r(p-+ 1) ge- 
meinsame Wurzeln; d. h. der grésste gemeinsame Factor der linken 
Seiten ist f(wv,) f(wv.) .. .f(wr,). 

Sind 2 Punkte der Curve mit den Parametern v und w dureh 
eine Gerade g verbunden, so ist: 


; | ¥, (v) ¥; (v) 
Nie g?*h= % (w) Y, (w) 


-|¥ (0) ¥, (0) 
“1, (ww) ¥, (w) | 





Z Bay ¥,(v) 
* |W, (w) W, (0) 





Wenn w an v heranriickt, d. hh. w=v-+e und « unendlich klein 
wird, so geht g in die Tangente des Punktes v iiber. Es ist dann: 


V.(v) ¥3(e) | ¥;(v) ¥, (v) | ese ¥,(v) | 


(02) 1104°9 =|. Wy (0) | | Wy Co) ¥y'(o) | "| yo) We'(0) | 





Die rechts stehenden Ausdriicke sind schon oben ihrem Charakter 
nach studirt worden, Sie haben, wenn r Riickkehrpunkte v,v,... v, 











Elliptische Curven in der Ebene. 467 


vorhanden sind, f(vv,)... f(vv,) zum gréssten gemeinsamen Factor. 
Setzt man also: 


¥o(v) ¥; (2) 
¥,'(v) ¥, (0) 
For) «+ For) 
¥;(0) ¥,(e) 
¥;'(v) v (v) 





a X, (v), 











(53) jn): X, (v), 
¥,(~) ¥,(e) | 
¥/'(v) YW, (v) | aa] 
(vr) +++ f(ver) X;(), 


so sind X;(v) nach den Siitzen 2 und 3) @@r-r)(et+)- Punctionen mit 
dem Index: 
Zk,o + Sk; ow 
20 —(p+1) (yes bo) $e 
iiberdies gehérig zur Substitutionsgruppe und zu den Zahlen 2g — h, 
2g — Wh’, wenn niimlich f(vv,)...f(vv,) zu den Zahlen hh’ gehirt. 
Ueberdies haben X, (v), X,(v), X;(v) keinen gemeinsamen Factor. Die 
Varameterdarstellung der Curve als Linienort ist also gegeben durch: 
I = X(v), 
(5-4) Jz = X,(v), 
ioe X, (v). 
Auf diese Gleichungen kann man alle Folgerangen anwenden, die 
wir in § 3 und 4 aus den genau ebenso gebildeten Gleichungen (37) 
gezogen haben, wobei nur an Stelle der Doppelpunkte Doppeltangenten, 
an Stelle der Riickkehrpunkte Wendetangenten treten. Die Curve ist 
also von der Classe (2v — r), thre Liniengleichung kann nach Mass- 
gabe von § 4 durch die Methode von Hermite hergestellt werden, sie 


hat iiberdies (cfr. ¢ 3) @2—"@2—*—8) Dopyel- und Wende- 
tangenten. Insbesondere ergeben sich dic Wendetangenten nach den 
Ausfiihrungen dieses Paragraphen als gemeinsame Wurzeln der drei 
Gleichungen: 

(55) | X,(v) X; (v) _ | X3 (v) X, (v) 
PP) 1X (0) Ky)? 1X) XV)! 


Wenn man aber 


ee X;(v) X,(v) 


wader: inp X,’(v) ais 








’ “/ */ 
P(v) = f(vr,) +++ f(vr,) 
setzt, iiberdies der Kiirze balber das Argument v der auftretenden 
Functionen unterdriickt, so ist nach (53) 
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FX, = ¥L¥, — ¥3%.; 
FX, = ¥,¥, — ¥,%3; 
FX, = vv. — ¥,¥/ 
und in Folge von Differentiation: 
FX, + F’X, =¥,¥," — ¥;¥,", 
FX,’ + FX, na ¥,¥," — ¥,¥5", 
FX,’ + F’X;, = ¥,¥." — ¥,¥,". 


Daraus folgt fiir beliebige Constanten A,A,A, nach bekannten Deter- 
minantensatzen : 











A, A, Ay A, A, ae 
F2/X, X. X3;—=| FX, FX, FX, 
X, Xo Xs | | PX, + FX, FX FX, PFXs+ FX, 
¥, YW, Vs; 


= (A, ¥; + A, ¥. + As¥3)|/¥y Yo Wy’ 
Wi" ¥," ¥;” 
Die linken Seiten von (55) lauten also, wenn 


\¥; (v) V,(v) ¥3(v) 
L(v) = Mie Wy (v) WV; (v) 
¥," (v) Yo" (v) V3” (v) 











gesetzt wird, 
»\ v 
¥i(0) pe, Ya) ee, Ya (0) pan 
Da ¥,¥, ¥, keinen gemeinsamen Factor haben, so sind die Para- 
meter der Wendetangenten (also auch der Wendepunkte) gegeben 
durch*) 
. L(v) 
Die linke Seite ist in der That eine #-Function der hier auftretenden 
Art. ZL (v) ist nimlich nach Satz 7 (da in unserem Falle r,=r,— 7,=—v 
ist) eine -Function vom Grade 3v(p + 1), vom Index 30, gehirig 
zur Gruppe und zu den Zahlen 3g, 3g’. F'(v) ist ebenfalls eine zur 
Substitutionsgruppe gehérige @-Function. Da jeder Nullwerth von F 
gemeinschaftliche Wurzel von (51) ist, so gilt fiir ihn offenbar ZL = 0, 
aber auch ZL’ =0Q, denn es ist 











*) cfr. Hermite, Crelle Bd. 82, p. 346. 
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ae (v) ¥.(e) ¥;(v) 

L'(v) = | ¥,'(v) ¥e(v) ¥5’(v) 

iy") ¥2"(o) 5” (0) 
Jeder Nullwerth von F ist also doppelte Wurzel von L =O; die 
Function Z ist also durch F?, welches eine 3°"(?+» vorstellt, theilbar. 
Es giebt demnach (3v — 2r)(p +1) Parameter die (56) be- 

friedigen; d. h. es giebt (3v — 2r) Wendepunkte. 
Daraus folgt schliesslich fiir die Zahl der eigentlichen Doppel- 

tangenten die Formel: 


Qry—NGr—r—9) _ gy gy — CoN Gr—e—H te 
2 


» 
— 


Basel, den 17. Juli 1888. 








Zur Gruppe der acht harmonisch zugeordneten Flichen 
zweiten Grades. 


Von 


Gore Koper in Halle a./S. 


In meiner Inauguraldissertation*) habe ich mir die Aufgabe ge- 
stellt, aus einem Tetraeder, dessen Kanten von einer Fliiche zweiten 
Grades beriihrt werden, die Configuration der harmonisch zugeordneten 
Tetraeder und deren Beziehung zu den harmonisch zugeordneten Flichen 
zweiten Grades auf synthetischem Wege zu entwickeln. Insofern in 
der vorhandenen Literatur des Gegenstandes gerade auf jenen Zu- 
sammenhang mit den harmonisch zugeordneten Fliichen nicht niiher 
Bezug genommen ist, sei mir gestattet, denselben in den nachfolgenden 
Siitzen kurz zu bezeichnen — wobei beziiglich der niheren Ausfiihrung 
eben auf meine Dissertation verwiesen sein mag**). 

Das riumliche Analogon des vollstindigen Viereckes sowohl als 
des vollstiindigen Vierseites der Ebene ist das Paar harmonisch zu- 
geordneter Tetraeder. Es repriisentirt beides, das vollstiindige Fiinfeck 
und das vollstiindige Fiinfseit des Raumes, weil es durch ein Tetraeder 
und einen fiinften Punkt oder eine fiinfte Ebene vollstiindig bestimmt 
ist. Ein solches Tetraederpaar, welches stets zu den Ecken und 
Seiten eines dritten harmonisch zugeordneten Tetraeders perspectiv 
liegt, lasst folgende Doppelauffassung zu: 


*) Die harmonisch zugeordneten Flichen zweiten Grades, Halle 1888. 

**) Dem dort gegebenen Literatur-Verzeichnisse sind, wie mir von hoch- 
geschiitzter Seite mitgetheilt wurde, noch nachzutragen: die Arbeiten der Herren 
Retali (Mem. della Acc, di Bologna 1884, 1886) und Sturm (Math. Ann, Bd. 25. 26), 
ferner die Untersuchungen von Harnack iiber Raumcurven 4. Ordnung 1. Species 
im 12, Bande und die Bemerkungen des Herrn Caspary iiber desmische Tetraeder 
im 29. Bande dieser Annalen. 








Harmonisch zugeordnete Flichen zweiten Grades. 


Die vier volistindigen Vierkante, 
in welchen ein Paar harmonisch 
zugeordneter Tetraeder identisch ge- 
sehen wird, erginzen dasselbe zu 
einem vollstiindigen Achtecke (Hexa- 
eder), dessen vier Diagonalpunkte 
die Mittelpunkte der vierfachen Per- 
spective sind. 
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Die vier vollstiindigen Vierseite, 
in welchen ein Paar harmonisch 
zugeordneter Tetraeder identisch ge- 
schnitten wird, ergdnzen dasselbe zu 
einem vollstindigen Achtseite (Octa- 
eder), dessen vier Diagonalebenen 
die Hauptebenen der vierfachen Per- 
spective sind. 





Oder: 


Zwei harmonisch zugeordnete Tetraeder bestimmen ein vollstindiges 
Achteck und ein vollstindiges Achtscit im Raume, welche das dritte 
harmonisch zugeordnete Tetraeder zum gemeinschaftlichen Diagonal- 
tetraeder haben. 

Jenes besteht aus vier einfachen Octaedern, deren Diagonalen je 
drei EKckkanten , dieses aus vier einfachen Hexaedern , deren Diagonalen 
je drei Seitenkanten des gemeinschaftlichen Diagonaltetraeders sind. 
Je ein Octaeder des einen und ein Hexaeder des anderen, deren Diago- 
nalen einander zum gemeinschaftlichen Diagonaltetraeder ergiinzen, 
sind einander ein- und umgeschrieben. 

In reciproker Beziehung haben zwei harmonisch zugeordnete 
Tetraeder zu dem dritten harmonisch zugeordneten Tetraeder ver- 
schiedene Lage. Stets werden die Ecken des einen Tetraeders von 
einer geraden, die Ecken des anderen Tetraeders von einer ungeraden 
Anzahl Seiten des dritten Tetraeders ein- und ausgeschlossen, Wie 
die Ecken des einen Tetraeders zu den Seiten des anderen Tetraeders 
liegen, so liegen auch die Seiten des ersteren zu den Ecken des 
letzteren; denn von wieviel Seiten eines Tetraeders ein Punkt ein- 
und ausgeschlossen wird, soviel Ecken desselben trennt die harmonisch 
zugeordnete Ebene. Wir sagen: 

Von zwei harmonisch zugeordneten Tetraedern hat stets das eine 
gerade, das andere ungerade Lage zwm dritten harmonisch zugeordneten 
Tetraeder. 


Da jedes Paar harmonisch zugeordneter Tetraeder durch das eine 
und eine Ecke oder Seite des anderen vollstiindig bestimmt ist, so 
stellen irgend zwei Paare harmonisch zugeordneter Tetraeder, wenn 
die Ecken des einen den Seiten des anderen entsprechend gesetzt 
werden, zwei reciproke Riiume dar, in denen auch die dritten har- 
monisch zugeordneten Tetraeder einander entsprechen. Sind daher 
zwei Paare harmonisch zugeordneter Tetraeder demselben dritten 
Tetraeder harmonisch zugeordnet, so ist dieses ein Polartetraeder, 
und jene befinden sich in polarer Lage. Da aber durch ein Polar- 
tetraeder und ein Paar Pol und Polarebene ein Polarsystem vollstiindig 
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und eindeutig bestimmt ist, so liegen gleichzeitig acht Paare reciproker 
Raume polar, niimlich vier, in denen die gleichliegenden, und vier, 
in denen die ungleichliegenden Tetraeder einander entsprechen. Solche 
acht réiwmlichen Polarsysteme, welche durch zwei conjugirte (demselben 
dritten Tetraeder harmonisch zugeordnete) Paare harmonisch zugeord- 
neter Tetraeder bestimmt sind, heissen harmonisch zugeordnet, ihre 
Kerne harmonisch zugeordnete Flichen zweiten Grades. In dieser Defi- 
nition ist die Grundeigenschaft ausgesprochen, aus welcher siimmtliche 
Eigenschaften harmonisch zugeordneter Flichen zweiten Grades fliessen. 
Aus dem Umstande niimlich, dass die acht Paare Pole und Polarebenen 
des einen Polarsystemes die acht Polarebenen und die acht Pole des 
einen Paares Pol und Polarebene in Bezug auf die acht Polarsysteme 
sind, geht klar hervor: 


Von acht harmonisch zugeordneten Polarsystemen ist jedes in Bezug 
auf jedes sein eigenes Polargebilde. 

Ferner ergiebt sich aus der perspectiven Lage harmonisch zu- 
geordneter Tetraeder: 


In acht harmonisch zugeordneten Polarsystemen gehiren jeder Ecke 
und Seite des gemeinschaftlichen Polartetraeders bez. dieselben vier har- 
monisch zugeordneten Polarbiindel und Polarfelder, jeder Kante desselben 
dieselben zwei harmonisch zugeordneten Punkt- und Ebeneninvolutionen zu. 


Endlich zeigt sich allgemein: 


Die acht Pole jeder Ebene und deren acht Polarebenen in Bezug 
auf acht harmonisch zugeordnete Polarsysteme bilden zwei Paare har- 
monisch zugeordneter Tetraeder, welche dem gemeinschaftlichen Polar- 
tetraeder harmonisch zugeordnet sind. 


Insbesondere sind die beiden Centraltetraeder der acht harmonisch 
zugeordneten Polarsysteme einander und dem gemeinschaftlichen Polar- 
tetraeder harmonisch zugeordnet, woraus sowohl die allgemeine als 
auch die besondere Natur harmonisch zugeordneter Flichen zweiten 
Grades folgt: 


Die acht harmonisch zugeordneten Flichen einer Gruppe zerfallen 
in swei Reihen, in vier gerade und vier ungerade Flichen. Von den 
vier geraden F lichen ist die eine ein imagindres Ellipsoid, die drei 
anderen sind hyperbolische Hyperboloide. Unter den vier wngeraden 
oder elliptischen Flichen ist ein oder kein Ellipsoid, je nachdem beide 
Centraltetraeder zu einander ungerade oder gerade Lage haben. 

Schliesslich giebt es unter den conjugirten Paaren harmonisch 
zugeordneter ‘T'etraeder ein sich selbst conjugirtes Paar harmonisch su- 
geordneter Tetraeder in Bezug auf die acht Flichen. Jedes dieser 
beiden Tetraeder ist in Bezug auf die vier geraden Filiichen sein 
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eigenes, in Bezug auf die vier ungeraden Flaichen des anderen Polar- 
gebilde. Hieraus folgt auf Grund der octaedrischen und hexaedrischen 
Auffassung harmonisch zugeordneter Tetraeder: 


Je ein einfaches Octaeder und ein einfaches Hexaeder des sich selbst 
conjugirten Tetraederpaares, welche einander ein- wnd umgeschrieben 
sind, sind in Besug auf jede der ackt harmonisch zugeordneten Fliichen 
zweiten Grades polarreciprok. Von den Gegenecken des ersteren und 
den Gegenseiten des letzteren enthalten bez. beriihren drei elliptische 
Fliichen je ein Paar, eine elliptische Fliche drei Paare, die drei hyper- 
bolischen Fliichen je zwei Paare, die imaginire Fiche kein Paar. 

Fiir die reellen Flichen heisst das: 

Jede der vier elliptischen Flichen beriihrt die Kanten des sich 
selbst conjugirten Paares harmonisch eugeordneter Tetraeder in denjenigen 
Punkten, in welchen sie die Kanten des gemeinschaftlichen Polar- 


tetraeders schneidet, wiihrend jede der drei hyperbolischen Fliichen beiden 
Tetraedern gleichzeitig um- und eingeschrieben ist. 


Halle a/S., im September 1888. 





Der Satz von Pohlke. 


Von 
C. Kipper in Prag. 
»Drei endliche Strecken von beliebiger Liinge oa’, ob’, oc’ in 


einer Ebene E kénnen als Parallelprojectionen dreier gleichen auf ein- 
ander senkrechten Strecken oa = ob = oc betrachtet werden.“ 


, Die folgende Herleitung dieses Satzes habe ich seit 1867 am hie- 
sigen Polytechnicum vorgetragen; dieselbe ist seitdem von Herrn C. Pelz 
ohne Angabe des Ursprungs publicirt worden: 


SAE 
r 
% \ . he ih, Fai 
i a, Za my, 
‘ ae \ a A 
‘ . , \ 
‘ oF / Ne Ait \ 
if \ J \ 
a | \ve) 
\vo-. iW \ 
\ \ \ Ss 
\ ‘a \ Ij 
\ ‘ \ ' \ / 
\ ~ ‘: 4 | \ \ \ / 
he ‘\ \ . 1, \/ : 
VERA AX! 
a \ | : a 4 \ : 
~.. '\ | " \ : 
’ ae \ \ | 
. 1\ \ ~\ 
a ‘72 | ~~, ve 
a ; | 
| a 
| > 


Soll das Dreieck b’oc’ die Parallelprojection eines gleichschenkligen, 
rechtwinkligen Dreiecks boc sein, so muss die Ellipse K’, welche ob’, 
oc’ zu conjugirten Halbmessern hat, als Parallelprojection eines Kreises 
K erscheinen, dessen Radien ob, oc sind. Dazu ist erforderlich und 
hinreichend, dass K mit K’ irgend einen Diameter gemein hat, einerlei, 
in welcher durch diesen gelegten Ebene sich K befindet. Ist demnach 
od = « ein beliebiger Halbmesser von K’', und wird dieser als Radius 
von K angenommen, so sei o¢ ein zweiter, senkrecht zu od. Wenn 
ferner in K’,oe = B zu od conjugirt ist, so wird bei der Projections- 
richtung ec der Kreis K sich in K', daher werden auch zwei recht- 
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winklige Radien des K sich in 0b’, oc’, projiciren. Errichtet man in 
o auf der Ebene doc, welche ob, oc enthilt, oa =a senkrecht, und 
projicirt a parallel zu ee nach a’ auf £, so ist die Frage, ob a’ die 
ganze Ebene E durchwandert, wenn K jede Grisse und Lage annimmit, 
die nach dem Hervorgehobenen méglich ist? Die Antwort hierauf erhilt 
man am einfachsten, wenn man zunichst nur diejenigen K in’s Auge 
fasst, welche den beliebig angenommenen Halbmesser od von K’ zum 
Radius haben: Die Punkte ¢, a beschreiben nun einen Kreis ®, dessen 
Ebene auf EF senkrecht ist, und der in E den Durchmesser (d) (bd) 
haben mége. Ist e irgendwo auf ® gewahlt, sodann a bestimmt, so 
ziehe man in @ die Tangente at des ® und den projicirenden Strahl 
aa’, wobei das Dreieck ata’ einstimmig ahnlich mit coe sein wird. 
Setzt man of = aw, ta’ =y, oe = 8, so folgt 
y* , 
Po aa ae 

d. h. der Ort von a’ ist eine Hyperbel H, welche den Durchmesser 
(d) (>) hat, und in dessen Endpunkten parallele Tangenten zu oe. 
Dreht man jetzt die Ellipse K’ um 90° in ihrer Ebene um 0, wodurch 
man (K’) erhilt, so wird (K’) durch (d), (>) gehen und hier von H 
orthogonal geschnitten werden. Aus der Construction des Ortes von 
a’ folgt sofort, dass die Asymptoten von H den Verbindungslinien 
von e mit (d),(d) parallel sind. Zieht man mithin in (d) die Normale 
von (K’) oder eine Parallele zu oe, so schneidet diese die Asymptoten 
von H in m,n so, dass (d)n = (d)n = 6; und hieraus’ folgt nach be- 
kannten Eigenschaften der Ellipse — £6 ist der zu o(d) conjugirte 
Halbmesser in (K’) —, dass H,(K’) coaxial sind, dass ferner on, on 
die halbe Axensumme und -Differenz von (K’) darstellen. Dadurch 
aber, dass H die Ellipse (X’) in (d), (») rechtwinklig schneiden und 
mit ihr coaxial sein soll, ist H mehr als bestimmt, und weil eine mit 
(X’) confocale Hyperbel existirt, welche diese Forderung erfiillt, so 
muss H selbst diese confocale Hyperbel sein. 

Wenn man an die Stelle von od jeden Halbmesser von K’ setzt, 
so tritt statt (d)(b) jeder Durchmesser von (K’) auf, und als Oerter 
von a’ ergeben sich alle mit (K’) confocalen Hyperbeln. Weil aber 
durch jeden willkirlichen Punkt von E eine solche méglich ist, so 
nimmt a’ in der That jede denkbare Lage in E ein. 

Nach dieser Erérterung ist es nur noch eine leichte Schiilerauf- 
gabe, bei gegebenem a’ der Reihe nach: 1) den Durchmesser (d) (>) 
von (K’), 2) oa, 3) die Projectionsrichtung ec, 4) K und dessen Ra- 
dien 0b, o¢ zu ermitteln. 


- Prag, 25, November 1888. 
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Bemerkung mit Bezug auf den Aufsatz: Zur Weierstrass’- 
Cantor’schen Theorie der Irrationalzahlen in Math. Annalen 
Bd. XXXUI, p. 154. 


Von 


Gora Cantor in Halle a./S. 


Es mége mir gestattet sein, nur ganz kurz auf die Bedenken zu 
antworten, welche Herr Illigens in Bezug auf meine Theorie der 
Irrationalzahlen ausgesprochen hat. Seine Hinwiinde scheinen mir alle 
darauf hinaus zu laufen, dass den mit Hiilfe von sogenannten Funda- 
mentalreihen eingefiihrten irrationalen Zahlbegriffen b, b’,b’,... die Be- 
deutung einer anschaulichen Vielheit nicht zugesprochen werden kénne. 
Darin hat er gewiss Recht; es ist aber auch weder von mir, noch von 
Anderen jemals behauptet worden, dass die Zeichen bp, b’, b’,... 
concrete Gréssen, im eigentlichen Wortsinne seien. Als abstracte Ge- 
dankendinge sind sie nur Gréssen im uneigentlichen oder tbertragenen 
Sinne des Wortes. Fiir entscheidend muss hier angesehen werden, dass 
man, wie jeder mit meiner Theorie Vertraute weiss, mit Hilfe dieser 
abstracten Gréssen b, b’, b”,... eigentliche concrete Gréssen, z. B. 
geometrische Strecken u. s. w. quantitativ genau zu bestimmen im 
Stande ist (M. v. Math. Ann. Bd. V, p. 127). Wenn dies gehérig 
beriicksichtigt wird, so fallen alle von Herrn I. gemachten Kinwiinde 
in Bezug auf die in tibertragenem Sinne gebrauchten Bezeichnungen 
des ,,Grésser“, ,,Kleiner“ und ,,Gleichseins“ der verschiedenen Zahl- 
gréssen und ebensowenig wird man Anstoss daran nehmen kénnen, 
eine Zahlgrésse b in tibertragenem Wortsinne als Grenze der Glieder 
der ihr zugehérigen Fundamentalreihe zu bezeichnen. 

Dass es aber Herrn I. selbst, welcher am Schlusse seines Aufsatzes 
ausdriicklich die Irrationalzahlen anerkennt, an einer Definition der 
letzteren fehlt, erkennt man aus seiner Auflésung der Gleichung z? = 3, 
welche vermeintlich durch /3 geschieht; wihrend offenbar )/3 nichts 
anderes ist, als eine Umschreibung der aufgeworfenen Frage: eine 
Zahl zu suchen, deren Quadrat 3 ist. 3 ist also nur ein Zeichen 
fiir eine Zahl, welche erst noch gefunden werden soll, nicht aber 
deren Definition. Letztere wird jedoch in meiner Weise, etwa durch: 

(1-7, 1-73, 1-732, ---) 
befriedigend gegeben. 


Halle, im Januar 1889. 


—— eS 
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Zur Theorie der Determinanten. 
Von 


Nicotaus v. Sziirs in Budapest. 


Vorliegender Aufsatz beschiiftigt sich mit der formalen Bildungs- 
weise der Determinanten. Die entwickelten Gleichungen enthalten, 
als besonderen Fall, die von Herrn Weyrauch im 74. Bande des 
, Journal f. d. r. u. a. Mathematik“ auf Seite 273—276 gegebenen 
Formeln. 


4, 


Bezeichnet man mit A, und {,(") die Anzahl der verschwinden- 
den bezw. der nicht verschwindenden Glieder — also die Gliederzahl — 
einer Determinante n'" Grades: D™ = (a); do. +++ Gan) mit kon 
transversalen Nullelementen, so bedeuten die Symbole A, und 
die Anzahl der ersteren bezw. der letzteren Glieder dieser Determinante 
ohne Nullelemente. Es bestehen dann die Gleichungen: 


(1) AS” = 0; 
(2) i") —= m! 
(3) Ay? + Uy = n! 


giltig fir k —0,1,2,...,”. 

Es bezeichne ferner Df" = (b,, 0.» ..- ban) die Determinante, deren 
Schema aus demjenigen von D™ durch Vertauschung paralleler Reihen 
so gebildet ist, dass seine & ersten Hauptdiagonalelemente die / trans- 
versalen Nullelemente sind, mithin seine (n—k) letzten Zeilen und 
Colonnen kein Nullelement enthalten; dann besitzen D™ und D” die 
gleiche Anzahl von Gliedern. Entwickelt man D{" nach den Elementen 
einer Reihe, deren Hauptdiagonalement den Werth Null hat, z. B. nach 
den Elementen der ke" Zeile, so ist: 


q=k-1 =n 
(nm 
Di ) > Dig: Big + Dix - But Dig . Buy 
q=1 q=k+1 
Mathematische Annalen, XXXIII. 31 
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wobei allgemein B,, den Coefficienten des Elements 6,, bezeichnet. 
Der Coefficient By, ist eine Determinante (n—1)'" Grades, deren 
Schema entstand aus demjenigen von D{” fir g—1,2,...,(k—1) 
durch die Auslassung der k' Zeile und einer der (k— 1) ersten 
Colonnen, fiir g = (k+1)---m durch die Auslassung der k' Zeile 
und einer der (n—k) letzten Colonnen, mithin besitzt B,, im ersten 
Falle (k—2) Nullelemente und daher yr Glieder, im zweiten Falle 
aber (k—1) Nullelemente und somit ai"5” Glieder. Da by = 0 ist, 
so erhilt man durch die Abziihlung der Glieder der einzelnen Sum- 
manden der rechten Seite von D{” die Formel: 


(4) wf — (n— al wis? + (e—1) - wits” 
giltig fir kK—1,2,..., 


Entwickelt man D\” am den Elementen einer Reihe ohne Null- 
elemente, z. B. nach den Elementen der (4-+-1)' Zeile, so ist: 


DY > ae Bits,g %, Buti,g5 
q=e}1 
hieraus erhilt man dia einer fihnlichen Erérterung wie bei der Ab- 
leitung der Gleichung (4), die Formel: 


(5) OL ae he - UG + (m—k) - Ur” 


giiltig fir k= 1,2, ..., (m—1); denn es wurde bei der Ableitung 
dieser Gleichung vorausgesetzt, dass wenigstens eine Zeile und eine 
Colonne ohne Nullelemente vorhanden ist. Schreibt man in (5) k—1 
fiir k und subtrahirt die erhaltene und fir k —2,3,...,n giiltige 
Gleichung von der Gleichung (4), so erhilt man aus diesen beiden 
nur fiir i = 2,3...., gleichzeitig giiltigen Gleichungen die Formel: 


(6) 2 —= a, — wa” 
giiltig fir sk —1,2,..., m; dass diese Gleichung auch fiir k= 1 
giiltig ist, folgt daraus, dass sie fiir k — 1 in: 
at” =< vn! — (n—1)! 
iibergeht, mithin die Gliederzahl einer Determinante n' Grades mit 


einem einzigen Nullelement richtig angiebt. Schreibt man in der 
Gleichung (6) ¢ fiir &, und bildet daraus die fiir 


t =(p-+1), (p+2)...k — wobei p=0,1,...,(K—1) ist, — 
sich ergebenden Ausdriicke, so erhailt man nach Addition der letzteren 
folgende Formel: 


(7) a” — of” +> ge) 
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giiltig fir k= 1,2,...,n und p=0O,1,...,(k—1). Mit Hiilfe der 
Gleichung (6) kann man eine bemerkenswerthe Eigenschaft der Grosse 
a," beweisen. Wir bilden eine aus (n+-1—r) Gliedern bestehende | 
Reihe R,, deren Glieder aus ihrem allgemeinen Gliede: 


2) 4—1) 
g? = ae 


fir A=1,2,...,(m+1—r) erhalten werden. Bildet man aus der 
Gleichung (6) fiir n= q+ 4— 1 und k = gq die Formel: 
PTD . oer) __ gplett-®) 
so sieht man, dass das allgemeine Glied: 
get) — Ges = WE? — 


der ersten Differenzreihe von der fiir r= gq — 1 entstehenden Reihe 
R,-1 durch den Ausdruck: gi) dargestellt wird, daher mit dem 


allgemeinen Gliede ; 


(a) (g+4—1) 
Ig =A 


der fiir r = q erhaltenen Reihe R, identisch ist, woraus folgt: dass 
die Reihe R, die erste Differenzreihe der Reihe R,_, ist, mithin R, die 
(¢—1)"° Differenzreihe der fiir » = 1 erhaltenen Reihe FR, bildet. Man 
erkennt ferner, dass die Reihe R, die erste Differenzreihe der fiir r—=0 
hervorgehenden Reihe R, darstellt, sodass die Reihe R, die g'* Dif- 
ferenzreihe der Reihe FR, bildet; man hat also den Satz: 

Die aus (n+-1—k) Gliedern bestehende und aus ihrem allgemeinen 
Gliede: Uf*— fiir 4= 1, 2,..., (n-+1—k) hervorgehende Reihe: 
ae, wer? ..., WL, deren aufeinanderfolgende Glieder die Glieder- 
zahlen der Determinanten von der ki bis zur ni Ordnung mit je k 
transversalen Nullelementen bedeuten, bildet die k* Differenzreihe der 
aus (n-+-1) Gliedern bestehenden Reihe: 0!,1!, 2!,...,!, welche aus 
ihrem allgemeinen Gliede: YY — (A—1)! fiir 4 = 1,2, ..., (n+1) 
erhalten wird; wobei Uy — 0! — 1. 

Es folgt ferner: 

Die Gliedereahl US*” einer Determinante (k-+-x)" Grades mit k 
transversalen Nullelementen ist das (x-+-1) Glied der k" Differenzreihe 
von der Reihe: 0!,1!, 2!,..., m!, welche aus ihrem allgemeinen Gliede : 
g-? = (A—1)! fiir 4 = 1, 2,..., (w +1) erhalten wird. 

Mit Hiilfe dieser Siitze kann man noch verschiedene Formeln fiir 
die Grésse YX" ableiten, insbesondere kann dieselbe in independenter 
Form dargestellt werden. Tu der Theorie der Differenzreihen erhiilt 
man fiir eine aus (w-+1) Gliedern bestehende Hauptreihe die folgen- 
den Gleichungen: 

81* 
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tk—p 
1 Diagn =>) (= 1 (b—p)e + Dy Gute, 
gilltig fir “a 
k=1,2,....n; A4=—1,..., (n+1—hk); p=0, 1,..., (k—1), 
r= 
IT. Dagrga =>) (We - Deredrs 
mV 
giiltig fiir 
k= 0, 1,....(n—1); r=1, 2,...(r7-+-4—1); A—1,...,(n4-1—k—r), 


c=) tA+1 
LI. Ps Di Grog => G+. + Rina, 
eo tl 


giiltig fiir 
k= 0, 1,...,(n—l); r—1,2,....(n—h); A=—1,...,(n+1~—k—1). 


IV. >) Dige = Dr1Gut2-2 — De-rg;, 


giiltig fiir 
kam], 2,..., 03 


wo allgemein (q)z den t'* Binomialcoefficienten der g'" Potenz be- 
deutet, und mit: 


V. Dog = Ul? = (a—1)! 
das allgemeine Glied der Hauptreihe, mit 
VI. Dig = apr” 


das allgemeine Glied der k'*" Differenzreihe bezeichnet ist. 
Aus den Gleichungen I, V, VI folgt fir 4=—n-+1—k: 


t=—k—p 


(8) uf =>) (1): &—p)e WP”, 
1=0 


giiltig fiir 
k=1,2,...,”2 und p=0QO,1,...,(k—1); 


hieraus erhilt man fiir p = 0 die independente Form: 


(9) a? = 5) (—1'- @e- (0), 
giiltig fiir 


ka 0,1, ..., 85 
der Werth k = 0 ist zuliissig, weil dafiir die Gleichung (9) den richtigen 
Werth: 2{" = n! liefert. 
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Aus den Gleichungen II, V, VI folgt fir 4=n+1—k—r: 
t=n+1—k—r 
(10) Mf = Sn 1—k—r)e- Uietr, 
™m=0 
giiltig fiir 
k=0,1,...,(m—1) und r=—1],2,,..,(m—h&). 
Fiir r = 1 ergiebt sich hieraus: 
tn—k 
(11) a) = >) (n—Be- Uh, 
t=) 
giiltig fiir k = 0,1,...,; der Werth k = m ist zuliissig, weil dafiir 
die Gleichung (11) eine Identitit wird. In der Gleichung (11) ist 
af” durch die Gliederzahlen der Determinanten mit leerer Diagonale 
von der k' bis zur n'® Ordnung ausgedriickt. Setzt man in der 
Gleichung (10) k = 0, so ist sie giiltig fiir r= 1, 2,...,, man kann 
daher in ihr setzen: r—n-+1—o fir go@=1, 2,..., m, und 
t=o—<2 fir x=—0,1,..., @; schreibt man ferner & fiir @ und t 
fiir x, so ergiebt sich: 


t=k 
(12) nt = >) (be UE”, 
™mH=0 
giiltig fiir k = 0,1,...,%; der Werth k = 0 ist zulassig, weil dafiir 
die Gleichung (12) eine Identitit wird. 
Aus den Gleichungen III, V, VI folgt fiir A=n+1—k—r 
und r = 1: 


t=n-k t=n—k 
(18) > wh = DSI ot 1a Ue", 
™m=V tm=0 
giiltig fiir k = 0, 1,...,(m—1); hieraus erhilt man fiir k = 0: 
tn tn 
(14) Za rl—=n +> (n+ Deg Uo. 
t=l1 tml 
Aus den Gleichungen IV, V, VI ergiebt sich: 
t—n—k 
(15) > ult = of, — ath”, 
™=0 


giiltig fir k = 1,2,...,; die linke Seite bezeichnet die Summe der 
Gliederzahlen der Determinanten von der #'" bis zur »' Ordnung, 
wenn jede derselben & transversale Nullelemente enthiilt. 

Bei der Betrachtung des Falles k =m findet auch die Aufgabe 
ihre Lésung, die Anzahl der Glieder einer Determinante n'*" Grades 
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mit leerer Diagonale zu bestimmen. Fiir & = m erhiilt man aus den 
Gleichungen (6) bis (9) und aus (12) die Formeln: 


(16) Ue — We — We”, 
giiltig fiir p= 0,1,...,(m—1), 
tn—1 
(17) oe) os ae — Za ) aa a) 
tp 
giiltig fiir p= 0,1,...,(m—1), 
t=n—p 
(18) alr = > (—1)- (wpe a", 
™m=0 


giiltig fiir p= 0,1,...,(w—1). 


(19) ae = > — 1) - (ne (2)! 


tv 
™mn t—n 
n t 1 tT 1 
(19a) WL = mt (18s Saat Sy 
0 ™2 
diese Gleichungen geben %\" in independenter Form. 
tn =n 
(20) n! =>) es > (0). Al; 
tm 0 t=2 


diese Gleichung ergiebt sich auch aus der Gleichung (11) fiir k = 0, sie 
zeigt an, in welcher Weise die Gesammtgliederzahl n! einer Deter- 
minante »'" Grades ohne Nullelemente, durch die Gliederzahlen der 
Determinanten mit leerer Diagonale von der zweiten bis zur m'*" Ord- 
nung ausgedriickt wird, 

Setzt man in (4) Kk=—vn und schreibt dann (n+1) fiir n, setzt 
man ferner in (19a) » + 1 fiir m, so erhilt man: 


(21) 1 en UM, 

und 

(22) qe = (n+ 1)- a” + (— 1), 
Aus den Gleichungen (16) und (21) folgt noch: 

“ we? — m - [MN + WT]. 


Die Gleichungen fiir die Grésse A,” liessen sich in iihnlicher Weise 
selbstiindig herleiten; es sollen aber die Grundformeln aus den vor- 
hergehenden Gleichungen dadurch entwickelt werden, dass man die 
in ihnen vorkommenden Gréssen & mit Hiilfe der Gleichung (3) 
durch die entsprechenden Gréssen A ausdriickt. Aus den Gleichungen 
(4) bis (9), (11) und (12) erhilt man: 
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(24) AY? = (n—1)! + (n—b) ALY” + (K—1) - AKG, 
giiltig fiir k= 1, 2,...,m. 
(25) Af? =—k- Af)” + (n—k)- AS”, 
giilltig fir k= 1,2,...,(n—1). 
(26) A? =— AM, + wth”, 
giiltig fir k= 1,2,...,m. 
t=k-1 


(27) AP = 44 S? ar, 
tmp 
t=k—p 

(28) A) = Af? — DI (—1)"- bp) WI”, 
tl 


giiltig fir k = 1,2,..., und p=0O,1,...,(k—1). 
t=k 

(29) A = — >) (—1)- (he: (w—1)!, 
t=1 


giiltig fir k = 1, 2,...,; diese Gleichung ergiebt sich auch aus der 
; Gleichung (28) fiir p = 0, und stellt Af” in independenter Form dar. 


tn—k 


‘ z 
(30) AL” = nt! — 3S? (whe WAY, 
m= 


giiltig fir k= 0, 1,...,m. 





w—k 
G1) AP — Di (he WE", 


tl 


giiltig fiir k= 1,2,...,%. 


'’ Aus (27) folgt: 
t=k—1 
(2) AP = &—p)-— +a — ae, 
tp 


giiltig fir k= 1,2,...,n; p=0, 1,..., (&4—1); hieraus und aus der 
Gleichung (27) folgt fiir p = 0: 


t==k—-1 


(33) A =k-(w—1)! — Sa”, 
t=1 
e=k—1 
| (34) = AY” -»> <=. 
é 7 tT) 


giiltig fiir k= 1,2,...,n. 
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Setzt man in (24) k =m und schreibt dann (n+ 1) fiir n, so folgt: 
(35) AGH = nt +n- AM. 
Aus den Gleichungen (26) bis (34) ergeben sich fiir k = n folgende 
Formeln: 


(36) An? = APs + Ura’, 
(37) AS = —n!->)(-1)- 2, 
tml 
diese Gleichung ist die independente Form von A‘. 
tn—1 
(38) AD = AY + Sta”, 
=p 
tn—p 
(39) AD = 49 — DI) (—1- (m2) WY, 
m1 
giiltig fir p—0,1,...,(m—1). 
(40) A”) = >'(n). ha = (me US2?, 
t=zl1 ml 
tmn—1 
(41) Ay? = (n—p) -(n—1)! + 4? — Say”, 
giiltig fiir p= 0,1,...,(m—1). es 
tn—1 
(42) AD = > ar, 
2 
und 
t—n—1 
(43) a a Sas, 
t= 


Mit Hiilfe der Gleichung (3) ergeben sich aus den Gleichungen 
(22) und (23) folgende Formeln: 


(44) ASK? = (n+1)- AY’ — (—1)"", 
und 
(45) AGKY == n+ [AM + AM”). 


Es sei noch bemerkt, dass die Gleichung (26) auch direct erhalten 
werden kann. Man kann nimlich setzen: 
Af = AM, +6, 
wenn 6 die Anzahl der Glieder bezeichnet, deren Verschwinden durch 
das Hinzutreten des k'" Nullelements }, verursacht wird; 6 ist also 
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gleich der Gliederzahl des Coefficienten B, des Elements }:, B, ist 
aber eine Determinante (»—1)'" Grades, deren Schema die (k—1) 
ersten Nullelemente enthilt, mithin wird die Gliederzahl 6 von B, 
durch das Symbol %(}"3" ausgedriickt. 

Ordnet man die k transversalen Nullelemente in einer bestimmten, 
sonst aber ganz beliebigen Reihenfolge, dann bedeutet die Differenz: 


(46) E, = A) — AY, = 4” 


die Anzahl derjenigen Glieder, in welchen keines der (4A—1) ersten 
Nullelemente als Factor enthalten ist. Substituirt man den aus der 
Gleichung (9) dadurch sich ergebenden Werth von ay”, dass darin 
(mn —1) fiir m, und (A—1) fiir & gesetzt wird, in die Gleichung (46), 
so erhilt man ZF, in independenter Form: 


=—s 


(47) BE, - >(- 1)§- (A—1),- (n—1—1)! 


gilltig fir k= 1,2,...,m und A=1,2,...,”. Setzt man in (46) 
fiir 4 die successiven Werthe: 1,2,...,% und addirt die erhaltenen 
Ausdriicke, so erhilt man mit Riicksicht auf Gleichung (34): 


ak 


(48) Af = >'E,, 


4=1 


giilltig fir k= 1,2,..., ; in dieser Gleichung ist A? durch die An- 
zahl der Glicder ausgedriickt, deren Verschwinden durch die einzelnen, 
in bestimmter Reihenfolge geordneten Nullelemente bewirkt wird. Aus 
den Gleichungen (47) und (48) folgt: 


4=k tA—1 


(49) AY’ =>) > (- 1) (4 Ne (2-1-2)! 


4=1 tv 


giiltig fiir k= 1,2,...,; aus dieser Gleichung erhilt man wieder 
die Gleichung (29), wenn man beriicksichtigt, dass der Ausdruck: 


w=k—1 


> @-1+2h1 = (ir 


die Summe der den Ausdruck: (—1)*—' - (n—A4)! als Factor enthalten- 
den Glieder bildet. 

Substituirt man den Werth der Differenz: A," — Aj” aus der 
Gleichung (28) in die Gleichungen (27) und (32), schreibt daun (i + 1) 
fiir k, und (n-+-1) fiir (m), so folgt: 
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tk t=—k+1—p 
(0) 2 ay — — DS(— 1) F+1—p)e wr, 
tm 1 
tk-H1—-p 
(51) Sur = (k-+-1—p) - n! +>(- 1). (k+1—p),- eh—o 
ba THI 


giiltig fir p—0,1,...,% und K—1,2,...,n. 
Fiir p = 0 erhilt man die independente Form der Gleichungen: 


tk+1 
(52) Sw --Scy. (k++ 1)¢ + (n+1—2)! 
t=k-+1 
(53) Sur —aty. nt Dio (k+1).- (n+ 1—z)! 


giiltig fir k —1,2,..., 
Die aus den Gleichungen (50) bis (53) fiir kn folgenden Formeln 
sind leicht zu entwickeln. 


2. 


Bezeichnet man mit Fy” und F;S) die Anzahl der Glieder einer 
Determinante n'" Grades, welche Elemente eines gegebenen Systems 
k <m transversaler Elemente als Factor enthalten bezw. nicht ent- 
halten, so bestehen die Gleichungen: 


(54) Ff + FY =n!; 
(55) FY = X;"; 
(56) F;" = A)”, 


giiltig fiir k —0,1,...,; die Annahme k = 0, ist in dem Sinne zu 
definiren, dass, wenn alle Elemente des gegebenen Systems den Werth 
Null haben, die Symbole Fy? und (”, bezw. FS” und Af” dieselbe 
Bedeutung haben. In Folge der Gleichangen (55) und (56) haben alle 
fir 4{" entwickelten Formeln auch fir F{S), und die fir Af auch 
fir F{" Giiltigkeit. Die independente Form von F{}) wird also durch 
Gleichung (9), und diejenige von F{” durch die Gleichung (29) ge- 
geben. Fiir k =n findet auch die Aufgabe ihre Lésung, die Anzahl 
der Glieder mit Diagonalelementen und ohne Diagonalelemente zu be- 
stimmen, die independente Form der ersteren ist durch die Gleichung 
(37), die der letzteren durch die Gleichungen (19) und (19a) gegeben. 

Ordnet man die gegebenen & transversalen Elemente in einer 
bestimmten, sonst aber ganz beliebigen Reihenfolge, so bestimmt die 
Gleichung: 
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(57) Fi” — Fi, = A)? — AP, = U5 = B 


tm=i—1 


= >) (-0. (41s. (1-2)! 
m=0 


— in welcher die Gleichungen (46) und (47) vereinigt sind —, die An- 
zahl der Glieder, in welchen keines der (4A—1) ersten Elemente des 
Systems als Factor enthalten ist, Substituirt man in (57) fir 4 die 
successiven Werthe: 1, 2, ..., », so erhilt man die Formeln, 
von welchen Herr Weyrauch in seiner Arbeit ausgegangen ist; die 


Summe derselben ist: >'E:, d. h. der aus (48) fiir =n sich ergebende 
7=1 

Ausdruck: A‘) — F{", welcher in independenter Form durch die Glei- 

chung (37) gegeben ist, somit die von Herrn Weyrauch abgeleitete 

Formel: J+) darstellt. Hiermit ist zugleich die Weyrauch’sche 

Analyse als ein Gesetz erwiesen., 

Ersetzt man in dem Coefficienten C des Productes x, von eg <i 
bestimmten Elementen des gegebenen k-gliedrigen Elementensystems, 
die in 2» nicht enthaltenen (k —@) Elemente des Systems durch Nullen, 
und bezeichnet den so entstehenden Ausdruck durch C,, so enthiilt 
der Ausdruck: TT,.C) nur diejenigen Glieder der gegebenen Determinante 
nes Grades, welche ausschliesslich die g bestimmten Elemente als 
Factor besitzen, somit ist die Anzahl fj) dieser Glieder gleich der 
Gliederzahl des Ausdrucks: C,, welcher in Folge seiner Entstehungs- 
weise eine Determinante (n—@)' Grades mit (k—@) transversalen 
Nullelementen bildet, mithin 93°," Glieder besitzt; also ist: 


(58) (= ay, 
giiltig fiir k= 1,2,...,m und g=0,1,...,k. 
Schreibt man in der Gleichung (9) » — @ fiir nm, und k — @ fiir 
k, so erhilt man die independente Form von fre’: 
tk—@ 


(59) fie = Di (k—e)e- (n—e—2)!, 


giltig fir g=—0,1,...,k; k=—1,2,...,n. 
Fiir k =m erhiilt man aus den Gleichungen (58) und (59): 


(60) fad = Us, 

(60 a) fue = (n— Q)!- er ro 
t=n— 0 1 

(60 b) fue = (n—@)! + 3 Peat +s 


giiltig fir 9 = 0,1,...,% 
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Man erhilt aus (60a) fir a—=n, ep =n—1, und p=xn — 2, 
die Werthe: 


(61) me 15 fara; fane= 1, 

wodurch die Anzahl der Glieder bestimmt sind, welche », » — 1 und 
n—2 Elemente eines n-gliedrigen Elementensystems, mithin auch 
ebensoviele Diagonalelemente einer n-gradigen Determinante enthalten. 
Aus den Gleichungen (58) und (59) erhilt man fiir 9 =k und gp =O: 
(62) fc? = (n—k)!, 

giiltig fiir k= 1,2,...,n. 


e=t 


(63) fi. = uy = FS = 2-y- (e+ (n—n)!, 


d. h. die Gleichung (9), mithin giiltig fir k = 0,1,...,n; fir k= 0 
folgt hieraus: 

(64) foo’ = Xf” = Foy) = n!. 

Nach Gleichung (58) ist: 


fie = UEP + --(Q). 
Es bedeute «= -+-1 und 2 eine positive ganze Zahl, deren Werth- 
gebiet spiiter bestimmt wird. 


Man setze: g=n+ex, tr=—o+ex, p=k+ €x, so erhiilt 
man aus den Gleichungen (Q,) und (58): 


(65) hee = — foren (o+ex) = =. 
giltig: bei e== —1 fir K=1, 2,...,n, 9=0,1,...,% und 


z=0,1,..., 3 
bei ¢ = + 1 fiir k — 1, 2,...,n, o=0, 1,...,% und fiir z bei 
jeder positiven ganzen Zahl, d.h. fiir z=1,2,...,(m+1).... 
Wenn in (Q,) einerseits: g =n, p =k und x = e — ex, ander- 
seits: g=n-+ ex, p=k-+ ex, x= 0, gesetzt wird, so erhilt man: 
(66) Lee) = Sofa, = US, 

giiltig: bei ¢ = + 1 fir K=1,2,....n, gp=0,1,..,, hk, e=0,1,...,0; 
bei e = — | fiir k —1, 2,..., m und fiir solche positive ganze 
Werthe von @ und x, welche der Gl.: @ + «<k geniigen. 

Fiir i =n erhalt man aus den Gleichungen (65) und (66): 


. —e) 

(67) “4 —_ lxpemteren —_ Db . ’ 
»(n) ~( ) (n-+ex—@ 

(68) fan _— fetes) = Unter—er , 


deren Giiltigkeitsgebiete aus denjenigen der Gleichungen (65) und (66) 
fiir i =m erhalten werden. 








eee eee 
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Zur Theorie der Determinanten. 





489 

Schreibt man: in (16) » + 1 — @ fiir m; in (21), (22), (23), n—@ 
fiir »; in (65) einerseits: » — 1 fiir k, anderseits: »-+ 1 fiir m und 
m fiir k; in (67) einerseits; »-+ 1 fiir m, anderseits: » — 1 fir n, 
und bezeichnet die so erhaltenen Gleichungen der Reihe nach durch: 
(Q.) bis (Q,), so sind die Gleichungen (Q,) bis (Q;) giiltig fiir 

@=0,1,..., %; 
die Gleichungen (Q,) und (Q,) sind giiltig: bei « = — 1 fiir 
g@=0,1,...,(m—1) und e=0,1,...,0, 

bei ¢ = + 1 fir 

g=0,1,...,(m—1) und a=—0,1,...,0...(m+7). 
die Gleichung (Q,) ist giiltig: bei e = — 1 fiir 

g@=0,1,...,.% und z=0,1,...,0 
bei ¢ = + 1 fiir 
=0,1,...,8 und z=0,]1,...,9...(m+)..,; 
die Gleichung Q, ist giiltig: bei e — — 1 fiir 
o=0,1,...,(m+1) und c=0,1,2,...,0, 

bei ¢ = + 1 fiir 

go =0,1,...,(m+1) und e=0,1,...,0...(m+).... 
Nach Einsetzung der Gleichung Q,, Q, in die Gleichung Q,; der 
Gleichungen Q,, 67, und Q, in die Gleichung Q,; der Gleichungen 
Qs, 67, Q) in die Gleichung Q;; der Gleichungen Q,, 67, in die 
Gleichung Q,, ergeben sich die folgenden Ausdriicke: 


(69) era = (O— 


2 1 a 1 
(10) eres, TASES etony = ET ehee)? 


(71) (Oirieey: (etex) =(n site Q) : A epee) + ateaetea] ? 


(12) fete) = (+ Le) (OR Seten F (ste. 
Die Gleichungen (69) und (71) sind giiltig: bei « = — 1 fiir 
go=0,1,...,(m—1) und x=0,1,...,0 
bei ¢ = + 1 fiir 
o=0,1,...,(m—1) und «=0,1,2,...,0... (m+)... 
Die Gleichungen (70) und (72) sind giiltig: bei e— — 1 fiir 
o=0,1,....% und e=0,l,...,@, 
bei ¢ = + 1 fiir 
o=0,1,...,” und c=0,1,...,0...(%+).... 
Fir 2 =O erhiit man aus den Gleichungen (69) bis (72) folgende 


Formeln:. 


@) P fe, (e+e 2)» 
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(73) firt) = (n—@) +f... 

giiltig fiir e = 0,1,...,(m—1), 

(74) IS + fa fee 

giltig fiir @—0,1,...,n, 

(75) I= @—e): (t+ 1S) 

giiltig fiir 9 —0,1,...,n, 

(76) poets) = = (n+1—e) +f) + (—Iy*, 


giltig fir @=—0,1,...,m. 

Die in den Gleichungen (65) bis (76) enthaltenen Siitze kann 
man leicht mit Worten aussprechen. 

Aus k Elementen kann man (hk), Combinationen o. W. zur g'" 
Classe herstellen. Daher betrigt die Anzahl der Glieder, welche irgend 
o Elemente eines k-gliedrigen transversalen Elementensystems enthalten : 


(77) BY = We - fit)» 
giiltig fir k —1,2,...,”, @=0,1,...,h4; mit Riicksicht auf Glei- 
chung (63) folgt hieraus fiir e@ = 0: 
(78) Fo = fi) = 1, 
giltig fir k—0,1,...,m 

Aus den Gleichungen: (77) und (58) beazw. (59); (31), (56) und 
(77); (30, (56) und (58); (12) und (58) erhiilt man die Formeln: 

t=k—0 


(79) Ex? = (Ke UG = (We: ao (k—@)e- (n—@ - 





giiltig fir 9 —0,1,...,k4 und k= 1,2,...,m, 


tk gub ct 
(80) FY = >'®.- Uk” — SW. f= SK, 
*=1 


Il tml 


giltig fir k —1,2,...,m, 


t—n—k 4—n—k 


(31) FY'= n!— >) (n—he a"? =n! — >) (ni: fre 
m=) mv 
giltig fiir k = 0,1,...,n, 


ak 
(82) n= Se. UE — De - fi? , 
m=0 


giiltig fir k — 0, 1,...,; hieraus erhiilt man, mit Riicksicht auf die ] 
Gleichungen (77) und (79), die Formel: 
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t=k tk 
(83) ni= R= Sr +>) FY, 
=0 t=p+1 


giltig fir hk —1,2,...,” 

Diese Gleichung zeigt an, in welcher Weise die Gesammtglieder- 
zahl »! einer Determinante n' Grades, aus den Gliedern mit 0 bis & 
Elementen des gegebenen k- gliedrigen Elementensystems zusammen- 
gesetzt ist. Auf der letzten Seite der Gleichung (83) bezeichnet der 
erste Summand die Anzahl F;”,_... der Glieder, welche p und weniger 
Elemente, der zweite Summand die Anzahl F,,i14..., der Glieder, 
welche (p-+-1) und mehr Elemente des gegebenen k-gliedrigen Elemen- 
tensystems enthalten; man hat also: 


C=? 


(84) Fi. ae FY, 
und 
—k 
(85) Peay. = > Fee. 
ear 


Mit Riicksicht auf diese Gleichungen, kann die Gleichung (83) in der 
Form geschrieben werden: 

(86) m) = Fy —..y + Feta 

giltig fiir k — 1, 2,. 


Aus der Gleichung (8 5), ferner aus den Gleichungen (84) und (86), 
erhilt man fiir p= g — 1: 


e=k 
td FF” y(n) 
(87) Fyitg+-- = Sn am > (k)e- YN ee ’ 
vs e=9 
= 
‘QE ) ) 1(n) 
(88) FEO 4.5) = n! — FY 1-..) = =n! — >) Fi ¢ 


. e=0 


die Anzahl der Glieder, welche g und mehr Elemente des gegebenen 
k-gliedrigen Elementensystems enthalten. 

Die Gleichungen (84) und (88) haben, mit Riicksicht auf «ie 
Gleichungen (67) und (79), die Form: 


=p =p 
(89) FARy— =D) We: A= LD) We WE 
e=0 e=0 
=p tk— 
=>) We: >) (Hi bee (n—e—9)!, 


e=0 ™mVvV 
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e=9q—1 e=9q-1 


(90) FS... al — Ps (Ii + fxg! = mt — >? (Hg UE” 
e=0 e=0 


e=q-1 t=k—@ 
=n! — >" &p- >) (ke) (n—9—0)!. 
e=0 m0 
Die aus den Gleichungen (77) bis (90) fiir k= sich ergebenden 
Ausdriicke sind leicht zu entwickeln. 


Wenn fiir das Symbol: 9%! welches die Gliederzahl einer Deter- 
minante r* Grades mit + transversalen Nullelementen, somit auch die 
Anzahl der Glieder ohne Diagonalelemente einer r-gradigen Deter- 
minante bezeichnet, die Bezeichnung: g(r) eingefiihrt wird, so sind 
die aus den Gleichungen (79), (82), (83), (87), (89), (90) fir k—n 
sich ergebenden Ausdriicke, und die Gleichungen (19a), (37), (60), 
(60a), (60b), (76), die von Herrn Weyrauch abgeleiteten Formeln. 


Miinchen, im Juni 1888. 




















Die geometrische Deutung von Invarianten raumlicher 
ollineationen und LKeciprocitiiten. 


Von 
P. Mura in Osthofen. 


Die Arbeiten von Herrn Pasch in den Mathem. Annalen Bd, 23, 
S. 419ff. und Bd, 26, 8, 211ff., an welche sich der Aufsatz von 
Herrn Kraus in den Mathem. Annalen Bd. 29, 8. 234ff. anschliesst, 
erméglichen eine geometrische Deutung gewisser bei einer oder 
mehreren Raumcollineationen auftretenden Invarianten. Es soll im 
Folgenden auf Grund vorstehend genannter Abhandlungen gezeigt 
werden, dass, wie die involutorische Verwandtschaft auf der Geraden 
zur Collineation in eingeschriebener Dreieckslage in der Ebene (Math. 
Annal. Bd. 23), so die letztere Verwandtschaft zur Raumcollineation 
in eingeschriebener Tetraederlage und zur Construction solcher riium- 
licher Fiinfecke fiihrt, mit deren Hiilfe die Deutung einer Reihe von 
Invarianten gelingt. Eine Verallgemeinerung der erlangten Resultate 
mittelst der Z-Lage (Kraus a, a. 0.) ermdglicht schliesslich die geo- 
metrische Deutung der entsprechenden simultanen Invariante von vier 
riumlichen Reciprocitiiten. 


$ 1. 


Durch 
{(au) = > aintite =( (i,k =1, 2, 3, 4) 


ist eine Raumcollineation algebraisch bestimmt. 

Auf einer beliebigen Ebene « wird dadurch eine projectivische 
Verwandtschaft hergestellt, dass man einem Punkte € derselben den 
Punkt & zuordnet, der mit dem zu § homologen Punkte & in f= 0 
und einem festen Punkte x in einer Geraden liegt. 

r,y, 2 seien drei Punkte auf wu, also uj —= (ry); fir i—1, 2, 3, 4, 
die Coordinaten von uw, ferner 

Ei = ani + AY + we: 


Mathematische Annalen. XXIII. 32 








494 : P. Murs. 


die Coordinaten von & und 
bo = eV + we 
die von §. Man findet alsdann die Coordinaten der Ebene yx # &, in 
der Form 
A (xvay)i + w (ree), 

die der Ebene yx&, als 

« (yxy): + w (y x2). 
Nun ist aber: 

din (ee + Ay + we) [4 (vay) + w' (ree) = 0 


und 


Taser + ay + wa) [x Yor) + 0 (yee) = 0. 


. i* . x x 
Hieraus bestimmen sich + und a durch x, A, wu, oder man hat, wenn 


@ eine Constante bedeutet und v; = (#yz);, wi = (wer), t= (wry) 
gesetzt wird 
gu = x f(vv) + 4f(yr) + uw f(2r), 
QA = xf(rw) + Af(yw) + uf(ew), 
qu =x f(rt) + Af) +e fled. 
Diese Collineation auf Ebene wu befindet sich in eingeschriebener 
Dreieckslage, fiir (Math. Ann. Bd. 23, 8. 425) 
f (x0) + f(yw) + f(t) = 0. 
Fiihrt man in diese Gleichung statt der y, y, 2, v, w, ¢ die x; und ua; 
ein, so ergiebt sich 
w(au) = f (xu) — iu, = 0, 


wobei 
t= Gy H Ay + gg + yy 
und 
Uz = Uj, 2X, + UyX, + Uy Ly + UX. 
Also: 


» Durch die Collineation f (xu) = 0 wird, wenn man einen Punkt 
a festlegt, auf jeder Ebene u des Raumes eine projectivische Verwandt- 
schaft dadurch erzeugt, dass man jedem Punkte b von u den Punki b, 
zuordnet, den die Gerade a b’, wo b' zu b in f =0 homolog ist, aus 
wu heraussticht. Alle Ebenen u, fiir welche sich diese Collineation in 
eingeschriebener Dreieckslage befindet, gehen durch einen Punkt A und 
die Paare « A erzeugen eine neue Collineation im Raume, deren Glei- 
chung durch (au) = f(au) — int, =O gegeben ist. 

Bem. Die Punkte a, «@ und A liegen geradlinig. 

















a 
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§ 2. 


v (xu) = f (xu) 
und A fallt nach e’. Entspricht also in diesem Falle dem Punkte a 
der Punkt a’ und man legt durch a’ eine beliebige Ebene, nimmt 
darin zwei Punkte b und ¢ beliebig an, und construirt nach vorigem 
Paragraphen 6, und c, und sucht den Punkt d = (be,, bye), so liegt 
nach § 1 d, auf be, also 


Im Falle ¢ = O ist 


ad’ auf abe, 
ferner pr. Const. 

a ,, bed, 
Y , acd, 


ec ,, abd. 


yim Falle i=0 giebt es co" Tetraeder die ihren homologen um- 
geschrieben sind; man sagt, die Collineation {f = 0 befindet sich in ein- 
geschriebener Tetraederlage.“ 

Wenn 


Gy =adj. a, in A= > H+ Ay; Gay Ay3 My, 


und j = a, + ay. + &, + @,,, so gilt der Satz: 

yim Falle j = 0 befindet sich die Collineation f (au) = 0 in um- 
geschriebener Tetraederlage.“ 

Also: 

» im Falle i = 0 und j = 0 giebt es co Tetraeder die ihren homo- 
logen um- und ebensoviele die ihren homologen eingeschrieben sind; beiden 
neunjachen Serien gehiren co" Tetraeder an, welche ihren homologen 
um- und gugleich eingeschrieben sind.“ 

Der letzte Theil dieses Satzes bedarf eines Beweises. Die ver- 
langte Lage ist die folgende: 


a inbed, binacd, c¢ inabd, dinabe Z 
a, Ucd, b,a¢d', ¢c, ava, d,avel — 

Man nehme zwei Punkte a und b beliebig an, construire a’ und b’, 

ziehe die Geraden ab’ und ba’. Die Lage Z verlangt, dass cd und 

cd’ sowohl ab’ als a’b schneiden. Die noch zu bestimmende Gerade 


ed wollen wir y nennen, ihre homologe y’ und annehmen sie wiire 
gefunden; dann schneidet 
die Gerade a b’ die Gerade y+, 
also auch 
i , 

” ” a ” » FP 
(hier, wie immer im Folgenden, bezeichnen die Striche oben die ein- 
resp. mehrmalige Anwendung der Collineation /(#u) = 0). 


32" 
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y schneidet also ab” und a’b, liegt also in der Ebene a’bb”. 


Ferner 
Gerade a’ b schneidet Gerade y, 
also 


” ay’ ” » 3 

letztere schneidet aber auch: ab’, also y’ liegt in der Ebene ab'‘a’. 
Es erscheint daher y’ als Schnitt der Ebenen ab’a” und a’bb” und ist 
demnach durch a und b bestimmt; hiermit auch y». 

ab, ab’, y und y’ miissen zu einer Regelschaar gehdren, falls die 
Lage Z méglich sein soll. 

Nennt man den Schnittpunkt von ba’ mit y:¢,, so liegt ¢,’ auf 
y 3 dy = (ba, y’) entspricht invers d, auf y. Es ist nun im Falle i=0 
stets: (analog der Darstellung in Math. Ann. Bd. 26) 


(a' bed) + (ab'cd) + (abe'd) + (abecd’) = 0. 
Bei unserer Annahme ist 
(abe,dy) = 90, (ab'eyd,) =9 und (a’be,d,) = 0 
also wegen 7 = 0 auch 
(abcy dy) = 0 


d. h. dey schneidet ab. 

Ferner pr. Const. 

(ab'e, dy) =9, (abe dy’) =O und (a'b'e,d,’) = 0 
also wegen j = 0 auch 
(a’b'e,'d)) = 9 

d. h. dyc, schneidet auch a'b’. 

Es giebt demnach drei Gerade: ab’, a’b, d,c, und somit eine 
Serie von Geraden, welche ab, a’b’ y und y’ schneiden. 

Nun nehme man auf y einen Punkt ¢ beliebig an und suche ¢’ 
auf y’ und bestimme den Punkt: 

(abe, ach’, bea’) =(y, abc) =d 

und hierzu d’ auf y’, so liegt d’ in abe (wegen i= 0), die Geraden 
de und ed’ schneiden drei Gerade der obigen Regelschaar, niimlich 
ab, y und y’ also auch a‘b’, wodurch die mit Z bezeichnete Lage 
erreicht ist. — 4 

Weitere Deutungen von i = 0 und j = 0 ergeben sich wie folgt: 
Man nehme 

b om a, , — a’, 

a 
d=a”’, d’' =a, 


c=a, c=a 


so ist (siehe oben) 


(ad a’a)=O0 bei t=O. 
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Also: 

»Jm Falle i= 0 liegen die Punkte aaa’ a) und im Falle j = 0 
die Punkte aa’ a” a) in einer Ebene; im Falle i = 0 und j = 0 liegen 
also aa’ a\) in einer Geraden.“ 

Zu den Invarianten ¢ und j tritt im Raume noch eine dritte ein- 
fach gebildete Invariante 


P = Ay Aggy — Ayn Aq, Gy, Aggy — Ayy yy yy Oy — Ay Qyy 
Ht Ging M33 — Ags Agy Ayn Ay —— AgyQyq $F Mg yy — gy Ay, 
Aus 
j(abed) = (a'l'e'd) + (a'b’ed’) + (a’be'd’) + (ab'e'd’) 


findet man durch einen 0-Process 


. oU en 
Fs U=>' Ja, ° Pits Pa = 0 fir i+ k, 


=i ,, i=l, 


p(abed) = (abed’) + (ab'ed’) + (ab'e'd) + (a’bed’) + (a'b'ed) 
+ (abe'd). 
Also bei gp = 0 ist 
(abe ad’) + (ab’cd’) + (ab’e'd) +--+ =0. 
Die vollstiindige Deutung dieser Relation folgt in § 3. Hier ziehen 
wir nur aus dieser Darstellung das Resultat: . 
» Det p = 0 liegen die Punkte a, a’, a’, a) in einer Ebene. 
Und: 
» im Falle i = j = gp = 0 befindet sich die Collineation f(au) = 0 
in Quudrupellage d. h. a) fillt nach a.“ 
Bemerkung. Wenn die Coordinaten zweier Fiinfecke abcde 
und a’b’c'd’e’ die Gleichung 
(abed) (abce) (abde) (c'd’é'a’) (b' cde) 
+ (acde) (acdb) (aceb) (c' deb) (d’c'a'b’/) 
+ (adeb) (adec) (adbe) (d’ebe) (ea lc’) 
+ (aebe) (aebd) (aecd) (ebed) (a’b'c'd’) =0 


erfiillen, so kann man ein Fiinfflach construiren, welches dem Kiinfeck 
abcde verkehrt eingeschrieben und dem Fiinfeck a’b'c' d’e’ umschrieben 
ist. Zu diesem Resultate gelangt man durch Uebertragung der Arbeit 
von Herrn Pasch in den Math. Annalen Bd. 26, pag. 211sq. auf den 
Raum. Die Rechnung ist der daselbst gegebenen vollstiindig analog. 
(Vergl. auch Franz London: Ueber polare Fiinfflache und Sechs- 
flache etc., Inaugural-Dissertation, Breslau 1886). 

Sind zwei Fiinfecke durch obige Relation verkniipft, so sagen wir 
das Fiinfeck abcde ruhe auf dem Fiinfecke a’b’c'd’eé’ und letzteres 








498 P. Muru. 
stiitze das erstere. Als kurze Schreibweise moéchte ich die folgende 
vorschlagen 
Fiinfeck abcde wie abede 
—— ~~~ — oder noch einfacher: {| ,,,,,-,)° 
Fiinfeck a'b’c'd'e’ abeéde 
Analog (/.) d. h, der Kegelschnitt f= 0 ruht auf dem Kegelschnitt 
f = 0. 
Wenn tee uf , 80 befindet sich die Collineation 
avéede 
[abede, ab'c'd'e’| 
in eingeschriebener Tetraederlage und umgekehrt, Denn ist 
jabede, a'b'ed'e| 


- Ain LEU, 0 
algebraisch bestimmt und 


bs cE Ay Ay A334, = R, 


(¢d'é'a) = R(edea) u. s. w.; 
abcde 
avedé 


(b’ede) + (be'de) + (bed’e) + (bede) = 0 


dureh 


so hat man 


also wenn ( ), nach obiger Gleichung 


und somit 
i=0. 


§ 3. 
Die in § 1 behandelte Collineation 
w(xcu) = iu, — f(xu) = 0 
lehrt noch Folgendes. Hilt man wu fest, so liegen die Punkte x in 
einer Ebene. Absehend von Collineationen kann man sagen: 

» Zwei collineare Ebenen (ebene Systeme) u und wu’ bestimmen eine 
dritte U derart, dass aus simmtlichen Punkten von U das System wu’ 
nach u in eingeschriebene Dreieckslage projicirt wird.‘ 

Oder auch: 

» Projicirt man u und ui aus irgend einem Punkte von U, so erhiilt 
man zwei concentrische collineare Strahlenbiindel in eingeschricbener 
Dreikanislage.“ 

Die Ebene U heisse die i-Ebene der beiden Ebenen « und w’. 

Die Ebenen « und w’ sind collinear aufeinander bezogen, wenn 
man dem Viereck abcd auf u das Viereck a’ b’c'd’ auf uw’ zuordnet. 
Die i-Ebene von w und w’ geht durch folgende Punkte 
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(abe, abe, abe) =D, 
(bda’, bd’a, Uda) =C, 
(cad’, cad, cad) =B, 
(bed’ bed, Wed) =A. 

Denn projicirt man etwa von D aus w nach wu, so tritt ein Dreieck 
und folglich eine Quadrupelserie von Dreiecken auf, welche ihren 
homologen umschrieben sind. D liegt somit auf der i-Ebene von u 
und w’ ete. 

Analog geht die j-Ebene durch (a’b’c, abe’, ab’c’) ete. 

Zwei Fiinfecke abcde, a’ b'c'd’eé’ liefern 10 Paare homologer Ebenen 
abe und a’b’c etc. und jedes dieser Paare bestimmt eine i-Ebene, so 
dass 10 i-Ebenen auftreten. 

Diese 10 i-Ebenen gehen zu je sechs durch fiinf Punkte @, B, y, 
d, ¢ und bestimmen so ein drittes Fiinfeck: das i-Fiinfeck der beiden 
ersteren. 

Bezeichnung: afyde ist das i-Fiinfeck (abede, abcd’ ¢). 

Beweis: Bezeichnet man 

die Collineation [abede,-a’b'c'd’e} mit f(au) = 0 
und bildet 
die Collineation (aw) = f(au) — iu, =0, 

so entspricht dem Fiinfeck abcde in der inversen ~-Collineation ein 
Viinfeck aByde, welches die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Denn 
es wird (§ 1) sowohl von «@, als B, als y die Ebene a‘b’c nach abe 
in eingeschriebene Dreieckslage projicirt, also ist w@By die i- Ebene 
von abe und abc us, w. 

Dies Letztere kann man auch so aussprechen: 

»Construirt man zu ewei Fiinfecken abede und al'c'd'e das 
i-Fiinfeck aByde und bezeichnet die Collineation [abede, ab'e'd'c| 
mit f(au) =O, so deckt sich die Collineation [aByde, abcde| mit 
v(xu) = iu, — f (au) = 0.“ 

Folgerungen: Im Falle « =O deckt sich p(xu)=—0 mit 
{(au) = 0, also 

die Collineation [abcde, a’b’c'd'e| mit |aByds, abcde), 
also: 

»Lintspricht einem Fiinfeck A cin Fiinfeck A’, diesem A”, diesem 
A”, so fillt bei t=O das i-Fiinfeck (A’A”) nach A, bei j =0 
nach A’”’« 

Ferner bilde man die Collineation: 

faByde, acdc) = v(au) - f(xu), 
also: 
> jy Qin Hi UR if (au) == (), 


i,k, t= 1,2, 3,4, 
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Dieselbe befindet sich in eingeschriebener Tetraederlage fiir 


> Qyi hii i? = 0 


41 aq — AyoAq, +--+ = —=O (§ 2). 
lm Falle » =0 ruht das i-Fiinfeck aByde eweier homologen 
Fiinfecke abede, a'b’éd'ée der Collineation f =0 auf a’b'e'd’e und 
das j-Fiinfeck (abede, a'b'e'd'e’) auf abcde. 


oder 


Durch die Deutungen der Invarianten 7,7 und p einer Collineation 
sind zugleich die Invarianten 


, ’ , , ! , , ’ , 
| au Aig Mis (is | | Gir Giz Gis a | 


, , ’ 
| Ms) Ayo ys ly, P (lz, eg Gee Gey | 
== > | | 6) =n | | 


ly ’ ’ ' , 
| sy Ago Ags Any | (31 Age 33 Osa 








| Oy, Dyq Uy3 Uy | 4, Ayn My3 Ayy 


und 
% 
Ay, Bye AyyiAyq | 


_ > G1 Ay2 Az My | 
“I 31 G32 G33 Ass 
Ai Giz Ay Gi | 
zweier Reciprocitiiten 
a Qik LY = O und = ax GY = 0 
i,k=!,2,3,4 i;k=1, 2,3,4 
erledigt. 
Denn O=0, O' =O und O=0 hat fiir die aus beiden Reci- 
procitiiten resultirende Collineation i =0, 7 =O und om =0 zur Folge. 
Die Deutung von ®=0 und »=0, welche Herr Segre in 
Math. Annal. Bd. 23, 8. 422 Anmerk. gegeben, ergiebt sich unmittelbar 
aus der Darstellung von g-(abcd) = (abe'd’)+--- in § 2. 


§ 4. 
Wenn das i-Fiinfeck a@Byde von zwei Fiinfecken a’b'c'd’e’ und 
a’ bc" d" e” auf dem Fiinfeck abcde ruht, so ist die Gleichung erfiillt 
(«By0) («Bys) («B82) (byde) (cdea) 
+ (ayde) (aydB) (ayeB) (cdeB) (deab) 
+ (a8 £8) («8 ey) (adBy) (deBy) (cade) 
+ (aeBy) (ae Bd) (aeyd) (eByd) (abcd) = 0 


nach § 2. 

Die «, 6, y, 8, € sind durch die a,b’... a’, b” auszudriicken, 
Vergl. hierzu Math. Ann. Bd, 29, 1. ¢., woselbst eine danaloge Rechnung 
fiir die Ebene durchgefiihrt ist. Man findet 
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(abed) (c'd'é'a’) (dea) (c’a" bc’) We'd’ e) 
+ (abed) (ed’éa’) (d"e’a’b") (ea Ve) (Ve'd’e) + --- 
= >) (d'éa) Wea) (¢'a'b'e’) (abed) Ved" e) =0. 
Setzt man 
Collineation [abede, a’b'c'd’e’] = 4 Mix Xi Uy =O, 
P + My, MyyM,M,, = M 


und 
Collineation [abcde a” b” ea” | = Nin Li Uy == 10) 
? ? 


Ps Tk 244 M9 M3q qq = N, 
(jac) = M(eabe), 
(e"a"b' 2”) = N(eabc) ete. 
und man hat fiir die obige Lage 
(b'cd” ce) + (Ve'd'e) + (B'e'd’e) + --- =» (b'c'd" ec) = 0. 
Nun betrachten wir drei Reciprocitiiten 
1) % = Git, + Git, + dist; + auu, (t= 1,2,3, 4), 
2) a= ajiiu, + aiet, + aisu, +auu, (¢—1, 2,3, 4), 
3) v= aj, + ajet, + aisuty + au, (t= 1, 2,3, 4) 


und deren simultane Invarianten 


so ist 


Gy, Ayo Asx My 
, , , , 
Gai Age G23 Az 
TT, = 2 , , , ’ ? 
31 Asg 33 Aga 
” w” ” ‘7 
a1 Aqg Gas A 
1 , , , , 
| @ar Gig Gis M14 
| Qo, Ag, Ay, Ay, 
TT, = > 
G31 Azo Az, Az, 
” ” ” ” 
| G41 aa G43 Maa 
My, Uo As Uy 


, , , 
> ig Azz Ayy Mo 
TT, = | ” ” ” ” 
| 31 G32 33 O34 


| ” ” ” 
| M41 Gaz G43 Aaa 








oder statt 3 Neciprocitiiten 2 Collineationen: 
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die 2; collinear zu den 2;, 


» & ” » 99 % 


> ME XU, == V 
> Nin Hj Up =O. 
pb FE yy gy Ay3 4, = A 


ia & © 1 


My, Moo Mon Mo, | 
21 Mag My, Moy 

m= >| |\-A=aw,-A, 
Mz, Mzq My Ms, | 


| fy, Nyy Nyy M44 | 


bestimmt durch 


und 


gesetzt, ist 


: ss © 4 


0 1 0 0 
Tl, = > -A=a2,:-A, 
: My, My, My, Me, 


) 
“Si 33 


My, Myy My yy | 


: @&@ @& © 


My, Moy My, My, 
TT. = > A=2,:-A. 


3, M32 Myg M34 


| 





| 
yp Nyy Mys Ms, | 
Nun ist 


> + My; Myo My, My, - (Dede) = (V'e'd’e’). 
Hieraus findet man durch einen 6- Process 
My, Myo Mys My, 
My, My, Mys M. 
> 2 2 3 Moy 08a — 
M3, Ms. Mz, Mg, 
My, Myy Myy My 
= (Ve'd'e’) + Ved") + We'd'c) + (b'ed'e) 
und hieraus durch einen 2ten 6- Process 
6U 0, ik 
su=— > Om, a 3, tank’ 
a, - (bede) = (be'd’e") + (bed ec) +--+ = > (be'd'e’). 
Also: 


Im Falle x,=—0 ruht das i-Fiinfeck der Fiinfecke A’ und A’, 
welche einem beliebigen Fiinfeck A in der m- resp. n-Collineation ent- 
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sprechen, auf dem Fiinfecke A und zugleich das j-Fiinfeck von A und A’ 
auf A”. 

Aehnlich findet man: 

lm Falle x, = 0 gilt die Lage 


i-Fiinfeck A und A’ i esau i-Fiinfeck A und A’\“ 
A’ und zugleich A : 


Bei 2, = 0 finden folgende Lagen statt 


(’ -Fiinfeck A” a (' -Fiinfeck A” “\" 
A’ und A e 


(Weitere Deutungen findet man § 7.) 
Die Deutung von TT, = 0, TT, = 0, TI, = 0 ist hierdurch erledigt. 


§ 5. 

Satz: In einem beliebigen Strahlenbiindel « wird durch jede 
Ebene w eine projectivische Verwandtschaft dadurch erzeugt, dass 
man die ebenen Systeme w’ und w’, welche « in einer Collineation 
{(cu) = 0 und f' (au) = 0 zugeordnet sind, aus « projicirt, wodurch 
man zwei concentrische collineare Strahlenbiindel erhiilt. 

Damit sich diese in eingeschriebener Dreikantslage befinden, muss 
die Ebene w durch einen bestimmten Punkt gehen: A und die Paare 
«A erzeugen eine neve Collineation (au) = dp(xu) = 0. 

Beweis. Wir betrachten den Schnitt der collinearen Biindel 
mit der Ebene u. Soll das Verlangte stattfinden, so muss sich die 
Collineation 

Punkt #'d’u’ collinear zu x, 4, w (§ 1) 
gegen die Collineation 


“x”, 4”, w” collinear zu x, 4, uw 


in umgeschriebener Dreieckslage befinden. Bezeichnung wie in § 1. 
Setzt man 
v= (aye), We = (LEX), Ge = (ery), 


so muss also 

f(rv) Ff’ (yr) fe) 
f(rw) f(yw) f(z) 
(rt) f(yt) F(t) 
f(xv) F(yr) F(er) 
f(rw) f(yw) flew) 
f(rt) fy) F(et) 


0-3 








an @ = du,” - p(xu) = 0 








sein, Wo 


p(xu) = b 3 Op Le Wi, Cie = adj. Aix. 
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Die Collineation [A] lautet also 
v(xu) = > Ayxru=90, wo Ay = da,. 
Satz: Wenn man 2u ewei Fiinfecken A’ und A” das i-Fiinfeck « 
construirt und ein Fiinfeck A beliebig annimmt, ferner die 
Collineation [AA’] mit f(xu) = 0, 
die 
” [AA"] ,, f'(euj)=0 
bezeichnet, so deckt sich die 
Collineation [a A] mit ~(au) = dgp(au) = 0. 
w(xu) = 0 befindet sich in eingeschriebener Tetraederlage fiir: 
Ay, + Ag, + Ass + Ay = = 9 
in Uebereinstimmung mit vorigem Paragraphen. 


§ 6. 
Wir betrachten nun 4 Reciprocitiiten 
Le = Airy + Aj2ty + Gist, + Girt, 
ai = dau, + Dieu, + Disuy + Diary, 
Li = City  CigUy + Cis, + Cats, 
Ui" dj ty + digtt, + dis ut, + dist, 


und deren simultane Invariante 


M1 U2 Ag Aq G11 Fyq U3 Aq | yy Uo Ay My | 
—— Day Do dys Dyq 4 Boy Daq dos doy 4 yy Ayy dys yy ibn, 

C31 C32 Cas Cag ds, ds, dy dy, Cay ye Cay Cyy 

yy Ayn Uy Uyy| | Cyn Cy Cy Cyy | Diy Dyo Dyy Oyy | 


| Qj, Uo Gy M4 | 


_ > Day Dye Dog doy | 
| 31 32 Cg3 Cay | 
(By yo Uys Aya | 
Statt der 4 Reciprocitiiten fassen wir die drei Collineationen 
in’s Auge 
System der x collinear zum System der z, 


” » ~& ” ” ” » Ww; 


” » 2 »” ” »” » we 
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Die erste sei durch: > Mix Xs Ue = 0, 
” 2 te ” » ? > NEU, SS 0, 


‘iy, a? os ae a Pik tite = O, 
algebraisch fixirt. 
= 0 documentirt sich fiir die 3 Collineationen im Verschwinden 
einer Invariante 7 = 0, wo 
i @ O 0 | 
My, Myy Moy My, | 
signe > 31 Myq Msg Myq 
Pu Par Pas Pas | 
Man findet aihnlich wie oben 


9 (bede) = (be'd” e”) + (bed e’) + (be’ de”). +--- =>" da”e”). 


Ks ist also zu ermitteln, welche geometrische Bedeutung 


> (bed"e”) =0 
hat. 


Satz: ,,Entspricht einem Viereck 


abed auf einer Ebene uw ein Viereck 


Coe «= « »  , und ein Viereck 
CVCe «s « ~~ 
(wo w, #, uw” nicht zusammenliegen), so bestimmen diese 3 Ebenen 
u,u,u” eindeutig eine vierte U mit folgender Eigenschaft: projicirt 
man von U aus irgend zwei der 3 Vierecke auf die Ebene des dritten, 
so erhiilt man auf dieser Ebene 3 Vierecke in Z-Lage, d.h. das In- 
volutionsviereck je zweier derselben ruht auf dem dritten.“ (Kraus 1, c.) 
Wir wollen desshalb die Ebene U die Z-Ebene der drei Ebenen 
u, w, wu” nennen, Man kann auch sagen: drei collineare Ebenen 
bestimmen eine 4te, aus deren siimmtlichen Punkten zwei der colli- 
nearen Ebenen auf die dritte in Z-Lage, oder alle drei durch drei 
concentrische collineare Strahlenbiindel in Z-Lage projicirt werden. 
Der Beweis liegt in den Ausfiihrungen des § 8. 


Ks ist 
oa; + ob + te; + od; =0, (¢= 1,2, 3, 4) 
a +o) +rei+oa'dj =0, - 
0" aj’ + 6" bi +4" ¢;’ +a" d;’ = 0, Ps 


wo @, 6...9°...6° bestimmte Constanten sind. 
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Die Gleichung der Z-Ebene schreibt sich alsdann in viererlei 
Form: 


1) go't" (ab'c’x) + 96" r' (ab’ cx) + oor’ (abe'x) + oar (a’bex) 
+ oa" x(a’ b’ ex) + oo t(a'b'cx) = 0, 
(1) > o'r" (ab'e’x) = 0, 
2) B oo w" (ab'd” z)=90, 
3) > eto" (ab'd"2)=0, 
\ 4) B ot a (bed x)= 0. 
Beweis. Man nenne 
id’, Uc=f; (a’d", b’c’) =f", 
(ac, Ud')=g ws.w., 


(ab’, éd’)=hW us.w. 


oder kurz: 





und ziehe durch a die 3 Geraden, welche resp. schneiden 
bic” und be, 
vf 4 =P, 
of on CT 
sie liegen in einer Ebene A. 
Durch b ziehe man 


eine Gerade, welche a’c” und a’c’, ferner 


‘ow’ 


”? ” ” a g ” a g ? ”? 
jn “ » €g 4 eg  schneidet; 
sie liegen in einer Ebene B. 
Durch ¢ ziehe man 
eine Gerade, welche a’b” und a’b’,  ferner 
” ” » @h’ , ah, ” 
~ ~ » Uh" ,, Wh schneiet; 
sie liegen in einer Kbene C. 
Der Punkt (ABC) liegt auf der Z-Ebene; denn projicirt man 
von (ABC) aus die Dreiecke a’b’c’ und a’b’c” nach der Ebene abe, 
so folgt aus obiger Construction, dass das Involutionsdreieck der Pro- 


jectionen von a’b’c’ und a’b"c” dem Dreieck abe umgeschrieben ist, 
wie es sein muss. (Vergl. Kraus, ,,die geometrische Deutung etc.“, 


Inaug.-Diss., Giessen 1886, pag. 19. § 11). 
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Ebenso kann man von drei anderen Dreiecken z. B. abd, a’b'd’, 
a’b"d” ausgehen und auf diese Weise eine Reihe von Punkten con- 
struiren (zuniichst 12), welche alle in einer Ebene, der Z-Ebene, 
liegen. 

Andererseits erkennt man rechnend, dass (ABC) ete. den Glei- 
chungen 1) oder 2), 3), 4) geniigen, wodurch nachgewiesen ist, dass 
die Z-Ebene durch 1), 2), 3), 4) analytisch gegeben ist. 

Bemerkung: Lisst man a”b’c’d” nach abed fallen, so geht 
die Z-Lage in die eingeschriebene Dreieckslage, die Z-Ebene in die 
i-Ebene von w und w’ iiber. Ihre Gleichung lautet: 


> oot (abex) =0 us. w. 


Nimmt man 3 Fiinfecke abcde, a'b'c'd'e’, a’b’c'd’e" beliebig 
an, so kann aus denselben ein viertes wie folgt construirt werden; man 
construirt zu je drei zusammengehérigen Ebenen die Z-Ebene und 
erhiilt auf diese Weise 10 Z-Ebenen, welche zu je 6 fiinfmal durch 
einen Punkt gehen und so ein neues Fiinfeck aByde, das Z-Fiinfeck 
der 3 tibrigen, bestimmen. — Der Beweis lisst sich direct fiihren 
analog Math. Ann, Bd, 29 1. c. (Vergl. auch § 8). 


Nimmt man ausser drei Fiinfecken a’b’c'd'e, a’ b’c" a” e’", a’ be" a” e” 


und deren Z- Fiinfeck aByd« ein Fiinfeck abcde im Raume an, so ruht 
aByde auf abcde unter der Bedingung 
(apyd) (a Bye) (aBde) (byde) (cdea)+---=—0 . (§ 4). 

Driickt man auch hier die a, B, y,-0, ¢ durch die a’,...,a",....a"..+ 
aus, so erhilt man 

(cdea) (d’e'a'b’) (ce’a'b’c’) (a be" a”) (be de”) + 

+ (cdea) (d'ea'b’) (ea be”) (ab c’a") (be de") +++ = 0, 
(24 Addenden!), oder kurz 

> (cdea) (d'e'a'b) (c"a"b"e") (a Ue" a”) (De'd” e”) = 0. 

»» Wenn vier Fiinfecke des Rawmes eine solche Lage haben, dass 
das Z-Fiinfeck von dreien derselben auf’ dem vierten ruht, so ruht das 
Z-Fiinfeck von drei beliebigen derselben auf dem vierten.“ 

Dies ergiebt die Symmetrie. 

Bezeichnet man die Collineation 


’ of  . ° % 
(abede, aU'c'd'e) mit a My, =O, 


(abede, a’b’e’d"e’) ,, > KX Uy =O, 


ee 
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so schreibt sich vorstehende Relation 
(be de”) + (bed ec’) + (Ue'd”’e)+--- -> (bed e’”) = 0. 
Unter dieser Voraussetzung wird demnach 7 —0 (Anfang des 


§ 6). Also: 

ylm Falle » = 0 ruht das Z-Fiinfeck von irgend dreien der 
Fiinfecke abcde, adced'é, a’b’c'd’e’ und a” bc" de" auf dem 
vierten. 

Die x-Invarianten sind specielle Faille der Invariante ». Ausser 
den in § 4 gegebenen Deutungen ergeben sich noch die folgenden: 


yim Falle x,—=0 ruht das Z-Fiinfeck dreier Fiinfecke AA’ A” 
auf A’, bei x, = 0 auf A und bei x, = 0 auf A”.“ 


§ 7. 

Durch drei Collineationen f(auw) = 0, f’(au) =O und f” (au) = 0 
wird eine vierte, wie folgt, erzeugt: 

»Man projicirt von einem Punkte @ aus die collinearen Systeme 
u, u’, uw”, welche einer Ebene u in f=0, f' =0, f” =0 ent- 
sprechen , durch 3 concentrische collineare Strahlenbiindel. Alle Kbenen 
u, fiir welche sich die letzteren in Z- Lage befinden, gehen durch einen 
Punkt A und die Paare @ A erzeugen die neue Collineation: 

wv (xu) = 0’ p(xu) = 0, 

wo ~(xu) aus (vu) durch einen 0-Process nach a und einen 2ten 
nach a” hervorgeht.“ 


Beweis. Man betrachte wieder die 3 Collineationen, welche 
durch den Schnitt von « mit den collinearen Strahlenbiindeln ent- 
stehen. Die H-Invariante dieser drei Collineationen muss verschwinden. 
(Kraus a. a. 0.) 


(re) f(yr) f(r) 
f(x) f (yw) f’ (ew) 
f'(rt) f’(yt) £’ (et) 
Die Bezeichnung wie § 1 und § 5. Oder man hat 
fore) Flye) fer) | 
0° | f(rw) f(yw) f(ew) 
(f(rt) fyt) F(t) 
uz = 0 kommt nicht in Betracht, also 

v(ru) = Pp(eu) = 0; 


H -> = (), 








= 07 u,* + p(xu) = uz? 0" - p(au) = 0; 





dabei ist 








0) 


n 
n 


v 
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dU -_ . Aix = U’, 


= 0a,, 
- 
eU => oa “Giz, und g(tu) = D4 jx Ly Ui. 


Diese ~-Collineation befindet sich in eingeschriebener Tetraeder- 
lage fiir 
100 0 
> Mat G22 “23 aa megan’ 
G31 G32 M33 Asa 
Qi Ais M43 Oi 
in Uebereinstimmung mit folgendem Satz: 
»Vimmt man ausser drei Fiinfecken A’, A”, A” und deren Z-Fiinfeck 
YM ein Fiinfeck A im Raume beliebig an, bezeichnet 
die Collineation [AA’] mit f(au) =0, 
” ” [AA"} ,, f (wu) =0, 
” ” [AA”] , f' (eu) =0, 
so deckt sich die Collineation [MA] mit obiger Collineation 
v(cu) = P—p(cu) = 0. 


§ 8. 

Die Ausdehnung der Untersuchungen von Herrn Pasch in Math. 
Annal. Bd. 23 iiber ebene Reciprocitiiten auf den Raum unterliegt 
nach dem bisher Gebrachten keiner Schwierigkeit. Ich theile desshalb 
den allgemeinsten auf 3 Reciprocitiiten 


> wari =0, > dint ye = 0, >, dizti ye = 0 


beziiglichen Satz ohne Beweis mit: 

Durch 3 Reciprocitiiten wird eine vierte erzeugt wie folgt: Einem 
beliebigen ebenen Systeme u entsprechen in den 3 Reciprocitiiten drei 
zu « reciproke, also unter sich collineare Strahlenbiindel; siimmtliche 
Ebenen v, welche diese in Z-Lage schneiden, gehen durch einen 
Punkt p und die Paare wp erzeugen die neue Reciprocitiit: ~(uv)—0, 
wo 


v(uv) = d*g(uv) und (uv) => ix Ui VE 
ist und die d-Processe wie in § 7 anzuwenden sind. 
Indem man 
Qik = Oeiy Aix = Aye und ayy = ay; 
werden lisst erhilt man Polarreciprocitiiten und auch (uv) = 0 wird 
polarreciprok. Fiir die Flichen 2ter Ordnung f(ax) = 0, f’ (a, x) = 0, 
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f’ (ax) = 0 und den Ebenenbiindel 2ter Ordnung y(uv) = 0 gilt nach 
Obigem der Satz: 

ydeder der drei Kegelschnitte, welche durch den Schniti einer Ebene 
des Ebenenbiindels II. O. mit den drei Flichen II. O. entstehen, ist 
zu dem Kegelschnitt der 8 Tangenten der beiden iibrigen conjugirt.“ 

Dies ergiebt sich aus dem Begriffe der w-Reciprocitiit (sie oben) 
und aus § 13 der Inaug. Diss. von Herrn Kraus: Ueber die geometrische 
Deutung ete. Giessen 1886. 

Lisst man die Reciprocitéit f” —0 und f =O zusammenfallen, 
so erhailt man specielle Siitze und im Falle von Polarreciprocititen 
erhalt man die Fliche t=O bei Salmon-Fiedler, Analyt. Geom. 
des Raumes, 3. Auflage, 1. Theil, 8. 269. 

Die an dieser Stelle gegebene geometrische Deutung von t = 0 
ergiebt sich unmittelbar aus unserer allgemeineren im vorstehenden 
Satze. 


Osthofen, im Juli 1888. 











Zur Auflésung der Gleichungen. 
Von 


Franz Meyer in Clausthal. 


In den Lehrbiichern der Algebra wird die Auflésung der Gleichungen 
mit einer Unbekannten geschieden in eine ,,nuwmerische“ und eine , alge- 
braische“‘; die erstere ist zwar allgemeiner giiltig, beschrinkt sich aber 
darauf, geeignete Anniherungswerthe fiir die Wurzeln einer vorgelegten 
Gleichung zu ermitteln; die letztere ist bis jetzt nur in besonderen 
Fallen durchgefiihrt; sie verfolgt das Ziel, die Gleichungen auf cano- 
nische, durch ihre Einfachheit ausgezeichnete Formen, oder, wie man 
auch sagt, die algebraischen Ausdriicke fiir die Wurzeln auf canonische 
»Lrrationalititstypen“ zuriickzufiihren. 

Bei der ,,algebraischen“ Auflésung im engeren Sinne des Wortes 
— wie sie gewohnlich verstanden wird — kommt uur eine einzige 
solche canonische Form, die der Kreistheilungsgleichung, in Betracht. 

Neuerdings ist man bekanntlich mit grossem Erfolge auf dieser 
Bahn fortgeschritten und hat damit den Begriff einer ,, algebraischen“ 
Gleichungsauflésung in weiterem Sinne geschaffen. 

Zwei Hauptmomente erscheinen dabei als massgebend: einmal das 
,arithmetische“, dass man sich, soweit méglich, auf rationale Processe 
beschrankt, also in Galois’schem Sinne mit rational bekannten Griéssen 
operirt; sodann das ,,gruppentheoretische“', dass es weniger auf das 
Studium der Wurzeln einer einzelnen Gleichung ankommt, als auf das- 
jenige rationaler Functionen der Wurzeln einer ganzen Classe“ von 
Gleichungen, die einem gegebenen Rationalititsbereich angehéren. 

Im Folgenden gedenke ich in einer andern Richtung vorzugehen, 
indem ich das Wesen der numerischen Anniherung mit der arith- 
metisch-rationalen Seite der algebraischen Auflésung zu einer Me- 
thode*) verkniipfe, welche ich als die der ,,rationalen Auflisung“ zu 
bezeichnen mir erlaube; sie fiihrt zu einer gleichmissigen Darstellung 
aller Wurzeln einer einzeln vorgelegten Gleichung, die nicht nur dem 
praktischen Bediirfniss der Auswerthung Rechnung triigt, sondern auch, 


*) Vgl. auch ,, Nekrassoff, Ueber trinomische Gleichungen“, diese Annalen 
Band XXIX, 


33* 


Se ES hE ST LT EN TT aT LY 








512 : Franz Meyer. 


in transcendente Form gekleidet, die Natur der algebraischen Irratio- 
nalitiiten als solcher in’s Licht stellt.*) 

Dies geschieht wie von selber, sobald man von speciellen Irratio- 
nalititen ganz absieht und auf die allgemeinen und strengen Defini- 
tionen zuriickgreift, vermége deren man in neuerer Zeit **) das Irra- 
tionale aus dem Rationalen abgeleitet hat. Insbesondere sei hier daran 
erinnert, wie Herr G. Cantor eine reelle irrationale Grisse als ,,Grenz- 
werth einer einfach unendlichen Reihe (bestimmter Beschaffenheit) 
von rationalen Zahlen einfiihrt, eine Definition, die mit Leichtigkeit 
auch auf die Erzeugung von imaginiaren Irrationalen iibertragen wer- 
den kann. 

Darauf griinden wir die Definition: 


» Hine Gleichung u*" Grades rational (in allgemeinerem Sinne) 
auflésen, heisst uw Reihen rational bekannter Grissen von der Form: 


(R) ae ee 
auffinden, sodass der Grenzwerth lim R, je eine bestimmte Wurzel der 


gegebenen Gleichung liefert.“ 


Um nun eine gleichmiissige Behandlung aller w Wurzeln zu er- 
moglichen, erweist es sich als das Zweckmiissigste, nur eine solche 
Reihe von Gréssen R zu Grunde zu legen, dieselben aber mit einem 
noch willkiirlichen Parameter 2 auszustatten, um dann durch passende 
Veriinderung von z (im complexen Werthgebiete) siimmtliche Wurzeln 
der Gleichung successive hervorzubringen. 

Zu derartigen Reihen gelangt man auf ganz natiirlichem Wege, 
sobald man die Art der Anndherung an eine Wurzel niher charakte- 
risirt, die dadurch vor sich geht, dass man (wenigstens von einem be- 
stimmten » an) vom Gliede R, zum niichstfolgenden R,+, tibergeht. 
Man kann und wird, falls die Methode der Aufliésung zugleich eine 
praktisch brauchbare sein soll, der Reihe (2?) die Forderung auferlegen, 
moglichst rasch zu convergiren. 


*) Dass diesen Anforderungen die bisher bekannten Anniiherungsmethoden 
nicht oder nur theilweise geniigen, wird am Schlusse der Abhandlung kurz 
gezeigt. 

**) Vgl. Cantor, Math. Ann. Bd. V; Dedekind, Stetigkeit und irrationale 
Zahlen, Braunschweig 1878; Lipschitz, Lehrbuch der Analysis; Stolz, Vor- 
lesungen iiber Arithmetik; Biermann, Analytische Functionen; die Vorlesungen 
von Weierstrass. Die Ausfiihrungen des Textes bieten geradezu, wie ich meine, 
ein praktisuhes Beispiel fiir die theoretischen Anschauungen der Herren Cantor 
und Dedekind vom Irrationalen, welche sich in diesem Falle auch ungezwungen 
in einander iiberfiihren lassen, sobald man die von Herrn Dedekind 1. ¢, ein- 
gefiihrten ,,Classen“ auf eine gewisse Umgebung (cf. § 4) der fraglichen Irratio- 
nalitiit einschriinkt. Fiir reelle (algebraische) Irrationale insbesondere vgl. pg. 520. 
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Dies erreichen wir durch folgende Ueberlegung. Ist f(z) = 0 die 
vorgelegte Gleichung, so stellen die Werthe |f(R,)| und |f(Ry41)| zwei 
»tehler* dar, von denen der letztere dem ersteren gegeniiber méglichst 
klein sein soll, Nehmen wir an, (wozu wir nur » geniigend hoch zu 
wiihlen haben), dass |f(R,)| <1, so setzen wir die beiden, in Rede 
stehenden Fehler dadurch direkt in die gewiinschte Beziehung zu ein- 
ander, dass wir f(R,4:) mit einer méglichst hohen Potenz von f(R,) 
(bis auf einen unwesentlichen Factor) proportional machen. 

Diese Bedingung mége bereits fiir n = 1 erfiillt sein: ferner wihlen 
wir das erste Glied R, selbst noch ganz willkiirlich, gleich x (wo nur 
|f(x)| <1 sein soll), und lassen das folgende Glied R, rational von x 
abhiingen, R, wiederum rational von R, u. s. f. 

Damit reducirt sich die Aufgabe der ,,Auflésung“ auf folgende ein- 
fachere, rein algebraische: 


ine solche rationale, rationalbekannte Function y von x zu finden, 
dass f(y) mit einer méglichst hohen Potenz von f(x) proportional wird.“ 


Es ergiebt sich, dass diese Hiilfsaufgabe formal eine ganz bestimmte 
Lésung hat, die nur insoweit willkiirlich ist, als eine arbitriire ganze 
Function einer Variabeln in gewisser Weise in sie eingeht, 

Die Zahl, welche den Exponenten der gemeinten Potenz von /(#) 
angiebt, hiingt in einfacher Weise von der Gradzahl der rationalen 
Function y (von 2) ab. Man kann daher entweder diese Gradzah! (und 
damit auch jenen Exponenten) fest lassen, und die ,,Operation’’ R,, 
immer wieder von Neuem (auf y u.'s. f.) anwenden, oder aber umge- 
kehrt @ als unveriinderliches Argument betrachten, und die Gradzahl 
dafiir fortwihrend wachsen lassen — beidemal erhiilt man Reihen (R), 
deren Grenzwerth bei Variation des Parameters 7 — abgesehen von 
festen Ausnahmswerthen und auch von dem Falle, wo der Grenzwerth 
selbst véllig unbestimmt bleibt — alle Wurzeln der urspriinglichen 
Gleichung und nur diese liefert. Und zwar zerlegt sich die ganze com- 
plexe w-Ebene in w, von geraden Linien begrenzte Gebiete, von der 
Beschaffenheit, dass, so lange sich x innerhalb eines solchen Gebietes 
bewegt, stets nur ein- und dieselbe Wurzel dargestellt wird. 

Verwandelt man in bekannter Weise die discrete Reihe von Gréssen 
R in eine eigentliche, gleichmiissig convergente Reihe, so stellt die 
letztere eine Function von x dar, von der Natur der in neuerer Zeit 
von Herrn Weierstrass*) betrachteten, mit der Eigenschaft, in mw 


*) In den Berliner Monatsberichten von 1879, 1880. Vgl. Pringsheim, 
Math. Ann. Bd, XXII, Das daselbst auf pg, 110 mitgetheilte Beispiel des Herrn 
Tannery stellt geradezu unsere ,,rationale Auflésung“ dar fiir eine quadratische 
Gleichung mit den Wurzeln + 1. 
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verschiedenen Gebieten der z-Ebene w vollig verschiedene analytische 
Functionen (in unserem Falle Constante, niimlich die Wurzeln der vor- 
gelegten Gleichung) zu reprisentiren. 


§ 1. 
Ein Hilfssatz aus der Analysis situs. 


Gegeben seien in einer Ebene w Punkte «,, a, ... @,, nebst den 


ee =») Geraden m,., ..., welche auf den Strecken «,@,, ... in ihren 


beziiglichen Mittelpunkten M,,, ... senkrecht stehen. 


»,Dann lisst sich die ganze Ebene auf nur eine Art in w gerad- 
linige Polygone [a;| zerlegen von der Beschaffenheit, dass thre Seiten 
Stiicke von Geraden m, ev. noch der unendlich fernen Geraden sind, und 
jeder Punkt im Innern eines Polygones [a;] dem Punkte a; niiher liegt, 
als allen anderen Punkten a.“ 


Der Beweis ist einfach. Zuniichst ist klar, dass jeder im Endlichen 
gelegene Punkt P der Ebene — falls er nicht etwa von zwei (oder 
mehreren) Punkten « gleichweit absteht, d. h. au! einer Geraden m 
liegt — einem bestimmten der Punkte a am niichsten liegen muss. 

Daher ist der geometrische Ort der Punkte P, die vom Punkte a; 
weniger weit abstehen, als von den iibrigen Punkten «, das Innere eines 
Polygones [«;] von der angegebenen Art, welches man erhilt, wie folgt. 

Sei « unter den iibrigen Punkten a@ der a, zuniichst befindliche 
(resp. wenn es mehrere solche giebt, irgend einer derselben). Dann 
gehe man vom Punkte My auf der Geraden mag in einer der beiden 
méglichen Richtungen entlang, bis zu der Stelle M;,;, wo m;,, zum 
ersten Male einer Geraden m;; begegnet. Von da auf demjenigen Theile 
der Geraden m;;, der mit der Richtung von m,, den kleineren Winkel 
bildet, weiter bis zu dem Punkte WY;;, in dem m,; zuerst wieder von 
einer Geraden m;,, getroffen wird, u.s.f. HEntweder gelangt man so 
zur Geraden m,, und zum Punkte Y;, zuriick, oder man stésst auf eine 
Gerade mj», die, ohne eine weitere Gerade m,, zu treffen, in’s Unend- 
liche verlaiuft. Im letzteren Falle fiihre man den angegebenen Process 
noch einmal durch, von M;, auf mj, die zweite, noch iibrig gebliebene 
Richtung einschlagend. 

Sollten im Besonderen in einem Punkte M;,; noch weitere Ge- 
raden m;, einmiinden, so wahle man als Gerade m,, diejenige aus) 
welche mit m,, den kleinsten Winkel macht. 


Endlich leuchtet ein, dass man bei Ueberschreiten einer Seite des 
Polygons [a,;], etwa der auf m,; befindlichen, unmittelbar in das Innere 
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des Polygons (a,] kommen muss, sodass jedes Gebiet [«;] ein einfach 
zusammenhingendes Stiick der Ebene bildet. 

Wir sprechen den Inhalt des obigen Satzes auch in analytischer 
Form aus, nimlich: 


nSind a, G,... &, w beliebige complexe Werthe, und x ein wei- 
terer, der nur so gewiihlt sein soll, dass keine zwei der Moduln |x — «|, 
|\%— a|, ... eimander gleich sind, so existirt unter den Grissen « stets 
ct— a; 





eine, a, von der Beschaffenheit, dass die w—1 Moduln 
eae , ..+ sdimmilich Iileiner als Eins sind. 
L 
Mit Hiilfe dieses Satzes beweist man den folgenden: 


Ast f(x) —=(a@— a) (©—aty) ... (w— ety), und bedeuten p,, 2)... Pu 
beliebige complexe Constante, (deren Moduln jedoch endliche wnd nicht 
verschwindende Gréssen seien) sowie n eine positive ganze Zahl, so lisst 
sich, welche Lage der Punkt x innerhalb eines Polygones [a;] auch haben 
mige, n stets so hoch annehmen, dass der Modul der ganzen Function F(x): 


(2) Fe) =f) >’ 


ae (@ — a;)" 





nicht unendlich klein wird.“ 
Um dies einzusehen, haben wir nur F(z) auf die Form zu bringen: 


' f* (a) a —a,;\" 3) 

3) F@)= coal {9+ v (72) + 9 CS +:: }. 
Der Modul des Klammerfactors nahert sich, so viel man will, dem Modul 
von g;, wenn man nur ” geniigend hoch wahlt; und kann demnach 
ebensowenig unendlich klein werden, wie der erste Factor. 











§ 2. 
Die algebraische Hiilfsaufgabe. 
Set 
(4) (2) =O =e aye peta 


die vorgelegte Gleichung, mit beliebigen complexen Coefficienten und den 
als ungleich vorausgesetzten Wurzeln a, G, ... Gy, und ist x ein will- 
kiithrlicher complexer Ausgangswerth, so soll eine rationale Function y 
von x, mit rational bekannten Coefficienten, derart bestimmt werden, dass 
f(y) mit einer méglichst hohen Potenz von f(x) proportional wird.“ 


Fiir e . 
i Pee 
(5) Y= Ni) N?’ 
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wo Z, N ganze Functionen von x ohne gemeinsamen Theiler darstellen, 
soll demnach identisch erfiillt werden die Gleichung: 


(6) fy) = @@)F* (2) 
wo unter ~ ein maximaler, ganzzahliger, positiver Exponent zu ver- 
stehen ist, und unter Q(x) eine rationale Function von x, deren Modul 
(selbst bei eventuell beliebigem Wachsthum von m) eine gewisse end- 
liche Grenze nicht tiberschreiten soll. 

Substituirt man den Werth von y aus (5) in (6), so geht die letztere 
Forderung itiber in die folgende: 


(7) (Z—a,N)(Z—a, N)...(Z—a,N) = Q N“(a—a,)" (a—a,)" ...(a—ery)" 
= K(x) (a—a,)"(x—a,)" ...(a—ay)". 


Schliessen wir den besonderen Fall vorderhand aus, dass die Wurzeln 
@1, My, +.- & von f =U irgendwie rational durcheinander ausdriickbar 
sind, so kann (7) nur erfiillt werden durch das Kinzelnbestehen der 
w Identitiaten : 


(8) Z— aN = o(x) v(x, am) (w— a)" (6 1,2,... w). 
Hier reprisentirt w(#, «;) eine noch unbekannte ganze Function der 
beiden Argumente xz, a;, und g(x) eine ebensolche, nur noch von 2 


rational abhiingige Grésse. Die Elimination von Z, N, @ zicht das 
Verschwinden aller Determinanten der Matrix: 

(9) |1, a, p(x, a) (@ — a)" | = 0 

nach sich, und umgekehrt ist das Bestehen des Systemes (9) iiquivalent 
mit dem von (8). 

Das System von » —2 unabhiingigen Functionalgleichungen, welche 
durch (9) dargestellt werden, linear in den unbekannten Verhiltnissen 
der ~(x, a), liisst, behufs Herstellung einer eleganten Auflésung, eine 
formale Vervollstiindigung zu durch eine neve Relation: 


(10) > vid (x, «) = 0 
wo die g; (vorliiufig) ganz willkiirliche Coefficienten bedeuten. 


Aus (9) und (10) ergeben sich die Verhiiltnisse der (x, «;) in 
folgender Form: 





1 91 (% — «;) P2 (2 — a;) Pu (%~— “:)\ 
11) x(x, a;) = pf SL ——|\. 
cneiedne (2 — «)" (@— 1)" ie (@ — a)" wiles (e—a,)" J 
Setzt man diese Ausdriicke in die Identitiiten (8) ein, und beriicksich- _ 
tigt, dass es nicht auf die absoluten Werthe der Functionen Z(2) und 
N (a), sondern nur auf ihr Verhiltniss ankommt, so resultiren fiir die ge- 
suchte Function y (5) folgende, einander gleichwerthige Darstellungen: 











ss 





Zur Auflisung der Gleichungen, 517 


Z (x) = «9, (@ = a)" (2 — 7 





12 y= : ee rand 
( ) y N(x) ps Q; (a = «,)" (« ~~ «,)" a 
i=" 
n a; 9; 
ra) - > @-ay 
=S -__ inl ee 
i=u 


0 fs Go 
a; Pj 
2 Gan 


(& — «,)" 
wo im letzten Falle Zihler und Nenner in der Form rationaler Func- 
tionen auftreten. Symmetrie der Ziihler und Nenner in den «@ tritt 


ein, sobald den willkiirlichen Gréssen g; eine geeignete Form ertheilt wird. 
Man hat zu dem Zwecke zu setzen: 


(13) Pi = 9 (a4) 

wenn g(z) eine willkiirliche ganze Function von z¢ mit rationalen Coeffi- 
cienten bezeichnet (deren Grad mit Riicksicht darauf, dass nur die «@; 
fiir 2 eingesetzt werden, vermdge f(e;) =O immer auf die Zahl w — 1 
herabgedriickt werden kann). Nunmehr sind die Ausdriicke (12) als 
rational bekannt anzusehen, 

In den beiden ersten Formeln (12) treten Z(x) und N(a) als ganze 
Functionen vom Grade (u — 1) auf: die ganze, positive Zahl n ist 
vorderhand noch keiner weiteren Beschriinkung unterworfen. 

Wir fassen in der Folge die rechte Seite von y als eine rationale 
Operation auf, die mit dem Argument # vorgenommen ist, und geben 
ihr in dieser Hinsicht das Zeichen F,(x). Wiederholungen der Opera- 
tion (bei constantem m) mégen durch einen oberen Index in Klammern 
angegeben werden, also durch RY (x), RY (x) u.s f. 

Soll nun die Formel (12) unsere Aufgabe lésen, so ist vor Allem 
zu priifen, ob die Zahl » in der That den jeweiligen, grésstméglichen 
Exponenten fiir die rechte Seite der geforderten Identitit (6) liefert. 
Gesetzt, der fragliche Exponent erhdhte sich auch nur um eine Kin- 
heit, so miisste der zweite Factor rechter Hand von (11), nach Herauf- 
schaffung der Nenner, fiir # — a; verschwinden. Dies repriisentirt uw 
(im Allgemeinen*) von einander unabhiingige) lineare Gleichungen zwi- 
schen den homogenen g;. Setzt man demnach fest, dass die Deter- 


*) Nur der Fall w = 3 macht insofern eine Ausnahme, als hier fiir ein unge- 
rades » die bez. Determinante stets identisch verschwindet. 
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minante der w linearen Gleichungen nicht verschwinden soll (was zu 
speciellen Gleichungen f = 0 fiihren wiirde), so ist ein weiteres Heraus- 
treten eines Factors f(x) aus der Function Q(x) (6) unméglich gemacht. 

Es eriibrigt nunmehr noch die Ermittelung der Vorsichtsmassregeln, 
die zu treffen sind, damit ein Unendlichgross-Werden des Factors Q() 
in (6) verhiitet werde. 

Die Forme] (7) lehrt, dass 

K(x) 


(14) Q(2) = 


wo K() eine ganze Function ist, die durch Multiplication der rechten 
Seiten von (11) entsteht, nachdem man jede derselben zuvor mit f* (x) 
multiplicirt hat. 

Da wir uns auf endliche Werthe von x beschriinken, so wiirde ein 
Unendlichgross Werden von Q(x) nur durch ein Unendlichklein Werden 
von N(x) erméglicht. 

Das Letztere aber ist nach § 1 ausgeschlossen, wofern nur dem 
Parameter x verboten ist, eine Seite eines der Polygone [«;| zu be- 
treten, und die Moduln der g; endliche, nicht verschwindende Werthe 
besitzen, und endlich » nicht zu klein gewahlt ist. 

(In jenem Ausnahmefalle d. h. wenn irgend eine der Grdéssen 
— gleich der Einheit wiire, wiirde offenbar die rechte Seite von 
(12) im Allgemeinen iiberhaupt ganz unbestimmt werden.) 

Fir « = «@; wird auch y = q;. 





§ 3. 
Die Annadherungsmethode. 

Aus den beziiglich der Giiltigkeit der Identitat (6) 
(6) fy) = Q@)f*(#) 
soeben angestellten Betrachtungen ziehen wir zuniichst den Schluss, 
dass, sobald der Ausgangswerth x so gewihlt ist, dass | f(x) | < 1 wird, 
und ausserdem die Zahl » geniigend hoch angenommen ist, der Werth 
von |f(y)| jedenfalls kleiner ausfillt, als der von | f(x)|, und dies um 
so mehr, je stirker » wiichst, und je kleiner | /(#)| bereits war. Man 
wird sich demnach, bei Wiederholung der Operation R, mit grosser, 
und immer wachsender Geschwindigkeit einer bestimmten Warzel « der 
vorgelegten Gleichung f = 0 nihern. 

Es lisst sich aber auch leicht nachweisen, welches diese Wurzel 
ist. Ferner gelingt es, sich von der Voraussetzung, dass | /f(”)| < 1 
sein solle, ganz frei zu machen; endlich kann man, falls es sich um 
die Anniiherung an eine reelle Wurzel handelt, iiber die Natur des An- 
naherungsprocesses selbst Genaueres aussagen. 
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Mége der Werth x gewihlt sein, wie man will, wenn nur die 
Moduln |% — a@| alle von einander verschieden sind, so gehdrt er dem 
Innern eines bestimmten Polygones [;] an. (cf. § 1.) Dann kleiden 
wir y (12) in die Form: 


=q) *ve Gow 
a; phe, 9; (* + a, —— 9; \t—a, o> 
, (2—a; 9, (#—a;\" 
+2GS eG 

und ersehen daraus, dass stets m so gross gewihlt werden kann, dass die 
Moduln aller Glieder in Zihler und Nenner, bis auf den des ersten, unter- 
halb einer beliebig vorgeschriebenen Kleinheitsgrenze liegen, und somit 
der Werth von y dem von @; beliebig nahe gebracht werden kann. 

Hat man einmal einen ausreichend hohen Werth von m ausfindig 
gemacht, sodass jedenfalls y naher an a; liegt, als 2, so geniigt dieser 


Werth von auch _ die Wiederholungen der Operation R, (15). 
ig~ 








(15) y= 








Denn der Modul iss z. B. ist kleiner, als der entsprechende 
k 
c— a; 
Z«— a, 








Wir wollen jetzt den Fall einer reellen Wurzel a; eingehender in 
Betracht ziehen. Der Einfachheit halber machen wir die vorliufige 
Annahme, dass simmtliche Wurzeln a von f = 0 reell seien. 

Wir denken uns dieselben auf der reellen Axe durch uw Punkte 
fixirt, welche in der Reihenfolge von links nach rechts mit @,, a, ... @ 
bezeichnet sein médgen. Die Mittelpunkte der Strecken 





Oy ny Cy Oy, +e. Oy—1 Oy 
nennen wir M,,, M,,,...My-1,n- Durch diese w — 1 Punkte M und 
den unendlich fernen Punkt wird die reelle Axe in mu Strecken [a;] zer- 
legt, deren jede einen der Punkte a@ triigt, und die unter der Voraus- 
setzung, dass man auch den variabeln Parameter « auf reelle (rationale) 
Werthe beschriinkt, einen vollstindigen Ersatz fiir die Polygone [a;] 
des allgemeinen Falles bieten. 

Es liege x auf der Strecke [a], sei es links oder rechts von q;. 
Zur deutlicheren Bestimmung der Lage von y leiten wir aus (15) (oder 
(12) ) die Formel ab: 


(6) 2-26 i+ = (=5)"+ = Ga") +-- 


=F Gea) Sea) 


wo sich der Zahler der rechten Seite vom Nenner nur durch den Ex- 
ponenten » — 1 statt » unterscheidet. 
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Wiihlen wir » so gross, dass die Summe der absoluten Betrige 
der Zihlerglieder, vom zweiten an gerechnet, kleiner als Kins ist, so 
ist dies umsomehr mit der entsprechenden Summe der Nennerglieder 
der Fall, und der ganze Bruch (16) fallt sicher positiv aus. Legen wir 
ausserdem den willkiirlichen Gréssen 9; = (a;) die Beschriinkung 
auf, positiv (rational) 2u sein, und nehmen noch » ungerade an, so ist 
der Zihler von (16) fiir den gewihlten Werth von m (und a fortiori 
fiir alle noch grésseren) unbedingt grésser, als der Nenner; der Quo- 
tient ist demnach grésser, als die positive Einheit, und niihert sich der- 
selben mit wachsendem m, so weit man will. 

Dann sagt die Formel (16) aus, dass die Punkte x und y stets auf 
verschiedenen Seiten von «; sich befinden, und dass bei geniigend 
hohem, ungeraden » der Punkt y stets niher an a; gelegen ist, als x 
(und zugleich der Strecke [«,;] angehdrt). 

Will man daher eine rationale Operation haben — was fiir theoretische 
Zwecke wiinschenswerth ist — welche aus einem beliebigen (rationalen) 
Niherungswerthe x der Strecke [a;] stets einen solchen zweiten x’ her- 
leitet, der zwischen x und a; liegt, so hat man die Operation R, noch 
einmal zu wiederholen d.h. die rationale Function RY(x) zu bilden, 
wobei der Index » eventuell noch héher zu nehmen ist, als bei der ein- 
maligen Ausiibung von R,. Diese letztece Zahl n geniigt dann aber 


auch, um vermige Iterirung der Operation RY, also mittelst der Func- 
tionenfulge 

RY (a), RQ (a), RO (a), ... 
zu Punkten 2’, 2”,2’”... zu gelangen, die sich der Wurzel «; suc- 
cessive und zwar immer auf derselben Seite nihern. Denn man iiber- 
zeugt sich leicht davon, dass, wenn @, irgend eine der iibrigen Wurzeln 


: zc — a; : 

« (links oder rechts von «;) bedeutet, stets | = oa den Werth von 
, oS 

| = —“+_| abersteigt 

a’ | * oe 


Der dargelegte Beweisgang ist mit geringen Modificationen auf den 
allgemeineren Fall iibertragbar, wo «; zwar reell, die tibrigen Wurzeln 
theilweise (oder simmtlich) auch conjugirt imaginiir sein kénnen. Man 
hat nur, um die Anniherung an eine der reellen Wurzeln zu vollziehen, 
die Vorsicht zu beobachten, den Ausgangspunkt « auf der reellen Axe so 
zu wihlen, dass er nicht etwa auf eine Seite eines Polygones o, (unter 
a eine der imaginiren Wurzeln verstanden) zu liegen kommt. 


Es finde noch Erwiihnung, dass der Fall der Gleichungen zweiten 
Grades (w = 2) eine exceptionelle Rolle spielt, insofern er ausser der 
Function (12) noch drei weitere Lésungen zulisst, niimlich: 
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py (@ — og)" — egg (ae — cry)” 
G1 (@ — a)" — pe (x — o,)" 
© Dy (@ — o)" + eg pa (ae — ery)” 
Pi (& — a)" — Hy (aw — avy)" 
WI. y= “1% (a2 — 4)" — ag9(@ — ay)” | 
py (x — e,)" — Ha (@% — ax)" 
Bei I. und III. sind Zihler und Nenner alternirende Functionen der 
Wurzeln «@,, «,: 
Fiir f(z) = 22 — d und n = 3 liefert der Fall I.: 
x(a? + 3d 
(17) re 
ein Beispiel, welches Herr Dedekind in seiner Schrift ,,Stetigkeit und 
Irrationale Zahlen‘‘ zu dem Beweise beniitzt, dass es unter allen ratio- 
nalen Zahlen, deren Quadrat kleiner resp. grésser als eine positive, 
ganze Zahl d ist, keine grésste resp. kleinste giebt. 





lL ye 


Il, yo 








§ 4, 
Die Auflésungsmethode. 


Auf Grund des Vorangegangenen kénnen wir folgende Siitze aus- 
sprechen: 


(A) Ist x ein ganz beliebig gewdhlter complexer Werth, und n ein 
geniigend hoher Index, so fillt der ,,Grenzwerth* der Reihe: 
(R™): R,(2), RY(a), RO(z), ... RY(a),... 

mit einer bestimmten Wurzel der Gleichung ut" Grades f = 0 zusammen. 

Dies erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn x auf gewissen Stiicken 

ue (uw — 


. . 1 7 al 
irgend einer von ) Geraden (der compiexen Ebene), deren volles 


System rational bekannt ist, angenommen sein sollte: in diesem Ausnahme- 
falle werden entweder alle Glieder der Reihe (R® unbestimmt, oder fiihren, 
wenn bestimmt, zu Ausnahmsgrenzwerthen.“ 

(B)  ,,Dasselbe gilt von der Reihe: 

(Ra): Ra(x), Rayi(@), Rnze(%) ..- Rapr(a) ...“ 

Mittelst dieser Siitze lassen sich, nach bekannten functionentheo- 
retischen Principien, auf mannigfaltige Weise gleichmiissig convergente, 
nach rationalen Functionen von a fortschreitende Reihen herleiten, 
welche die Wurzeln von f = 0 repriisentiren. Es geniige die Anfiihrung 
des folgenden Resultates: 


(C)  ,,Bedeutet 
fos €55 oo» ee oy . 
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eine der Reihen (R®), oder (Ry), wnd gehirt x dem Innern des Poly- 
gones [a;] an, so stellt die gleichmiissig convergente Reihe: 
fot (i — &) +(& —h)+--- 


die Wurzel a; dar, wihrend sie auf der Grenzlinie des Polygones [«;] 
im Allgemeinen einen ganz unbestimmten Werth liefert.‘ 


§ 5. 
Algebraische Umformungen. 


Man wird verlangen, in der durch (12) angegebenen, in den Wurzeln 
a von f = 0 symmetrischen, rationalen Function y: 


> %; 9 (%) 
, (2 — a)" 
(12) y= oa) — — Pal) 

@-«F 
wo »(a;) eine willkiirliche, ganze Function von «;, des Grades wu — 1, 
vorstellt, die Wurzeln durch die Coefficienten von f= 0 ausgedriickt 
zu sehen. 


Wir beginnen mit dem Specialfalle gp = 1, und gehen von der 
Cauchy’schen Formel aus: 


mM  S-FAa- 

und erhalten durch wiederholtes Differenziren nach z: 
a” f (@) 

(20) — = (— 1)*n! amr 

Ferner liefert die Identitit: 

(21) af’ (a) — uf(%) = Q(x) 


wo Q(x) eine ganze Function in x vom Grade w — 1 bezeichnet, mit- 
telst Division mit f(x) und Partialbruchzerlegung : 








Q(«:) 
(22) a. 2 ms F(a) =- > _* 





f (@) 2 — a; x — a; 
Differenzirt man hier m-mal, so kommt: 
a” "Te d®- 1 f’ (a) 
93 fe f(«) stan tihet ua, 
) si +0 Cre! Doe 


Die Division der Formeln (20), (23) ergiebt nach leichter Umfor- 
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mung, dass (12), wenn man » -+ 1 fiir m schreibt, ersetzt werden kann 
durch: 











n 
al Pe fe} 
Nie, ch 
dx 
oder 
os, Se 1 Pe a 
” - go fe). a" lf (a) ? 
fa | at 
al — ___ da" 
ae = = ‘ dx 
x 


eine Relation, die auch mit alleiniger Hiilfe von (20) aus (16) hitte ge- 
wonnen werden kénnen. 

Hieraus fliesst ohne Weiteres der Ausdruck fiir die allgemeinere 
Function y, in welche noch die willkiirliche ganze Function @ eingeht, 
f (#) 
F(@) 
Indem wir noch einmal » + 1 fir » setzen, kommt: 


i o(x)f (x) 3 


indem man in (25) mit »(x) multiplicirt. 


fe) __ 


‘ n-+1 = da” 
a = 


und durch Integration: 
frttes ee Lore) 
—< _ 





2 wa | a 
21) ce fe) 
wo c einen constanten Factor bedeutet. Im Besonderen wird fiir p(x)—1: 
(28) ogl Bt Se FO), 


Die beiden letzten Formeln dienen dazu, wenn umgekehrt der eweite 
Niherungswerth y als rationale Function des ersten Néherungswerthes x 
vorliegt, daraus die linke Seite der Gleichung f = 0 zu reconstruiren. 


Zum Schlusse sei noch darauf hingewiesen, dass die in dieser Mit- 
theilung vorgetragene Nédherwngsmethode mit der Griiffe’schen nur eine 
dusserliche Aehnlichkeit besitzt. Allerdings wird bei der letzteren eben- 
falls der Grundgedanke verwandt, dass, wenn | «;| < ||, der Bruch 


Fal mit wachsendem, positivem m der Null zustrebt; der prinzipielle 
k 
Unterschied beider Methoden beruht aber darauf, dass die Griiffe’schen 


*) Das Product (a) f’(«) lisst sich, wie seiner Herleitung unmittelbar ent- 
nommen werden kann, auch durch eine beliebige ganze Function (a) ersetzen, 
wenn diese nur mit f(#) keinen Theiler gemein hat. 
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Niaherungswerthe von vornherein irrational (nimlich n'* Wurzeln aus 
rational bekannten Gréssen) sind, wihrend die unsrigen ausschliesslich 
aus rationalen Operationen erwachsen sind, was eben die in § 4 dar- 
gelegte transcendente Auflésung der vorgelegten Gleichung mittelst 
Grenzwerthen und convergenter Reihen erst ermdglicht. 

Anders verhailt es sich mit der sog. Bernouilli’schen Methode. 
Seien die Wurzeln «,, @,,...a, 80 angeordnet, dass |a,| >|a@,|>+-+->]a,| 
resp. |a,|<|a@,|<---<|a@ |, so setzt Daniel Bernouilli als Aus- 
druck eines Niherungswerthes fiir «, : 

; wt + ag tess + a ' 

ae + * + = - _ 
Aber dies liefert, wenn das Gebiet rationaler Operationen nicht ver- 
lassen werden soll, nur die absolut grésste, resp. kleinste (reelle) Wurzel, 
je nachdem » eine positive oder negative ganze Zahl ist. 

Endlich sei erwihnt, dass alle bis jetzt bekannten Niherungs- 
methoden unter dem Nachtheil leiden, dass die bei dem Niherungs- 
process jeweilig begangenen Fehler*) entweder keine oder nur eine 
nebensiichliche Beriicksichtigung finden, wihrend eben diese genaue 
Bestimmung den Ausgangspunkt unserer Betrachtung bildete. 


Tiibingen, Anfang October 1888. 

*) [Nachtrigliche Anmerkung vom 15. Februar 1889: Allerdings beschiiftigt sich 
auch Herr Schréder (,,Ueber unendlich viele Algorithmen zur Auflisung der Glei- 
chungen“, diese Annalen, Band I) mit einer Bestimmung des Fehlers y — a, und 
dieser ist bei ihm gleichfalls (wie im Texte) der n'" Potenz des vorangegangenen 
Fehlers 2 — « proportional. Indessen setzt er voraus, dass sich bereits 2 in unmittel- 
barer Umgebung der Wurzel « befindet. Die Aehnlichkeit zwischen seinem Ansatze 
und dem unsrigen ist auch insofern nur eine iiusserliche, als der von ihm verwandte 
Proportionalitiitsfactor nur von «, nicht von dem Ausgangswerthe x abhiingt. 

Sieht man dagegen von dem Fehlergesetze des § 1, auf welches ich das Haupt- 
gewicht lege, villig ab, so ist die im Texte mitgetheilte Auflisung als rationale 
iiberhaupt, im Wesentlichen enthalten in der Arbeit von Herrn Runge: ,,Ent- 
wickelung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung in Summen von rationalen 
Functionen der Coefficienten“*, Acta Mathem. Band VI. 

Die Formel (26) des § 5 stimmt, sofern man sich auf die Ermittelung der ab- 
solut kleinsten Wurzel einer Gleichung beschriinkt, iiberein mit einer von Herrn 
Kénig angegebenen (,,Ueber eine Eigenschaft der Potenzreihen“, diese Annalen, 
Band XXIII, pag. 449). Herr Kinig weist nach, in welchem Umfange seine For- 
mel auch fiir transcendente Gleichungen gilt. Uebertriigt man seine Ergebnisse 
auf beliebige Wurzeln der Gleichung, so erkennt man, dass die Forme) (26) eine 
gemeinsame Bestimmungsart der Wurzeln algebraischer, wie transcendenter Glei- 
chungen liefert. Umgekehrt tritt der Unterschied zwischen beiden Bestimmungs- 
arten sehr deutlich in’s Licht, sobald man bei der wirklichen Ausfiihrung beriick- 
sichtigt, dass bei ganzen rationalen f(a) die héheren Differentialquotienten, von 
einem gewissen an, siimmtlich verschwinden, wiihrend dies bei transcendenten 
f(x) nie eintreten kann.] 














Ueber eine Classe von aut die einfache Ebene abbildbaren 
Doppelebenen. 


Von 


M. Norerner in Erlangen. 


Alle Doppelebenen, welche rational eindeutig auf die einfache Ebene 
abgebildet werden kénnen, lassen sich durch Cremona’ sche eindeutige 
Ebenentransformationen auf drei wesentlich verschiedene Classen zuriick- 
fiihren: 

1) solche mit Uebergangscurve einer Ordnung 2m, die einen 
(2m — 2)-fachen Punkt besitzt; 

2) solche mit Uebergangscurve 4'* Ordnung; 


3) solche mit Uebergangscurve 6'** Ordnung, welche zwei un- 
endlich - benachbarte dreifache Punkte besitzt. 

Davon sind die Fille 1), fir m—1 und m=3, und 2) aus- 
fiihrlich von Clebsch*), und spiiter von de Paolis**), behandelt 
worden, wahrend sich der allgemeine Fall 1) genau so wie fiir m = 3 
erledigt. Die Classe 3) von Doppelebenen ist von mir in einer 1878 
erschienenen Note***) zuerst angegeben und auf ihre Abbildung hin 
kurz discutirt worden. Da nun bisher keine Bearbeitung dieses 
wichtigen Falles erschienen ist und ich in einem nachfolgenden Auf- 
satze eine Anwendung desselben zu machen habe, so erlaube ich mir, 
hier aus meinen Papieren von 1878 die ausfiihrlichere Discussion mit- 
zutheilen, aus der jene Note eine vorliufige Mittheilung bildete*). 


Erlangen, October 1888. 


*) , Ueber den Zusammenhang einer Classe von Flichenabbildungen mit 
der Zweitheilung der Abel’schen Functionen‘‘, Math. Ann, III, 1870. 
**) In drei Aufsiitzen in Ser. III, vol. I und II der Mem. d. R, Acc. de 
Lincei, 1877 u, 1878, 
***) \,Ueber die ein-zweideutigen Ebenentransformationen“, Sitzungsber, der 
physik. medic, Soc. zu Erlangen, vom 14, Jan. 1878, 
+) Ich verdffentliche den vorliegenden Aufsatz auch aus dem Grunde, weil 
er, wie ich schon in der Vorrede zu meiner Abhandlung ,,Ueber die Theta- 


Mathematiache Annalen. XXXIII. 34 
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§ 1. 
Abbildbarkeit der Doppelebene. 


Die beiden Blatter einer Doppelebene = mégen lings einer Ueber- 


gangscurve 
Qé,, Se, §,) = 0 


zusammenhiingen, die von der 6' Ordnung sei und zwei benachbarte 
dreifache Punkte, TT und TT,, habe, wobei &, = & —0 in TT, —&, =0 
in die Gerade TITT, gelegt werde. = hat dann in TT drei die 
Gerade §, = 0 beriihrende Zweige und hat das Geschlecht 4; ihre 
Gleichungsform wird 


(1) Q=> €,°,5 + £,7&,7Q, (, E.) + &, 6, Q.(8, §.) + 26 (8, ’ &»). 


Soll nun durch Formeln der Art 


OY = ui (E;; Es, és) + Ax (§,, g, E3) ‘ V2 (¢= 1, 2, 3); 
wo die 4;, A; ganze rationale Functionen der § sind, ein eindeutiger 
Uebergang der Doppelebene = in eine einfache Ebene Y stattfinden 
kénnen, so miissen die den Geraden 


D3 UWiYyi = O 


der einfachen Ebene Y entsprechenden Curven von =, niimlich, wenn 


> ui xi(y) = Mi, Zz 1: 24(y) = N; 


gesetzt wird, die Curven y, = 0, definirt durch 
M2 —_ N? = Coy = 0, 


wo C von den uw unabhingig wird, die Eigenschaften haben: 


functionen von 4 Argumenten“:, diese Annalen Bd, XIV, 1878, bemerkte, den 
algebraischen Ausgangspunkt fiir meine Theorie der Charakteristikengruppirungen 
bei p= 4 bildete. Obwohl gerade bei der hier vorliegenden Uebergangscurve 
6'r Ordnung (p = 4) eine der 136 geraden eigentlichen Charakteristiken vor den 
iibrigen ausgezeichnet auftritt, habe ich der Theorie doch schon in Bd. 14, und 
fiir beliebige p in Bd. 16, eine Form gegeben, bei der die, im allgemeineren 
Falle nicht vorhandene, Auszeichnung auch nicht vorkommt; davon ist aber — 
siehe die Vorrede zur Abhandlung, Bd. 16 — die Unterscheidung in zwei Classen 
von eigentlichen und in eine Classe von Gruppen-Charakteristiken néthig, die 
erstere Art als den Thetafunctionen, die zweite Art als den Perioden zugeordnet; 
mit der Gruppe der linearen Transformationen der Thetafunctionen. — Hierbei 
sei constatirt, dass dieser Standpunkt der Unterscheidung der Charakteristiken 
(,, Indices“), mit den anschliessenden Folgerungen, nun neuerdings auch von Herrn 
Schottky in seiner Arbeit ,,Zur Theorie der Abel’schen Functionen von 
4 Variabeln“, Cr. J. Bd. 102, angenommen ist, Auch finden sich vereinzelte der 
Resultate des vorliegenden Aufsatzes schon in der Arbeit des Herrn Schottky 
»Ueber specielle Abel’sche Functionen vierten Ranges‘, Cr. J. Bd. 103. 
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a) eine quadratische oo?-Schaar von Curven zu sein, welche Q in 
allen beweglichen Schnittpunkten in 1 Ordnung beriihren, wonach 
eine Identitat existirt , 

M?— N’Q=C- dy; 

b) N’ muss ein volles Quadrat einer ganzen Function N werden, 

wonach an jeder Stelle von ~,—0 die /Q zu einer rationalen Function 


+ ba wird, d. h. zwei in beiden Blittern von Y tibereinanderlaufende 
Curven y, = 0 rational von einander getrennt sind. Die Curven, fiir 


welche /Q = — * gesetzt wird, mégen dann als den Geraden von Y 
entsprechend angenommen werden; 


c) von den beweglichen Schnittpunkten zweier Curven y, = 0, 
vv =, welche irgend zwei Geraden von Y entsprechen, darf nur 
einer dadurch ausgezeichnet sein, dass in ihm /Q fiir beide Curven 
dasselbe Vorzeichen hat, dem einen Schnittpunkt der beiden Geraden 
entsprechend. Vermége dieser Bedingung driicken sich die € und 
VQ rational durch die y aus. 


Im Falle Q die unter (1) gegebene Curve 6'** Ordnung ist, lassen 
sich diese dreierlei Bedingungen erfiillen. Die zu Q adjungirten Curven 
3’ Ordnung mit Doppelpunkten in TT und TT,, zerfallen hier in die 
feste Gerade TTTT, und die bewegliche Schaar von Curven @ der 2' 
Ordnung, welche durch TT und TT, gehen. Zwischen gewissen drei 
dieser 4 Jinear-unabhingigen Functionen  besteht eine quadratische, 
in den € identische, Gleichung und zwischen den 4 eine cubische 
Gleichung, nimlich Q(§)—0. Wir betrachten alle cubischen Func- 
tionen ®® der m, die, =O gesetzt, alle Curven 6 Ordnung vor- 
stellen, die TT und TT, zu dreifachen Punkten haben, wie Q selbst, 
oder C,(1T%, 1,5). Unter diesen sei C =O irgend eine solche Curve, 
welche Q in neun Punkten 

Gy, Bay? My, 
die auf keiner ®®), d.i. C,(TT*, TT,*) liegen, je in 1" Ordnung beriihre 
und welche ausserdem in der =-Ebene ausserhalb Q noch 4 Doppel- 


punkte 

B,, By, B;, By 
besitze. Dass solche Curven existiren, wird schon durch Angabe 
irgend einer speciellen erwiesen: so kann man als solche eine 

a an 
nehmen, wo g’, 9”, »” drei Q je in 3 Punkten beriihrende Kegel- 
schnitte (TT, TT,) sind, deren 9 Beriihrungspunkte auf keiner O®) liegen; 
und dabei als Punkte 6 die beiden Schnittpunkte von g’ mit gm” und 
je einen der beiden Schnittpunkte von g” mit g’ und mit gm”. Durch 
34* 
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die Annahme iiber die Lage der 9 Punkte «; soli verhindert werden, 
dass von den gesuchten Schaaren von Beriihrungscurven 6'' Ordnung 
(TT, TT,°) mit je 4 Doppelpunkten die Mannigfaltigkeit > co? wird; 
denn geht eine C,(TT*, TT,?) durch die 9 Punkte «;, so trifft dieselbe 
Q noch in 3 Punkten, in welchen ein Kegelschnitt (TT, TT,), etwa ’, 
beriihrt; und dann bildet g’, verbundeu mit irgend einer Curve (g)*, 
eine uneigentliche oo*-Schaar jener Bertihrungscurven, aber mit je 
unendlich vielen Doppelpunkten. — 

Nun lege man alle durch die Punkte @,,... a, B,,... B, gehenden 
Curven Y, d. h. Carven 6'* Ordnung (IT°, TT,*); die lineare co?-Schaar 
derselben, mit den Parametern wu, : U.: U, sei 
(2) M = uy 21 (8) + U2 %2(8) + uC = 0. 

Diese Schaar M = 0 trifft die Curve C=O in oo! Gruppen von je 
36 —2-9—9—2-4=—1 beweglichem Punkte y,; eine Gruppen- 
schaar, welche aus C = 0 auch durch den Curvenbiischel 

(3) N = u, A, (E) + u4,(6) = 9 

von Curven 3'* Ordnung C,(TT?, TT,, B,,... 8,) ausgeschnitten werden 
kann, sodass nach dem Restsatz eine Identitit besteht: 

(4) Aj %. — Ary, = C- B. 

Die Curve B wird ebenfalls eine Curve 3' Ordnung (TT, TT,) und 
geht durch die Systeme von je 4 Punkten, in denen sich die Curven 
UA; + UA, = 0, HY, + HM = 9, 

— welche beide Ausdriicke nach unserer Annahme iiber die @ keinen 
Factor gemein haben kénnen -— ausserhalb TT, TT,, 6B, ... By 

y, schneiden. 

Ich betrachte jetzt den Biischel von Curven 12" Ordnung, mit 

Parameter 2: 

M? — AN?Q = 0. 
Diese Curven treffen die Curve C = 0 bei TT und TT, in 2-18 Punkten 
(denn auch N?==(), eine Curve C,(TT'TT,*), stellt eine specielle C, (T°, TT,*) 
vor, bei welcher nur das Glied «&,°&,° fehlt; sie ist eine C,(TT*, TT,) 
- C, (TT, T,?))s in den 10 Punkten «@,,...@) und y, je 2-punktig, in 
den 4 Punkten f,,... 8, je 4-punktig; also in 72 von 4 unabhingigen 
Punkten. Bestimmt man daher 4 so, dass jene Curve einen weiteren 
Punkt mit C—O gemein hat, so zerfillt sie in C—O und eine 
weitere Curve 6' Ordnung y, —0. Dabei wird 4 eine von den u 
unabhingige Zahl; denn sei 
4? — 4,472 =Cy,, 


ty — 4, AQ = Cy,, 
so folgt fir C=O: _ ou 
V4, Aye — Vay A,yy = 9, 








wwe VS Ww 


e- OF F Ff FSV” 
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also nach (4): 


Ay =— A. 
Setzt man somit 4, als reine Zahl, =1, so hat man die Identitiit 
(5) M? — N?Q2=—C-y,,. 


Die hier gefundene co?-Schaar von Curven 6" Ordnung, y, = 0, 
mit dreifachen Punkten in TT und TT,, und Q in je 9 Punkten be- 
riihrend, erfiillt die unter a) und b) oben genannten Bedingungen. 
Aber auch die Bedingung c); denn fiir die Schnittpunkte zweier Curven 
vy, = 0, vy =O mit den Parametern uw und wv’ hat man 


M7? —~N?Q—0, M?—N?Q=0, 


wo M’,N’ aus M und N durch Ersetzen der « durch die w’ hervor- 
geht; fiir diejenigen Schnittpunkte, fiir welche /2 denselben Werth 
in beiden Curven hat, wird also 
MN’ — M’N = 0. 
Nun ist nach (4) 
MN’ M’N=S[ (ty ty’ — thy ty’) BF (tty ty’ — te, ths’) A, (ty ty’ — tty tty’) Ay] -C, 
=L-C, 


wo L =O eine Curve C,(IT’, TT,) ist, welche durch die 4 Schnitt- 
punkte von M=0O, N=O und die 4 Schnittpunkte von M = 0, 
N’ = 0, die ausserhalb C liegen, hindurchgeht. Solche 4 Punkte sind 
aber nach (5) Doppelpunkte von », —0, bez. ~y —0; die Curve 
L=0 trifft also yy, =—0 in 18—9—8—1 Schnittpunkte mit 
vy = VU — was die Bedingung c) war. 

Somit lisst sich unsere Doppelebene auf eine einfache Ebene Y 
abbilden mittels der Formeln: 


oy, = m1 (8) + A, (8) - V2, 
(6) OY. = t2(§) + 4,(&)- 2, 
oy; = C(é). 


Zu bemerken wire noch, dass die obigen Schliisse in einem Falle 
ihre Giiltigkeit verlieren wiirden: wenn niimlich in einem der Punkte 8, 
etwa in B,, %, von A, und yx, von A, beriihrt wiirde, also einer der 
4 Schnittpunkte von M = 0, N = 0 immer in £, hineinriickte. Dieser 
Punkt wiirde dann nur einfacher Punkt der y,. Aber da man von 
der im folgenden Paragraphen gegebenen Umkehrung von (6) ausgehen 
kann, so zeigt sich, dass jener Fall im Allgemeinen nicht statt- 
findet. 
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§ 
Abbildung der Doppelebene. 


Zur Discussion der in § 1 bewiesenen Abbildung der Doppel- 
ebene = auf die einfache Ebene Y ist zuniichst die Umkehrung der 
Formeln (6), § 1 aufzustellen. 

Den beide Blatter durchsetzenden Geraden der =-Ebene muss 
in Y eine lineare oo?-Schaar von Curven f entsprechen, von derselben 
Ordnung wie die der Beriihrungscurven in =, welche den Geraden 
von Y entsprechen, also von der 6'** Ordnung. Diese Curven f 
miissen je eine lineare co'-Schaar von Punktepaaren enthalten, d. h. 
hyperelliptische sein, diirfen sich nur in je einem solchen Paar schneiden 
und werden vom Geschlecht p, wenn eine Gerade der Doppelebene 
2p + 2 Stellen besitzt, an denen die Punkte der beiden Bitter zu- 
gleich benachbarte Punkte sind. Da dieses die Durchschnitte der 
Geraden mit der Uebergangscurve Q sind, wird hier 2p + 2=—6, 
p=—2. 

Unter den Schaaren von byperelliptischen Curven 6'* Ordnung 
vom Geschlecht 2 sind ferner diejenigen mit 4-fachem oder einem 
oder zwei 3-fachen Punkten auszuschliessen, weil dieselben durch Cre- 
mona’sche Transformation der Y-Ebene auf Curven r* Ordnung mit 
(r — 2)-fachem Punkte, also auf den Fall 1) der Einleitung fihren. 
Somit bilden die Curven f hier eine lineare oo?-Schaar von Curven 
6' Ordnung mit 8 festen Doppelpunkten 


Gp Bay - + Be 
und zwei festen einfachen Punkten 
b,, by. 

Aber alle co® Curven 6'** Ordnung mit 8 beliebigen festen Doppel- 
punkten a,,a@,,...@, haben schon die Eigenschaft sich nur in Punkte- 
paaren zu treffen. Denn legt man dieselben durch irgend einen 
Punkt b, der Ebene, so treffen diese oo? Curven die durch a,,... as, 
gehende Curve 3" Ordnung, da es auf derselben nicht oo' corresiduale 
Gruppen von je 1 Punkte giebt, in einem weiteren festen Punkte ),. 
Somit zerlegt sich die Ebene vermége der willkiirlich angenommenen 
Punkte a,,...a, in oo? Punktepaare, von denen irgend eines fiir das 
Paar b,, b, genommen werde. 

Sei dann 

al +. aT’ = 0 
der Biischel der Curven 3'* Ordnung durch a,,...a,, [=O die 
Curve 3'* Ordnung durch a,,... az, b,, b,; f irgend eine solche 
Curve 6'* Ordnung (a,’,...a,?,b,,b,), dass f nicht [ zum Factor 
hat; so driickt sich unsere co*-Schaar in der Form aus 
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(7) C(ef + e'T’) + a"f=0, 
mit den Parametern a: «& : a”. — 

Geht man nun von einer solchen Schaar (7) aus und transformirt 
die Y-Ebene mittels der Formeln: 


(8) o§, = *(y), o§ =T(y)-T’(y), 6&, =f(y), 

so entspricht jedem Punkt § ein Punktepaar von Y, sodass sich die 
Y-Ebene in die doppelt tiberdeckte =-Ebene transformirt. Die Ueber- 
gangscurve Q2(&) = 0 wird dabei, da die Curven (7) das Geschlecht 2 
haben, von der 6'" Ordnung. Sie erhiilt das Geschlecht 4; denn die 
ihr eindeutig entsprechende Curve in Y wird der Ort der Berthrungs- 
punkte von Curven der Schaar (7), d. h. ein irreducibler Factor der 
Jacobi’schen Determinantencurve der Schaar (7); diese aber ist 


r?(y)- Ay), 
wo A(y) 


9 - oTy) eC y) OF | 
(9) A(y) POE: on Oe ous 


Dieses A(y) wird zugleich, nach der eben angegebenen geometrischen 
Bedeutung, gemeinsamer Factor der Functionaldeterminanten von irgend 
3 Ausdriicken der Schaar af + BF*+ yf’ + 67%. Es ist 
A(y) = 90 eine Curve 9 Ordnung, welche a,,...a, zu dreifachen 
Punkten hat, durch b,, b, nicht geht, also vom Geschlecht 4. Q2(§)—=0 
erhilt ferner in § = & =O einen 3-fachen Punkt TT; denn der 
Biischel von Curven 3'* Ordnung, «ef + aT’ = 0, trifft A(y) = 0 in 
co! Gruppen von je 3 Punkten. Q(&) =O erhiilt aber noch einen 
weiteren 3-fachen Punkt TT,, der TT in der Richtung §, = 0 unendlich 
benachbart zu liegen kommt; denn die in TT fallenden 3 Punkte von 
Q(€)—=0 entsprechen den 3 Schnittpunkten von A(y)=0O mit [(y)=0 
(ausserhalb der a,;); da aber in dem Biischel [(ef + a1’) =O die 
Curve [? = 0, A(y) =O in diesen 3 Punkten doppelt trifft, muss die 
Gerade §&, = 0 jeden der 3 durch TT gehenden Zweige daselbst 
beriihren. 

Die Doppelebene = wird daher, wenn man von (8) ausgeht, genau 
von der in § 1 untersuchten Art. 

Von Einzelheiten des Entsprechens sind folgende zu erwihnen: 
Nach (8) entspricht dem Punkt TT von = in Y die Curve [(y) = 0; 
und zwar derart, dass einem Zweige, der durch TT und TI, geht, je 
nach seiner Kriimmung die verschiedenen Punkte von [(y) =O ent- 
sprechen; durchsetzt der Zweig durch TT und TT, beide Bliitter, so ent- 
spricht ihm hiernach ein Punktepaar von [. Wenn aber ein Zweig 
durch TT geht in einer von TITI, verschiedenen Richtung, so entspricht 
ihm in Y immer nur ein Zweig durch einen ganz bestimmten Punkt 
von fT, nimlich durch den Punkt c, welcher dem ganzen Biischel 
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af + a’T’ =O ausser a,,...a@, gemeinsam ist. Dieser Punkt ¢ hat 
die Kigenschaft, zu allen seinen benachbarten Punkten conjugirt zu 
sein (mit ihnen je ein Paar der co? Punktepaare der Y-Ebene zu 
bilden); denn irgend eine durch c¢ gehende Curve af + «&'T’ =O 
wird von der Curve [?==0, die der Schaar (7) angehort, in ¢ 2-punktig 
getroffen. Es folgt daraus, dass ein durch TT in von TITT, verschiedener 
Richtung gehender Zweig einer Curve entweder beide Blatter von = 
durchsetzt und daselbst verzweigt ist (entsprechend einer selbst con- 
jugirten Curve von Y durch c), oder in TT einen Riickkehrpunkt hat 
und daselbst von einem Blatt in das andere iibergeht (entsprechend 
einer nicht-conjugirten Curve von Y, die durch ¢ geht). Dieses Ver- 
halten der Curven in TT ist also véllig analog dem an den gewoéhn- 
lichen einfachen Stellen der Uebergangscurve Q. 

Den beiden Punkten b, und b, von [ entsprechen in = zwei 
iibereinander liegende Gerade B,, B,, die beide durch TT und TT, gehen 
miissen, also die Gerade TITT,, im einen, bez. dem andern, Blatte ge- 
nommen; diese beiden Geraden sind rational getrennte Curven. — 

Hiernach sieht man unmittelbar, dass den Geraden von Y in = 
Curven 7, 6' Ordnung (TT’, TT,*) entsprechen miissen, welche Q in 
je 9 Punkten beriihren — den 9 Schnittpunkten der Geraden mit 
A(y) =0 entsprechend —, und mit je 4 ausserhalb Q liegenden 
(scheinbaren) Doppelpunkten, da ihr Geschlecht = 0 sein muss. Ins- 
besondere entspricht den durch ¢ gehenden Geraden von Y eine 
oo!-Schaar solcher Curven 6' Ordnung (IT', TT,?), mit je 2 in die 
Richtung TITT, fallenden Zweigen, mit je einem dritten Zweig in 
davon verschiedener Richtung, der in TT einen Riickkehrpunkt hat, 
und mit je 3 weiteren Doppelpunkten. 

Vermiége (8) erhilt man, da Q eine C, (TT, TT,°) ist: 


6°. Q(8) = F*(y) - A°Yy), 


6 fQ2(8) = F(y) - A(y), 
(10) VQ@ _ Aly) 
eek 
was mit (8) die Transformation vdllig definirt. — 

Auch die Abzdhlung der in (8) wesentlichen Constanten zeigt, 
dass durch solche Formeln (8) alle Doppelebenen mit Uebergangscurven 
der Art Q(§) — 0 miissen erhalten werden kénnen. Denn in (8) sind, 
von den linearen Transformationen der Parameter @ der Schaar (7), 
d. h. der §, abgesehen, die 16 Gréssen, welche die Punkte a,,... a, 
bestimmen, und die 2 Gréssen, welche alsdann das Punktepaar b,, b, 
festlegen, enthalten; von diesen 18 Gréssen lassen sich zuniichst 8 
durch lineare Transformation der y zerstéren. Nun ist bei unveriinderter 


oder 








Ueber eine Classe von Doppelebenen. 533 


Doppelebene Q auch noch eine beliebige Cremona’sche Transformation 
der Ebene Y gestattet, durch welche nur die Curvenschaar 6' Ord- 
nung (7) wiederum in eine.analog definirte Curvenschaar 6' Ordnung 
(a,?,... a4, b,’, b,’) tibergeht; aber durch eine solche Transformation 
kénnen keine weiteren Constanten zerstért werden. Denn eine solche 
quadratische Transformation muss 3 der Punkte @ zu Grundpunkten 
wihlen; die héheren Transformationen setzen sich dann aus solchen 
quadratischen zusammen, fiihren also alle keine neuen willktirlichen 
Grundpunkte, d. h. keine neuen Parameter ein. Somit kommt man 
durch Formeln der Art (8) auf oc verschiedene Doppelebenen, wenn 
man die linear aus einer hervorgehenden je zusammenfasst. 

Genau so viele Doppelebenen mit Uebergangscurven der Art Q 
giebt es aber iiberhaupt nur; denn ist die Lage von TT, TT, in der 
=-Ebene vorgeschrieben, was 3 lineare Parameter absorbirt, so giebt 
es noch oo! Curven 2; und man kann noch 5 weitere Constanten 
durch lineare Transformation zerstéren. Die Gesammtheit der Curven 
6'" Ordnung (IT°, TT,*) bei gegebener Lage von TT, TT, bildet aber eine 
irreductible algebraische Mannigfaltigkeit; so dass jene durch (8) ge- 
fundene mit dieser identisch werden muss. 


§ 3. 
Discussion der Beriihrungscurven an Q. 

Die Abbildung der §§ 1, 2 giebt mit grésster Leichtigkeit die 
ganze Theorie der die Curve Q iiberall in erster Ordnung bertthrenden 
Curven. Was davon fiir die ganze Classe der aus Q rational abzu- 
leitenden Curven erhalten bleibt, werde ich spiter angeben. 

Zuniichst ist zu bemerken, dass eine Beriihrungscurve y,(TT’, TT,*) 
mit der mit ihr im andern Blatt vereinigt liegenden Curve sich in Y 
als C,,(a,°,...a 5°) abbildet, also als Gerade und eine dazu conjugirte 
C,,(a,°...a,°). So sieht man, dass in der involutorischen Cremona’- 
schen Transformation, welche durch die oo? Punktepaare von Y ver- 
anlasst wird, den Geraden Curven C,,(a,°,... a °) entsprechen.*) 


I. Q beriihrende Curven g. 


Die zu Q gehdérigen adjungirten Curven 3' Ordnung zerfallen in 
die Gerade TITT, und in die Kegelschnitte g, die durch TT und TI, 


*) Dies ist bekannt; siehe Bertini, Ric. sulle trasform. univoche involut. 
nel piano, Annali di Matem. Ser, II, t. VIII; und anschliessende Arbeiten, wie 
Kiipper in Abh. d. béhm. Ges, d. W. 1884 und Bobek, Dissert. Erlangen 1885. 


[Oct. 1888]. 
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gehen. Dieser co*-Schaar entspricht in Y die zu A(y) = 0 adjungirte 
co*-Schaar von Curven 6" Ordnung (a,”,.. . a,?) 


af + pr? + yfT’ + 6r? =0, 
welche sich selbst conjugirte Curven sind. Man erhilt hiermit folgende 
120, Q je in 3 Punkten beriihrende Kegelschnitte (IT, TT,) und deren 
Bilder in Y, je nachdem » im einen oder dem andern Blatte ge- 
nommen ist: 


1) Po, abgebildet durch den Fundamentalpunkt a,, bez. durch 
eine C,(a,5a,”,...a,?), wobei die 3 Richtungen dieser C, in a, identisch 
werden mit den 3 Richtungen der Curve A in a,; denn diese 3 Zweige 
sind sich selbst conjugirt; 

2) @oi2, abgebildet durch Gerade C,(a,a,), bez. durch Curve 
5 Ordnung C, (a, a,a,, . . . as”); 

3) P4203, abgebildet durch C, (a,...a,), bez. durch C, (a,?a,? a,? a, «.. 5); 

4) Po, abgebildet durch C;,(a,?a,,...a,), bez. durch C,(a,”, a, ...ds); 
und die durch Vertauschung der Indices 1,2,...8 daraus hervor- 
gehenden Curven. Diess liefert aus 1) 8, aus 2) 28, aus 3) 56, aus 
4) 28, zusammen 120 Q dreifach beriihrende Curven 9. 

Zu diesen fiir die allgemeinen Curven vom Geschlechte 4 eben- 
falls vorhandenen 120 einzelnen 3-fach beriihrenden » tritt in unserm 
Falle noch eine quadratische co'-Schaar von (uneigentlichen) solchen 
Kegelschnitten, g,, niimlich die durch TT gehenden doppelt gezililten 
Geraden 

Po = (aE, + o'S,)? = 0, 
abgebildet in Y durch den Curvenbtischel af + eT’ =O; oder in 
Beziehung auf Q allein: der Schnitt von Q mit m, geht iiber in den 
Schnitt von A mit («ef +a@1T’)?—0. Die Existenz dieser Curven- 
schaar ist charakteristisch fiir die Classen von Curven, zu denen Q 
gehort. 


II. Q beriihrende Schaaren ©® mit je 4 Doppelpunkten. 


Ich wende mich jetzt zu den Beriihrungscurven y,, welche den 
Geraden der Ebene Y entsprechen, und zu den analogen Schaaren. 
Aus irgend einer Curve y,(TT*, TT,*), welche Q in 9 Punkten beriihrt, 
leitet man vermdge einer Relation: 

Wee — ¥FX—=Q-N’ 
eine quadratische co®-Schaar, oder vermége Q = oco'-Schaar, von 
Curven y, (IT’, TT,°) ab, welche alle 2 in je 9 Punkten beriihren und 
zusammen ein System 
oO.” 


bilden, mit einem geeignet gewiihlten Index a. Die co® Gruppen von 
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je 9 Pankten werden aus Q2 durch die lineare Schaar Y, ausgeschnitten, 
sind also corresidual. In je einem Theil solcher Systeme giebt es nun 
hier ausgezeichnete quadratische Untersysteme von Curven mit 4, 3, 2 
oder 1 Doppelpunkten von den bez. Mannigfaltigkeiten oo?, 00%, co!, 005, 
welche N’ zu einem vollen Quadrat machen; diese sollen alle der 
Reihe nach hier aufgestellt werden. Eine isolirte Stellung bei unserer 
Curve Q nehmen diejenigen Beriihrungscurven ©, ein, welche aus 
den obigen uneigentlichen Beriihrungskegelschnitten , rational her- 
geleitet werden kénnen: Curven, welche Q in je 9 Punkten beriihren, 
durch die eine C,(TT*, TT,) geht; welche also vermége Q = 0 in Curven 
C,? (11, TT,), mit unendlich vielen Doppelpunkten, iibergehen; diesem 
uneigentlichen System wird der Index @ = (0) zugeeignet. 

Von co?-Schaaren von rationalen Beriihrungscurven ©®), mit je 
4 scheinbaren Doppelpunkten ausserhalb TT und TT,, existiren folgende, 
mit ihren beiden Bildern (je nach dem Blatte von =, in dem O® ge- 
nommen wird) in Y: 


a,) ®®; Bilder in Y: C,, bez. C,,(a,°..., ag®), 

° . ’ 2 2 4 6 i 
@y) yy 5 » 9 nt C,(a,?... 67), bez. Cy,(a,* ... agta,°a,"), 
P : P 7] ‘ 4 
S) » 3 » wo: Cfa,*...q° a... a) 


bes. C,(a,?.. . a,? a,*... a‘). 


by) Oivies3 > 


’ ’ 5 5 57, 6 6 
e.. C,(@,, 4g, @3), bez. C,,(a,>a,°a,5a,°... ag°), 


- 
~ 
+ 
~ 
~ 


by) » 3 » vn ni O,(G,d, 34,7 a5" a,"), 
bez. C,,(a,°a,'a,5a,'a;'a,'a,°a,°), 
bs) » 3 ” »n »t CO, (a,%a,%a,a,? .. .a,*), 
bez. C,,(a,5a,3 a,'a,'... a;'a,°), 
bh) » 5 » 9» 9 O,(a,a,a,0,'a,? .. . a”), 
bez. C,,(a,°a,°a,>a,?a,' ... as"), 
b;) » 3 ” » oe Cs (a,5a,%a,%a,* os as”), 
bez. Cio (a, a,%a,%a,' . . . as"), 
bb) » 3 ” » »? OC(a,%a,* a,4,'a;'a,?a;" a"), 


’ 3a 30.54 2¢a.2¢a.4¢a.44.4 
bez. Cio (a, a,°a,°a,?a,? a,'az*a,"). 


C1) Doas43 » 99 ot Oy (ay? dy... y), bez. Cis (a,*aQ°as°a,°as;>...a5°), 
©) oy 5 »n » ni O,(4,?a,'a,?a,>a, a, ag), 
bez. C,,(a,°a,'a,'a,'a,5 ag° az a,°), 
C3) yy 3 ” n ni GC, (a,?a3*a,?a,° +++ 59), 
bez. C,,(a,°a,4a,'a,4a,°.. . a,%), 
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¢,) O®,,,; Bilder in Y: C,(a,*a,?a,?a,’a,°a,°a, as), 

bez. C,,(a,?a,‘a;'a,*a,%a,9a,>a,°), 
Cs) 3 9» 99 99? O(a, a,*a54a,*a,°a_°a,P as), 

bez. C,(a,4a,? a? a,? a,° a3 a,5a,°). 
4) OP 5» uy 9p? Oy(Gg--- @,a5%), bez. Cyy(a,°a,°... a;°a,°), 
da) 3 » » wt O(a,?a,5a,%a%a, ... as), 

bez. C,,(a,4a,°a,a,3a,° ... a,°), 
ds) ”» ; ” ”» 9° Cs (a,° sh Me a,°) bez. Ci (a,°a,° os a,*), 
qs) » 3 » 9 wt Og(a,ta,® ... a6 aya), 

bez. C,9(a,2a,° . . » ag°a,*°a,°), 


sowie die daraus durch Vertauschung der Zahlen 1, 2, ... 8 hervor- 
gehenden Schaaren, Die Anordnung ist die folgende: 
Die unter a,), a,), a3) stehenden oo?-Schaaren von Beriihrungs- 
curven, an Zahl 
8.7 ‘ee 
I+aa tare. 
gehéren einem und demselben System ®® an, dem der Index a = (9) 
zugeeignet wurde. Zum Beweis ist nur zu zeigen, dass die Gruppen 
von je 9 Punkten, in denen A von den Curven a,) und a,) der Ebene 
Y geschnitten wird, corresidual sind zu den Gruppen, in welchen die 
Geraden C, die Curve A treffen; und zwar geniigt schon der Nachweis 
fiir je cine Gruppe. Nun besteht aber eine Curve in a,) aus 
F C, (4; as); 
in a) aus 
C, (4,2, . . - dg? a, Gs); 
diese beiden Curven sind zu einander conjugirt, treffen also A ausser 
in 3 in a, und 3 in ag liegenden Punkten noch in denselben 3 weiteren 
Punkten, d. h. in derselben Gruppe von 9 Punkten. 
Ebenso treffen die beiden in a,), bez. a,) enthaltenen Curven 
C, (a; a5) . C.(a,.. . @a,) . C, (a, .. . @, ag) 
und 
C, (a; a) - Cy (a, . . . dg @,@,7a,7 a”). Cy(a,.. . a,a,2a,a,? a5"), 
wo die beiden C, conjugirt sind zu den beiden C,, die Curve A in 
derselben Gruppe von 9 Punkten. 


Aus den 64 Schaaren 9%, von a) sind die 64 Schaaren, %),,, 


welche sich in b) durch Vertauschung der Indices 1, 2, 3 unter ein- 
ander und von 4,5,...8 unter einander ergeben, durch eine 
quadratische Cremona-Transformation mit den Grundpunkten in a,, 
@,, 4, abgeleitet. Denn durch eine solche Transformation erhilt man 
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in der neuen Ebene Y’ nur wieder, den Geraden von = entsprechend, 
ein solches System von Curven 6' Ordnung wie in Y, und eine 
Functionaldeterminante A’ derselben, fiir welche sich die 64 a) ana- 
lugen Schaaren a’), C,’, C,', C,’ so verhalten, wie die Schaaren a) fiir A; 
die aus a’) durch die Transformation folgenden Curven b) von Y haben 
also in Bezug auf A dasselbe Verhalten. — Ebenso folgen die 64 


Schaaren {)., aus a) durch eine Transformation 3'* Ordnung, die 


64 Schaaren ,) aus a) durch eine solche 4' Ordnung, 
Es zeigt sich also zuniichst, dass die 135 Indices der Art 
(i), (Otklm), 
wo 7,k,1,m von einander verschiedene Zahlen aus der Reihe 1,2,...8,9 
sind, gleichartige sind; dass insbesondere 9 vor 1,...8 nicht aus- 
gezeichnet ist. 

Aber auch die 64 Schaaren, welche zu einem Index gehéren, sind 
einander gleichwerthig; denn auch diese ergeben sich alle aus einer 
durch eindeutige Ebenentransformationen. Man hat somit im Ganzen 
64.135 gleichartige co?-Schaaren von rationalen Beriihrungscurven 
6 Ordnung (IT, TT,*) an Q, von denen irgend eine zur Abbildung 
der Doppelebene = in eine einfache Ebene genommen werden kann. 

Die 64 Schaaren, welche zu einem Index gehiéren, lassen sich je 
einer Gruppe von 8 Indices, oder einer Gruppe von 8 Beriihrungs- 
kegelschnitten m von 2, zuordnen und danach unterscheiden. So sind 
die ,® in a,), deren Bilder die C, von Y sind, zugeordnet der 
Gruppe é; 

=? 
d. h. der Gruppe von 8 Q beriihrenden Kegelschnitten g(TTT,), welchen 
in I, 1) dieses Paragraphen die Indices beigeschrieben sind: 
(091), (092), ... (098). 
Denn unter den C, giebt es Curven der Art C,(a;aq,), wo ¢ und k 
irgend 2 Zahlen aus der Reihe 1,...8; und dem entspricht, dass es 
unter den @,) von a,) Curven giebt, welche in irgend zwei jener 
Kegelschnitte 
Povi + Pook 
zerfallen und in einen 3'" Kegelschnitt m, dessen Index in I, 2) als 
(91k) angegeben ist. Die 3 Indices 09%, O9k, 9ik ergiinzen sich 
zum Index 9 von 9%, ), wenn man jene Zahlen neben einander in 
irgend einer Ordnung schreibt und 2 gleiche Zahlen wegliisst. 

Die Cremona’schen Transformationen liefern fiir jede der 64. 135 
Schaaren die zugehdrige Gruppe von 8 Kegelschnitten g; so fiir b,) 
aus @,,...@, zunichst 


Cy (@_@3), OC, (a34,), C,(a, a), ay,-- + ag, 
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und hieraus 
Po» Posi» Pore» Poors -+- Poss 
fiir a,) aus @,,...a , zunichst 
Cy (dy,-- +My), C,(a,a,.--M),---O,(a,--+. 45), Gy, Ay, 
und hieraus 
Pi7s» Pore. ++ +» Pos» Pooz» Pooss 
etc. etc. So giebt es in der Schaar 0%), von b,) die Curve, der 
C,(a,...a,) entsprechend: 


Poor * Poos * Pezs 
und die Indices 094, 095, 678 ergiinzen sich wieder zu (09123), wenn 
man nur noch (45678) und (09123) als identisch betrachtet, d. h. fest- 
setzt, dass auch die Combination 
012...9 
beliebig hinzugefiigt oder weggelassen werden kann. 
Danach ergeben sich auch die 120 Indices der Form 


(i, k,l verschiedene Zahlen 
von 1,...8) 


welche den 120 Kegelschnitten I, 1)...4) zugeschrieben sind, als 
gleichartige, indem keiner derselben vor den iibrigen bei Q aus- 
gezeichnet ist. 


(09%), (Oik), (94k), (kd), 


Ill. Q beriihrende Schaaren © mit je 3 Doppelpunkten. 


Von oo%-Schaaren von Beriihrungscurven ®), mit je 3 schein- 
baren Doppelpunkten ausser TT und TT,, also vom Geschlecht 1, exi- 
stiren folgende, mit ihren beiden conjugirten Bildern in Y: 


a,) ®®; Bilder in Y: C,(a,...a,), bez. C,,(a,%a,*°a,*... a5), 


012? 
@.) yy 5 ” » 9% C;(a,7a,7a;% ay... as), 
bez. C,;(a,‘a,‘a,'a,° ... a,5), 
@) » 3 » » »: C,(a,?a,%a,° ... a3a,a), 
bez. C,,(a,4a_'a,° ... ag°a,°a,°), 
Qs)» 3 » 9 i Oy(a,*a,*a,* ..- a;%ag), 


bez. C,(a,?a,"a,° ... a;a,°). 


3) » > Ofete? 4a.4a.6q 5 5 
by) O&3 » 99 wt O(a? a,?a,...ag), bez. Cy, (a,*ay*az°a,°...as°), 
, © Ofatate%a%e? 
be) 9s 5 » 9 9? Og (ay? a2? a5? a, 5° gaz a) , 


bez. C,.(a,'a,'a,'a,'a,> a,°a,°as°), 


° ° 3 
bs) » 2 ”? Ss C,(a,a,*a,?a,° a as), 
bez. C,o(a,?a,4a,4a,> ... a,%ag°). 
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c,) O@); Bilder in Y: C,(a,a,a,? ... a,?), 
y y 5 5 
bez. C,3(a,°a,5a,* ... a,‘ a,°), 


Co) » 3 » nwt C,(a,3a,a;4a2 ... a”), 
bez. C,,(a,° a,>a,? a4 ... ag4), 


° ss Y 
C3) » 3 » » 2 Cy(a,>a,3a,4a,* a,! a? a, a4") 
bez. C,(a,° a, a,? a,? a,? ay! a,' a,*). 
8). . 2 3 : 
d,) OO) 5 » » i O,(a,%a,?...a;”), bez. C,,(a,3a,' .. . ata), 
B , 2 2 
dy) » 3 ” ” oe C,(a,8 a,4a;'a,? ... a,"), 
bez. Cj, (a,° a, a,2 a,4 ... ag), 


sowie die durch Vertauschung von 1,...8 daraus hervorgehenden 
Schaaren. 

Alle diese Schaaren ergeben sich wieder durch Cremona’sche 
Transformationen aus irgend einer derselben. Es bleibt nur zu zeigen, 
dass die unter einem Index, etwa ) in d,) und d,) stehenden 


28 Schaaren von Beriihrungscurven in der That zu einem System ge- 
héren, und zwar bez. zu demjenigen, welches aus goo, rational hervor- 


geht. Nun gehért aber zur {) in d,) die Curve, deren Bild 


Co (a, "aq? . . . Gy”) = C;?(a,? ag. . - Gz), 
diese aber besteht aus dem a, entsprechenden Kegelschnitt  ,, ver- 
bunden mit einem doppelt gezihlten Kegelschnitt (IT, TT,); ebenso 


gehért zur ®@) von d,) die Curve, deren Bild 


C,(a,4a,4a,4a,? . . . ag”) = C,?(a,2a,"@,?a, ... as), 

die also wieder aus dem a, entsprechenden Kegelschnitt ,,, und einem 
doppelten Kegelschnitt (IT, T1,) besteht, Beide Arten gehéren also zu 
dem durch @p 9, definirten einen System. 

Man findet somit hier 28 . 120 Schaaren, zu je 28 einem der 120 
Q 3-fach beriihrenden Kegelschnitte m zugeordnet. 

Die 28 Schaaren selbst, die zu einem und demselben Index (fA) 
gehéren, wo (8) eine der 120 Formen 


(i, k,l drei verschiedene Zahlen aus 
der Reihe 0,1,...8, 9) 


hat, lassen sich einzeln den 28 Paaren von Indices derselben Form 
zuordnen, in welche sich der Gruppenindex [0A] zerlegen lisst. 

Denn zur Schaar a,), vom Index (012), gehéren die beiden Curven, 
dargestellt durch 


(kl), 


2 2 
a,” « O(a,’ as. . - as) 
und 
ae 
a,” . C;(a,"as ... Gs), 
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nimlich die beiden Curven 
Pion Por2 WA Pio - Pore» 
und man hat 
(0) + (012) = [12] = (091) + (092). 

Oder auch so: in derselben Schaar ist auch die Curve enthalten, 
deren Bild ist: 

’ Gy, Ay, Cy(a,G,a3 ~~. as), 
nimlich 

Poor * Pose * Po» 

entsprechend der Zerlegung 


(012) = (0) + (091) + (092). 


IV. Q berithrende Schaaren O® mit je 2 Doppelpunkten. 


Von solchen oof-Schaaren, mit je 2 scheinbaren Doppelpunkten, 
also vom Geschlecht 2, existiren nach unserer Abbildung: 


a,) Oo) ; Bilder in Y: C,(a,?a,...a,), bez. C,,(a,4a,°.. . ag), 


. — 3 : 
Qa) » 35 ” »n 2? C,(a,?a,a,° ... a5), 
bez. C,,(a,4a,5a,° ... a,°). 
A. ‘ 2 2 
by) Oitsa » ow pt OG; (ay? «.- ay? as ++ as); 


bes. C,,(a,* ... a,*a,* ... @,°), 

by) oy 3 ” » nt OC, (a)? ... a? a> a,* a; ag), 
bez. C,,(a,4 ... a,4 a, a, a,° a,°), 

bg) ” } ” » oF C,(a,? a,” a;* a,‘ a,* A Si a,*), 
bez. C,(a,‘ a," a,? a,? a,° . . . a,°). 

€;) O9).33 ” » 9»: Cy(a,2a,a,a,? ... a,”), 

bez. C,,(a,> a,°a,*° ... as), 

Cy) ” ; ” » oe C,(a,3 a,5 a;3 a," a,” i a;”), 
bez. C,9(a,3 a,° a,° a,? a,' . . a4). 


d) % ; » 9 wt G,(a,4a,?... ag”), bez. C,,(a,? a,*... ag’), 


mit den mdéglichen Vertauschungen der Zahlen 1,2,... 8. 
Dies sind 8 . 135 verschiedene, aber gleichwerthige, Schaaren; und 
zwar je zu 8 in einem der 135 Systeme mit den Indices (a) oder 
(i), (oiktm), 
zu denen auch die Schaaren II. gehéren, enthalten, wie sich wieder 
analog wie in II. und III. zeigt. 
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Die 8 Schaaren selbst, welche zu einem der Indices (@) gehéren, 
lassen sich auf etwas complizirtere Weise je einem System von 7 In- 
dicespaaren zuordnen. Innerhalb a,) hat man niimlich eine co'-Schaar, 
deren Bild 

C3 (a, --- as). C,(a), 


d. h. eine gy, verbunden mit einer Q beriihrenden, [01] zugeordneten, 
oo!-Schaar von @); und in dieser Schaar 7 Curven, deren Bilder 
sind 

A, . Cy (ay, M)5 ++. Gy - Cy (a4, as), 


also die 7 Curvenpaare: 


Poor + Poros +++ Poos + Pos» 


Unsere Schaar a,) ist daher den 7 (von den 28 miglichen) Zerlegungen 
von [OL] in 2 Indices der Art I.: 


[01] = (092) 4+ (912) — - - - = (098) + (918) 


zugeordnet. Die 14 so erhaltenen Indices (ikl) haben die Kigenschaft, 
dass irgend zwei derselben, genommen aus zwei verschiedenen der 7 
Paare, und verbunden mit dem Index (0), oder mit dem Index (1), 
immer wieder einen Index derselben Art I. geben, der zudem noch in 
einer der tibrigen Zerlegungen von [01] vorkommt*). So ist 

(092) + (093) = (0) + (023) = (1) + (123) 
und 

[O1} == (023) + (123). 

Dabei hat die Gleichung 


(092) + (093) + (123) = (1) 


auch noch die Bedeutung, dass 


Poor - Poos - Pir 
eine Curve aus der Schaar ©,‘ von a,) ist; denn deren Bild 
Gy . dy . C, (a? a,? ay? a, . . . Ag) 
ist unter den C,(a,?a,...a,) von a,) enthalten. 
Den hier erhaltenen 8 zu einem System (a) gehdrigen Schaaren 


*) Diese Anordnung der 28 Zerlegungen von [01] in 8 Gruppen von je 7 (von 
denen je 2 Gruppen eine Zerlegung gemein haben), mittels Auszeichnung von (0) 
und (1), ist identisch mit der Anordnung der 28 ungeraden Charakteristiken fiir 
p=3 in 8 Aronhold’sche Gruppen von je 7 unter Auszeichnung einer geraden 
Charakteristik, Vgl. Math, Ann. XVI: ,,Zur Theorie der Thetafunctionen etc.“; 
§ 11, 1. b). 


Mathematische Annalen, XXXIII, 35 
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gegeniiber ordnen sich die 64 in II. erhaltenen zum selben System («) 
gehérigen Schaaren nicht nochmal niher zusammen: insbesondere sind 
diese in jenen in keiner Weise als Unterschaaren enthalten. 


V. Q beriihrende Schaaren ® mit je einem Doppelpunkte. 


Von solchen Schaaren von Curven ©‘) mit je einem scheinbaren 
Doppelpunkte, aber vom Geschlechte 3, gibt es nach der Abbildung 
folgende 5-fach unendliche: 


1) ,{ ; Bilder in Y: C,(a,a,? ... a”), bez. C,.(a,>a,'... a4). 


2) (3). ‘ Sn 83 2 oe 4 
2) Oo; yay 19 § CO, (@,3,8 ,?...,”), bez. C,, (@,3a,5a,'...a54). 


(8) . ; a %e%e8 2S 4a.4a.4a.3_ 4.3 
3) Os an 9 § Cg (ay? 7a? ,°...,°), bez. Co (a, *a2*a54a,°...0,°). 


4 . . 273 s 
4) O99; 4, 2» 1» * Cy(a,4a,7a,°...a,%), bez. C,(a,2a,'a,°...a,°), 


mit den Vertauschungen der Zahlen 1, 2,...8. 

Diese 120 Schaaren sind den 120 Beriihrungskegelschnitten pg von 
I, mit bez. denselben Indices B, einzeln zugeordnet; denn in jeder sol- 
chen oo®-Schaar ist als Unterschaar der betreffende Kegelschnitt @, ver- 
bunden mit der co*-Schaar der doppelt gerechneten Kegelschnitte durch 
TT und TI,, enthalten. So in 1) die Curve, deren Bild ist 

a, . O(a,7a, .. . as”), 
welch’ letztere Curve einen Kegelschnitt durch TT, TT, als in beiden 
Blittern verlaufend vorstellt. 

Kine solche zum System (8) gehérige co’-Schaar von Beriihrungs- 
curven _ beriihrt Q schon in allen co® Gruppen von je 9 Punkten, 
die im System (8) tiberhaupt enthalten sind. In der That ergiinzt sich 
jene Schaar mit Q selbst zur ganzen oo®-Schaar jenes Systems, indem 
in dem Biischel, welcher durch irgend eine Curve dieser o0%-Schaar und 
durch Q erzeugt wird, immer eine in zwei getrennte tibereinanderlaufende 
Curven zerfallende Curve, mit je einem scheinbaren Doppelpunkte, sich 
befindet. Sei niimlich yg die Curve 6' Ordnung (TT*, TT,*), so wird 


98° Ue = V?—Q-N’, 
wo ¥ eine durch die 12 Beriihrungspunkte von gg und #, gehende 
Curve 4'' Ordnung (TT?, TT,?) ist, N’ ein Kegelschnitt (11, TT,) wird, der 
gs in 1, % in 3 Punkten beriihrt, durch die Y geht. In dem Kegel- 
schnittbiischel, der aus N’ und gz entsteht, ist nun, da diese beiden 
Curven sich doppelt beriihren, eine doppelte Gerade N? enthalten: 


N’ + Ags =N2, 
so dass 


P5(%p — AQ) = ¥2 — N2.Q, 
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Die Curve ~z — 42 =—0 erhilt dann einen Doppelpunkt y in dem 
Punkt N= 0, ¥ =0 der nicht auf g, liegt, wihrend der weitere Schnitt- 
punkt der durch TT gehenden Geraden N mit ¥(IT?, T1,?) zugleich o¢ 
und # — AQ = 0 angehirt. Vermige dieser ys — AQ = 0 also wird 
VQ rational, und diese Curve ist die oben unter V. gefundene, welche 
zu einer oo°-Schaar fiihrt. In einer solchen oo®-Schaar ist die oben 
unter III. gefundene, zum selben Index (8) gehdrige oo*-Schaar nicht 
enthalten; die 3 Doppelpunkte einer Curve der letzteren Schaar haben 
nicht die eben fiir y angegebene Lage. 


VI. Q beriihrende Schaaren ®, 

Die Kegelschnitte g, welche Q in je 3 Punkten beriihren, kann 
man paarweise zusammennehmen und erhiilt hieraus neue Beriihrungs- 
systeme, welchen Gruppenindices [y] zugeordnet werden. Es gibt 255 
solcher von den Formen: 

[od], [ek], [ockl], [tklm], 
wo i, k,l, m verschiedene Zahlen aus der Reihe 1,2, ... 8,9 sind; 
vermodge des ausgezeichneten Index [o] zerfallen dieselben in zwei Arten 
von 120 bez. 135 Indices: 
[tk], [ockl} 
bez. 
[ot], [¢klm). 

Kin einem solchen Index [y] zugeordnetes System von Curven ®), 
d. h. von Curven 4'* Ordnung (IT°TT,*), die Q in je 6 Punkten be- 
riihren, hat die Mannigfaltigkeit oo*; und in jeder solchen Schaar gibt 
es, den 28 Zerlegungen von y in zwei Indices der Art [otk] oder [ik1] 
entsprechend, 28 Curven, die in ein Kegelschnittpaar zerfallen. Die 


120 Schaaren nun, welche den 120 Gruppenindices erster Art zuge- 
ordnet sind, bilden sich so ab: 


); Bild. in Y: C,(a,...@g), bez. Cy(a,*a,*... a4). 
O9).5 por 0 3 Oy (a,?a,?a,... as), bez, Cy(a,?a,?a,° ., . ay). 
O°). no 09 2 C,(@, 4,030," ... ag”), bez. C,(a,3a,%a,%a,? ... a”). 
Oo); » 9» 2 Ce(@,3aoQq? ... ag”), bez. C,(a,a,*a,? . . . a,). 
Diese Schaaren haben also alle die Eigenschaft, /Q rational zu machen 
und zwar hat man eine Beziehung: 
(2 == YW? _ 
oe Poy ¥ Q, 
wo ¥ eine Curve 3' Ordnung (IT*, TT,). 
85* 
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In den 135 co?-Schaaren, die den 135 Indices [oi], [tklm] zuge- 
ordnet sind, erhiilt man Unterschaaren von der Mannigfaltigkeit oo', 
mit Curven mit je einem scheinbaren Doppelpunkte (p =), und mit 
der Abbildung 


a,) @); Bild. in Y¥:C,(a,), bez. C,,(a,3a,*... ag"). 


o1 > 
a) » » 2 C;(a,a,"... ay), bez. C,(a,%a,‘a;? ... as”), 
b,) OO5 2 9 92 Ch (a... a), bez. Cio(a,>... a,5a,*... ay). 
b,) ” » on 9 Of, +. y05?a,7a,”), bez. C,(a,°..a,%a,7a,2a,7a,"), 
bs) 59) Sosa np & Cg, 4°02,” .. a”), bez. Cy(a,5a,5a,0,0,?..0”). 


Cy) Oss no 2»? Cy(@,?ay--- ag), bez. Cy(a,?a,*a,*a,° . . as"), 
C)  » » » 2? O,(a,7a,%a,%a,a,..ag), bez. C7(a,7a,a5"a,a,°...a5"), 
d) OF;  » »:C,(aa,...a,), bez. C.(a,a,5... a,*). 

Dies liefert innerhalb jeder der 135 o0?-Schaaren 8 verschiedene 
oo!-Schaaren von >”, welche, wenn [y] dér beziigliche Gruppenindex, 
dem 8 zu (a) = (oy) gehérigen co!-Schaaren von Beriihrungscurven 
©: aus IV. eindeutig zugeordnet sind, insofern in einer solehen Schaar 
®, als Theil jene oo), verbunden mit einem uneigentlichen Kegel- 
schnitte m,, enthalten ist. Die algebraische Beziehung wird von der 
Form 
(11) 2) . 0) — Y? — N2Q, 
wo ¥ eine Curve 5" Ordnung (IT°TT,?), N ein Kegelschnitt (TTTT,) ist. 
Dass und welche 7 Kegelschnittpaare in einer solchen oo'-Schaar oe 
enthalten sind, ist unter 1V. nachgewiesen. 

Man kann noch bemerken, dass, wenn man die Bildcurven a,) . . . d) 
durch den Punkt b,, beziigl. durch b, legt, sich 2.8. 135 einzelne 
rationale Ccurven 3'* Ordnung (mit je einem scheinbaren Doppel- 
punkte) ergeben, welche durch TI, TT, einfach gehen und Q in je 6 
Punkten beriihren. 


§ 4. 
Allgemeine Bemerkungen. 


Es ist leicht, aus der Abbildung die Discussion der Beriihrungs- 
curven an 2 zu héheren Ordnungen hier fortzufiihren oder aus dem 
schon Mitgeteilten eine Reihe von Siitzen iiber die Lagenverhiiltnisse 
der Schnittpunkte der in den einzelnen Schaaren enthaltenen Curven p 
abzuleiten. Ich will indess nur noch anfiihren, was im Vorigen durch 
die speziell gewiahlte Curve Q bedingt ist und was dagegen bei ratio- 
naler Transformation von Q erhalten bleibt. 

Zuniichst ist fiir die Curve Q charakteristisch, dass sie ausser 120 
einzelnen Beriihrungscurven @ noch eine co'-Schaar g, solcher enthiilt. 
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Man hat in Folge dessen unter den 136 Schaaren von Beriihrungscurven 
), die im Allgemeinen bei einer Curve vom Geschlecht 4 existiren, 
ohne auf eine Beriihrungscurve g zu fiihren, hier eine ausgezeichnete. 
Die zugehérigen 136 Indices zerfallen in einen, und in 135 unter sich 
gleichberechtigte. Die Beriihrungsschaaren ®@), von denen im Allge- 
meinen 255 gleichberechtigte existiren, zerfallen in Folge dessen in 120 
und 135. 

Der Curve 2 der Doppelebene = entspricht in unserer Abbildung 
eindeutig die Curve A(y) = 0, wo A(y) Jacobi’sche Curve von irgend 
drei Curven 6'* Ordnung, welche a, ...a, zu Doppelpunkten haben. 
Auch diese Curve 9' Orduung (a,°...a,°) hat daher die fiir Q ge- 
nannte charakteristische Higenschaft; und diese Kigenschaft theilen mit 
A alle Curven C,(a,*.. . ag), zu denen die Curven C;,?(a, .. . ag) eine 
co'-Schaar von in je 3 Punkten beriihrenden Curven g, vorstellen; 
ebenso alle, Curven Q rational eindeutig entsprechende Curven. 

Da die Curven ©”) yon Q, die sich als Ausdriicke 3’ Dimension 
in den » darstellen, in Bezug auf jede Q eindeutig entsprechende Curve 
Q’ in ebensolche zu Q’ gehérige Curven ©’ iibergehen, so gehen auch 
die im § 3 behandelten ausgezeichneten Unterschaaren von zu Q ge- 
horigen Beriihrungssystemen ®) in zu Q’ gehorige ausgezeichnete Unter- 
schaaren von Beriihrungscurven ®'®) iiber. Aber die in § 3 in Bezug 
auf 2 gegebene Definition der Art dieser Auszeichnung hixt bei der 
Transformation zu gelten auf; sowohl die Eigenschaft, dass die ge- 
nannten Untersysteme /Q rational machen, als die, dass jede Curve 
eine Anzahl (scheinbarer) Doppelpunkte erhiilt. Vielmehr besteht das 
Invariante dieser Unterschaaren nur in der, in § 3 behandelten, Zu- 
sammensetzung derselben aus den beriihrenden g-Curven. 

So seien die 8 . 135 Schaaren von IV. und VI. betrachtet, etwa die 
Schaar ©!” von VI., welche die Mannigfaltigkeit oo! hat, wobei die 
Beziehung (11) jener Nummer besteht. In dem ¥ dieser Beziehung 


tritt der eine Parameter der Schaar ®Y’ linear auf; d. h. vermége Q = 0 
herrscht zwischen drei Ausdriicken 


(2)’ /g?)” a?” 

Vo, Vo?, Vo?" 

wo O° —0, o?) —0, oO” — 0 irgend drei Curven der Schaar }” 
sind, eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten. Ins- 


besondere kann man fir diese drei !) drei der 7, nach IV. in oY) 
enthaltenen g-Paare wihlen. So erhiilt man also lineare homogene Re- 
lationen zwischen irgend drei der 7 zu [01] gehérigen Paare 


V Poor + Prior» +++» VPo0s + Pi98i 
und analog fir 8.135 Schaaren, im Ganzen 35.8. 135 solcher Re- 
lationen. Dieses sind im obigen Sinne invariante Relationen. 











Ueber die rationalen Flachen vierter Ordnung. 
Von 


M. Norruer in Erlangen. 


Von den Fliachen vierter Ordnung, deren Coordinaten als rationale 
Functionen zweier Parameter dargestellt werden kénnen, sind bis jetzt, 
ausser solchen mit vielfachen Curven, nur die Fliche mit einem drei- 
fachen Knotenpunkt und die Fliche mit einem Selbstberiihrungspunkt 

PY = aay? + ,2,fy(%, Ly U3) + fy (@,, 2, Zs) = 0 
bekannt*). Die Abbildung der letateren auf die Ebene geschieht durch 
co? Curven 6' Ordnung: 

O,(a,*, G,*, .. . Gy", B,, .- - &), 
wobei die Punkte a,,..a;, b,,...6, auf einer Curve 3'* Ordnung 
liegen. 

Aber ich habe gefunden, dass noch zwei, und nur zwei, weitere 
Arten von rationalen Flichen 4 Ordnung mit einem singuliiren Punkte 
existiren, Die eine, F’,°) wird auf die Ebene abgebildet mittels oo° 
Curven 7 Ordnung 





C,(a*, b,?, b,?.. . by), 
wo a,b,,b,...b, in. besonderer Lage auf einer C, sind; die zweite, 
F,®, wird abgebildet mittels oo? Curven 9'** Ordnung 


C,(a,°, a,*, . . - @,*, 6,7, b), 
wo wiederum @,, @,...ds, 6,, b auf einer C, sind**). Der Nachweis 


*) S. meine Note in den Géttinger Nachrichten vom 7. Juni 1871. Ein spe- 
zieller Fall der Fliche F,(1) war von Herrn Cremona ebendaselbst, 3. Mai 1871 
mitgetheilt worden. Eine ausfiihrliche Behandlung der allgemeinen F(!) hat Herr 
Cremona unter dem Titel: ,,Sopra una certa superficie di quart’ ordine* in den 
»Collectanea mathem. in commemor, di Dom. Chelini“, Hoepli, Milano 1881, ge- 
geben. 

**) Dieses System der C, findet sich in Herrn Jung's Aufsatz: ,,Ricerche sui 
sistemi lineari di curve algebr. etc.“, Annali di Mat. Ser. II, t, 15, 1887. Eine 
Anfrage der Herren Jung und Segre, ob die zugehérige F, schon discutirt sei 
— Herr Segre hatte die C, schon auf die Eigenschaft hin, ob sie eine F, in der 
That eindeutig bestimmen, untersucht —, bot die Veranlassung zur Ausarbeitung 
und Veréffentlichung des vorliegenden Aufsatzes, 
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des Gesagten und die Discussion der genannten Fliichenarten bildet den 
Inhalt des folgenden Aufsatzes. 


§ 1. 
Reduction des Problems. 


Kine Fliche 4‘ Ordnung ohne vielfachen Punkt kann nicht ra- 
tional-eindeutig auf die Ebene abbildbar sein, da sie nicht das Flichen- 
geschlecht 0 hat. Man hat daher nur die J’, mit einem Doppelpunkt 
P zu betrachten. 

Projicirt man die F, von P aus auf eine Ebene =, so wird 
diese doppelt iiberdeckt, und die beiden Blitter hingen lings einer 
Uebergangscurve 6'*" Ordnung, 2, zusammen. Im Falle P ein Selbst- 
beritihrungspunkt von J’, ist, d. b. im Falle jeder ebene Schnitt durch 
P die Fliche in einer Curve 4'** Ordnung mit zwei bei P benachbarten 
Doppelpunkten trifft, hat man die Fliche J’, der Einleitung vor sich, 
und die Curve Q besteht dann aus einer doppelt geziihlten Geraden, 
lings der die Blatter getrennt verlaufen, und aus einer eigentlichen 
Uebergangscurve der 4'" Ordnung: die Doppelgerade, in der = durch 
eine durch P gehende Ebene geschnitten wird, erhilt 4 Verzweigungs- 
punkte, entsprechend dem Geschlechte p= 1 des ebenen Schnittes 
durch P. 

In jedem andern Falle hat man in den Schnitten durch P Curven 
4c Ordnung mit nur einem Doppelpunkte vor sich, vom Geschlechte 2, 
und dem entsprechend eine eigentliche Uebergangscurve Q von der 
6'= Ordnung, damit die Geraden der Doppelebene = 6 Verzweigungs- 
punkte erhalten. Bei der Abbildung von F’ in die einfache Ebene ent- 
spricht den ebenen Schnitten von F, durch P, oder den Geraden von 
=, eine lineare oo?-Schaar von Curven vom Geschlechte 2, die sich in 
je 2 beweglichen Punkten schneiden. Man hat daher die Aufgabe, alle 
solche Schaaren zu construiren. 

Wenn die oo?-Schaar aus Curven n't Ordnung besteht, welche eine 
Reihe von ¢,-, %,-,... fachen Fundamentalpunkten besitzen, so hat man 
die Gleichungen 


n?— 2a >) i?, = (w—1) (n—2) —2= + > ig(i, we 1), 
@ @ 
woraus auch 


Sd ielig + 1) = $43) 1. 
@ 


Die dritte Gleichung zeigt zuniichsit, dass unter den linearen Be- 
dingungsgleichungen, welche die Fundamentalpunkte fiir die Parameter 
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der Schaar liefern, eine eine Folge der iibrigen sein muss. Die beiden 
ersten Gleichungen ergeben, indem man wortlich die Schlussweise ver- 
folgt, welche ich in meiner Note ,,Zur Theorie der eindeutigen Ebenen- 
transformationen“ (diese Annalen Bd. V) aufgestellt habe*), dass sich 
alle unsere Schaaren, auch die singulirsten, durch eine Reihenfolge 
quadratischer eindeutiger Ebenentransformationen auf die folgenden zwei 
Schaaren reduciren lassen: 
I. Curven C,(a?b,b,... Dio), 
wobei eine C,(ab, ... 0,9) existirt; 
II. Curven C,(a,2a,”...a,?b,b,), 
wobei wieder a,,a,... ag, 0,, b, auf einer C, liegen. 

Die I'* co?-Schaar fiihrt (s. Clebsch, Math. Ann. III.) auf eine 
Doppelebene = mit Uebergangscurve Q von der 6'*" Ordnung, die einen 
4-fachen Punkt hat. Die Il'e oo?-Schaar fiihrt, nach meinem vor- 
stehenden Aufsatz ,,Ueber eine Classe von auf die einfache Ebene ab- 
bildbaren Doppelebenen“, auf eine Doppelebene = mit Uebergangscurve 
Q von der 6" Ordnung, welche zwei unendlich benachbarte 3-fache 
Punkte besitzt. — 


§ 2. 
Bestimmung der rationalen Flichen Ff. 
Sei nun 
Fi, = 2,7 fy(®,, Xp, Ls) + 2a fg (@,, Lay 3) + fy (Ly Loy Xs), 
und hierbei 
fp = an,’ + 2, A, + A,, 
fs = Ba, + 2? B, + 2, B, + B,, 
fy = 7% + 2,9 C, + 2? C, + 20; + C,, 


wo die A;, B;, C; ganze homogene Functionen i‘ Dimension in 2, 2,. 


Also 
2= fy — hh 
I. Im Falle I. des § 1 hat man, damit in Q alle Glieder 0'" bis 3'" 
Dimension in x,, 2, verschwinden, die vier Identitiiten zu erfiillen: 
6? — ay = 0 
26B, — aC, — yA, =0 
BY? + 2B B, — aC, — A,C, -- yA, = 0 
26B, + 2B,B, — «aC, — A,C, — A,C, =0. 


*) Ich theile die einfache Rechnung hier nicht mit, weil sich dieselbe bereits 
bei Martinetti, ,,Sopra alc, sistemi lin. di curve piane algebr. di genere due“, 
Rendic, d. Cire, Matem. di Palermo, I, pag. 205 ausgefiihrt findet, Nur ist dessen 
System 1° von [%,] auf pag. 216 nichts weiter als ein specieller Fall von dessen 
System 2° von [,]. 
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Wenn nun 1) @ nicht =0, etwa =1, so kann man, indem man 
a, + Aa, statt x, einfiihrt, jedenfalls y zu 0 machen; also sei dann 
y=0,8B=0. Dies gibt 
C,=0, C,=B?, C= B, (2B, — A,B), 
und 
PF, = «3 (a, + By? + 2, (a, + By) (A? — 4,2, + 2B,) 
+ (#,°A, + 2x, B, + C,); 
d.h. F, erhilt in 2, = «2, = x, = 0 einen Selbstbertihrungspunkt und 
gehort also zur Klasse 7’;") der Hinleitung. 
Wenn 2) a =0, B =0, y =O, so wird 
Be —A,C,=—0, 2B,B, — A,C, —A,C, = 0. 
Also entweder 
A,=0, B,=0, C,=0, 
dann erhilt aber J’, eine Doppelgerade 2, =x, ==0, was ausge- 
schlossen ist. 
Oder 
B, =0, A, = 0, C, nicht = 0, 4, =0, 
was einen 3-fachen Punkt von F, in 2, = 2, =a, =O gibt; oder 
B, =0, C, =0, A, nicht = 0, C, = 0, 
was aber einen 3-fachen Punkt von F, in 2, = 2, = a2, = 0 liefert; 
oder 
B, nicht = 0, A, = B, =C,, A, + C, = 2B,, 
Bry = Ay ty(@, + 5)? + (@y + 2&5) (Apa, + C25) 
+ (22, B, + 2,0, + C,), 
was wiederum einen 3-fachen Punkt von F, in 2, = 2, = % + % = 0 
liefert, also hier evenialls ausgeschlossen werden soll. 
Wenn 3) a=0, B =0, y nicht —0, so sei y = 1 und es wird 
A, =0, A, = B,’, 
wobei B, und A, nicht zu 0 werden kénnen, weil sonst J’, wieder in 
“, = 2, = x, = 0 einen 3-fachen Punkt hiitte; dann 
2B, = B,C, 
und somit kommt man auf die Flichenklasse: 
FO = (a, B, + 2’! + (@,B, + 2,") #5, 
pe. + (2a, B, + 2?C, + 20; + Cy), 
fiir die 


Q(x) = 2B, [B, (+ C — C,) + 2B,] + 2B, (CB, — B,C) 
+ (B; — B?C,) = 0 


eine Curve 6'* Orduung mit 4-fachem Punkte 2, = 2, =O, dessen 
einer Zweig, in der Richtung B, = 0, daselbst einen Wendepunkt hat. 
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II. Im Falle II. des § 1 hat man, damit Q die Form 
Q(x) = w,9a,° + 15? 2,7Q, + 72,0, + Ve 


annimmt, die Identititen zu erfiillen: 
B? —ay=—0 
268B, — «aC, — yA, =0 
B,? + 26B, — «C, — A,C, — yA, = 0 
26 B, + 2B,B, — aC, — A,C, — A, C, = 2,3 
B, + 2B, B, — aC, — A, C, — A, C, = 2,°Q, 
2B, B, — A,C, — A,C, = 4, Q,. 
Wenn hier 1) «=O, y nicht —0, etwa = 1, so wird 
B=0, A, =0, A, = B’ 
und von 0 verschieden; die weiteren Gleichungen ergeben dann, dass 
B,, B,, und B, die Grosse x, zum Factor haben miissen, was nur den 
schon erledigten Fall des Selbstberiihrungspunktes von F’, in 
liefert. we 
Wenn 2) «=0, y =0, so wird 
B=0, Be — AC, =0. 
Sei nun 2a) B, nicht = 0; so kann man setzen 
A, = B, =, 
wonach die 4'¢ Gleichung wird 
B, (2B, — A, — C,) = 2,°, 
d. h. etwa 
B,=2z, 2B,—A,—C,=—2,’. 
Die 5' Gleichung liefert dann fiir C, und C, die Formen 
C,=A,+2,L,, CG, =2B,+2,L,, 
wonach die 6'° Gleichung schon erfiillt ist, Dies gibt 


Fy = (@y +5)? (@3%, + Ay) + (Wy +23) (5%, L, +2 Bs) +(x, 2, L,+ C,). 
d. h. den ausgeschlossenen Fall eines dreifachen Punktes in 
t=, =—4,+2,=—0. 
Ist aber 2b) B,—0, so kann wegen der 4'" Gleichung nicht 
zugleich A, = 0, C, =O sein. Sei dann zuniichst 


so wird 
Ay=%, C,=— x’, 


B, und C, erhalten ebenfalls z, zum Factor und F, erhielte wieder 
einen Selbstberiihrungspunkt in 2, = 7, = 2, =0(. Es muss also sein 


A,=0, C, nicht —0; 
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wonach nach der vierten Gleichung — A,C, — 2, gesetzt werden 
kann: 
A,=2,", C= — 2%; 
und nach der 5" Gleichung B,? — 2,?C, = x,?Q,: 
B, = 2,D,. 
Die 6'* Gleichung ist hierdurch ebenfalls erfiillt, und es wird: 
FO S aPu? + 2x, (e,2,D, + Bs) 
. + (— a5°a, + 27°C, + 2,0, + C,). 

Dafiir wird 

Q(x) SS ay'x,° + x5? x,?(D,? — C,) + x", (2D, B, — x,C;) 

+ (By — 2,?C,). 

Wenn endlich 3) @ nicht =0, etwa —1, so kann man setzen 

(wie in I.): 
y=0, B=0, C=0, C,=—B,. 
Die iibrigen drei Gleichungen lassen dann A, und A, ganz willkiirlich, 
liefern aber Bestimmungen fiir C,;, C, und B, oder B,. Sie bewirken 
jedenfalls, dass F’, nach x, geordnet, von der Form wird: 
as? (x, + B,)? + 4,M,+ M,, 

d. h. im Punkte 2, = 2, = 2, = 0 einen weiteren Doppelpunkt Q er- 
halt, und zwar mit dem Tangentenkegel (x, + B,)? =0, d. h. einen 
uniplanaren Knotenpunkt Q, wiihrend der zuerst betrachtete Projections- 
punkt P von F, ein gewdhnlicher Knotenpunkt ohne alle Singularitit 
bleibt. Die Betrachtung dieses Falles kann aber ausgeschlossen werden ; 
denn man kann hier, statt von P, die Projection von F, auf eine 
Doppelebene von @ aus machen und muss dann, da P nicht singuliir 
ist, auf einen andern, als diesen Fall II., 3), d.h. auf einen der im 
Vorhergehenden schon behandelten Fille fiir Q@ kommen. 

Somit bleiben nur die Flichen FP’, F',%, F,° iibrig*). 


*) Ein anderer Weg zur Auffindung der F,® und J”) ist folgender: Man 
transformirt eine F',, mit einem uniplaren Punkt P, mittels einer gewdhnlichen ein- 
deutigen quadratischen Raumtransformation, deren isolirter Fundamentalpunkt in 
P gelegt ist, in eine Fliche 6" Ordnung I’, , welche von der P entsprechenden 
Fundamentalebene lings einer Geraden p beriihrt werden wird; und bestimmt 
dann die Singularitit von P so, dass F,) in einem Punkte von p noch einen 
Selbstberiihrungspunkt erhiilt. Dieser Weg liefert unmittelbar die beiden Fliichen- 
arten, zeigt aber nicht, dass dieselben, mit F,"), dem in der Einleitung ge- 
nannten Probleme allein geniigen; dagegen zeigt er, dass die Singularitit der 
Flichen F,®) und F,® als aus zwei benachbarten einfacheren Singularititen — 
einem gewodhnlichen Doppelpunkt und einem Selbstberiihrungspunkt — zusammen- 
gesetzt aufgefasst werden kann. 
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§ 3. 
Die Fliche P,™. 


Herr Cremona fihrt in seinem in der Kinleitung citirten Auf- 
satze die Behandlung der Fliiche 
(1) PO = L2U? + LyX fy (@, Loy Ly) + fy(%), Ly, XH) =O 
auf die Ueberfiihrung dieser Gleichung in die Form zuriick: 
(2) FP, = 8,8, — 8,8,, 
wo die S = 0 vier Flichen 2" Grades vorstellen, welche im Punkte P 
oder 7, = 2%, = 2, = alle die Ebene x, = 0 beriihren. Denn der 
Schnitt von F’, mit dem Fliichenbiischel 

S; -+- AS, = 0 

besteht dann aus einer linearen Schaar rationaler Curven, was also 
nach einem von mir gegebenen Theorem zur Abbildung fiihrt. Aber 
da in Bezug auf die Ueberfiihrung von (1) in die Form (2) jener Auf- 
satz im Wesentlichen nur eine Abziihlung gibt, so will ich dieselbe 
durch Angabe der Art und Zahl der Lésungen der Aufgabe hier er- 
giinzen. 

Sei gesetzt 

S; = k,x,x, + K;i(a,, 2, 25), (j= 1,... 4) 
wo die k; Constanten, die K,; homogene Ausdriicke 2'* Grades in 
X,, %_, £, sind, so wird (2) zu 
PY = (kk, — ky ky)aPa,? + 2,0, (k, K, + kK, — k, K, — k, Ky) 
+ (K,K,— K,K,), 
und die Aufgabe ist, die k;, K; den 3 Gleichungen gemiiss 
1=k,k, — k,k, 
(3) fp =k, K, +h, K, — k,K, — k, K, 
f, = K, K, — K,K, 


zu bestimmen. Dies liefert 22 Gleichungen fiir die 28 Constanten der 
k;, K;, so dass man co® Liésungssysteme zu erwarten hat. 

Geometrisch ist die Lésung klar. Projicirt man J’,") vom Knoten- 
punkt P aus auf eine Ebene =, so erhilt man aus einem Biischel von 
Raumeurven 4' Ordnung, das durch S, + 4S, =0, 8, +48, =0 
auf F’,) gegeben ist, in = ein co'-System von Beriihrungskegelschnitten 
der die beiden Blatter von = verbindenden Uebergangscurve 4'* Ord- 
nung 2 ==/f,? — 4f, = 0; und umgekehrt: aus jedem der 63 Systeme 
von Beriihrungskegelschnitten an 2 2 Biischel von Raumcurven 4** 
Ordnung von f’,"), ausgeschnitten durch Biischel von Flichen 2'* 
Ordnung 
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S,+4S8,=0, 8,+48,=0 
oder durch 
S,+4S,=0, S8,+"5,=0. 
Im Wesentlichen hat man also 63 verschiedene Lisungsarten von 
(3); und aus eimer Lésung erhiilt man immer co’, indem man statt 
K,,...-K, solche lineare Functionen dieser Gréssen setzt, welche 
K, K, — K,K, in sich iiberfiihren, wodurch auch die /; sich linear 
transformiren. 
Analytisch stellt sich dies so: 
Durch eine Liésung von (3) wird 
Qf? —Afy=(k, Kk, K, — kK, —k, K,)?—A(kyk,—h, ky) K, K,—K, Ky) 
(k, K,—k,K, —k, K,+k,K,)’—4(k, K,—k, K, (kK ,—k, K,), 
so dass damit ein System von Beriihrungskegelschnitten (mit Para- 
meter A) 


(k, K, —k, K,)+-4(k, K, —k, K, —k, Ky+-k, K,)+ 4? (ki, Ky —k, Ky) =0 
an Q bestimmt ist. Sei nun umgekehrt irgend ein Beriihrungskegel- 
schnitt A von 2 bekannt, so erhilt dadurch Q die Form 


(4) Q= B— AC, (A, B, C Functionen 2" Grads in 2,, 2, 2,), 


und daraus leitet man fiir (5) eine Lésung her: 


K,=5(h—B), h=1, 
K,=— +4, ky = 0, 
K;, — - C, k, = 0 ? 


Ky=-(h+B), =i, 


und eine zweite Lésung durch Vertauschung von B mit — B. 

Die iibrigen Lésungen, welche zum selben der 63 Systeme von 
Beriihrungskegelschnitten, wie A, gehdren, ergeben sich dann aus der 
einen mittels der linearen Transformationen 

Ki =«K,+6K,, K;y=7K,+0K,, 

K, = «K,+6K,, K/=—7K,+4K,, 
wo die a, B, y, 0 willkiirlichen Parameter, fiir welche nur 

ad — py =1, 
damit 
K,'Kj — KK; = K,K,— E,K, 

wird. Damit auch 
ky Ky + kj Ky — k, K,' — kj Ky = i, K, + hk, K, — k, K, — ky K,, 


hat man dann zu setzen: 
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ky’ =ahk,+pk,, ky =yk,+0h,, 
k, = ak, + Bk,, kj = yk, + 0k,, 


kk, — kk, = k,k, — kk, . 
Verbindet man mit diesen co* Transformationen die co’, welche durch 
Vertauschung von K, mit K, entstehen, so erhilt man aus einer 
Lésung oo® solcher. Dies ist dann fiir jede der 63 verschiedenen Mig- 
lichkeiten, Q in die Form (4) zu setzen, auszufiihren. 


wonach auch 


§ 4. 
Die Flaiche /’,®. Erste Methode der Abbildung. 


Die eindeutige Abbildung dieser Fliiche (s.I., § 2) auf die Ebene 
kann auf verschiedenen Wegen gefunden werden. Einmal durch Pro- 
jection vom Knotenpunkt P aus auf eine Doppelebene =, mit Ueber- 
gangscurve Q 6" Ordnung, die einen 4-fachen Punkt hat und durch 
Abbildung von = auf eine einfache Ebene (nach Clebsch). Sodann, 
indem man beachtet, dass sich auf J’,®) unmittelbar ein Biischel von 
rationalen Curven angeben lisst, durch Anwendung meiner in Annalen III . 
gegebenen Methoden. Der Biischel von rationalen Curven aber wird aus 
FLOS(@,B, +27)! + (a, B,+0;?)230,+(2 4, By +24? C,+-a C,+ C,)=0 
durch den Ebenenbiischel 

a + Ax, =0 
ausgeschnitten; denn ein solcher ebener Schnitt erhiilt die Gleichungs- 
form 
(ax, 2, + a3?) 4+ (aa,2, + 25”) Bxyx, 
+ (70,2? + 7%? ",? + 72%,0,° + 3%,') = 0, 

was (vgl. meinen Aufsatz tiber singuliire Punkte, Math. Ann. IX) eine 
ebene Curve 4't Orduung vorstellt, die bei P oder (7, = x, = x, = 0) 
zwei einander osculirende Zweige, von der Richtung x, = 7, = 0, d. h. 
drei aufeinanderfolgende Doppelpunkte besitzt, also vom Geschlecht ( ist. 

Die beiden Methoden sollen hier nacheinander angewandt werden, 
zuniichst die erste Methode der Abbildung. 

Setzt man 

Fy? = 27 By? (&,, 2) + 2H fy(,, Lp, 3) + fy (@,, La, 5), 
so wird 


f;(%) = B, 2, (xs + > C,) + B;, 


f,(@) = 254 + 25°C, + 2,°C, + 2,0, + Cy; 
und fir die Abbildung von F’,*) auf die Doppelebene =, deren Punkte 
auf §-Coordinaten bezogen seien, erhilt man 
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er, = 5, B,?(&) > 1, = &, B,*(é), or, = &, B,*(&), 
ex, = — fy(&) + VQ), 


wo 


Q(b) = f°) — BP®) A) = EB, (F B,C? — B,C, + 2B,) 
+ § B,(C, B, — B,C,) + (BY — B,C). 
Der 4-fache Punkt &, = &, = 0 dieser Curve 6'* Ordnung, Q = 0, 


sei TT; die eine der 4 Tangenten in TT, B, = 0, ist Wendetangente. 
Den ebenen Schnitten 


Uj 2, + Uy, + Use, + Ux, = O 
von F’,® entsprechen in = die in einem Blatte verlaufenden Curven 
4 Ordnung 


r, = B,?(8) (> wiki) — 2u,f, (8) . > wiki + u?f,(8) = 0, 


indem sich dafiir /Q aus der Gleichung bestimmt: 

u, V2(E) = wf (8) — BPE). Suk. 

B?l, = (B?. Sus — uh? — uZr2, 
so beriihren die Curven [,, welche nicht durch TT gehen, die Curve Q 
in je 12 Punkten. 

Von TT aus gehen 10 Tangenten an Q, von denen eine in B, = 0 
fallt. Vermdge jeder dieser Tangenten wird /Q rational, d. h. die 
beiden Blitter lings einer solechen Tangente sind vollig getrennt und 
man erhiilt dementsprechend je 2 getrennte Gebilde von F,). Den 9 
von JB, verschiedenen Tangenten muss je ein Kegelschnittpaar von 
F,® entsprechen, da kein anderes Zerfallen der oben genannten von 
einer Ebene des Biischels durch die Gerade 2, =2, =O (die mit 
p bezeichnet sei) ausgeschnittenen rationalen Curve 4" Ordnung mig- 
lich ist. Es gibt daher in dem Ebenenbiischel, der p (a, = x, = () 
zur Axe hat, 9 Ebenen, welche J’,®) je in Kegelschnittpaaren schneiden. 
Die Kegelschnitte beriihren alle die Gerade p in P und die beiden eines 
Paares osculiren einander daselbst, 

Der letzten Tangente B,, die Q bei TT selbst beriihrt, entspricht, 
als Gerade B,) des einen Blattes, in dem /Q(&) = + /,(&) ist, die 
rationale Curve 4'* Ordnung, mit 5-fachem Punkt in P, in welcher 
B,(a) = 0 die Fliche F, schneidet, niimlich 

B(x) =0, 2%, B,(2,, y) + f,(%, 2, 2) = 0, 
eine Curve, fiir deren 3-fachen Punkt die 3 Elemente einen Zweig von 
der Richtung p bilden; als Geraden B,®) des zweiten Blattes entspricht 
der Tangente B, von Q der Punkt P von F,®) selbst, und zwar so: 


Da 
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Den verschiedenen Punkten von B, entsprechen die verschiedenen 
Richtungen durch P in der Ebene B, (x) = 0 derart, dass einem Curven- 
zweig von J’,?), welcher in P einen Riickkehrpunkt von der Richtung 
2, = 0, ax, + Bx, = 0 (6 + 0) hat, zu einem Curvenzweig der Dop- 
pelebene = fiihrt, welcher B,® im Punkte w& + 6& —O einfach 
trifft; einem Curvenzweig von /’;® aber, welcher in P die Richtung p 
und daselbst die Schmiegungsebene yx, + dz, =O hat, ein Curven- 
zweig von = entspricht, der durch TT geht mit der Richtung y §,-+-d&,—0. — 

Ich wende mich jetzt zur Abbildung von = auf eine einfache Ebene 
Y, die nach Clebsch so geschieht, dass den (doppelten) Geraden der 
Doppelebene = in Y eine oo?-Schaar von 


C,(a?b,, by, - - - Dyo), 
entspricht, wobei eine 

Cy (a, b,, by, . .. Bie) 
existirt, deren Punkte den Richtungen von TT in = entsprechen, niim- 
lich das Punktepaar, das aus C, durch eine durch a gehende Gerade 
ausgeschnitten wird, zwei iibereinanderliegenden Richtungen in TT. 
Dabei entsprechen ferner den Punkten b,,...0,) die 10 von TT an Q 
gehenden Tangenten in je einem Blatte, den Geraden ab,,... aby, 
diese 10 Tangenten je im andern Blatte; dem Punkte a@ ein durch TT 
gehender Kegelschnitt A. Hier, wo eine der 10 Tangenten von TT an 
Q, B, = 0, bei TT selbst beriihrt, soll dieser, als Linie B,) die Gerade 
ab,,, als Linie B,® der Punkt b,, von Y entsprechen. Die Gerade 
ab,, muss in by, die Curve C, beriihren; denn der dem Schnittpunkte- 


paar entsprechende Punkt von = fillt nicht nur an TT, sondern auch 
auf Q. 

Fiir die hierdurch vermittelte eindeutige Beziehung der Fliche F’, 
zur Ebene Y erhiilt man so: 

Den rationalen Curven 4‘ Ordnung, in welchen Ff, von dem 
Geradenbiischel mit Axe p (Linie PTT) geschnitten wird, entsprechen 
in Y die Geraden durch den Punkt a — was umgekehrt den rationalen 
Charakter jener Curven beweist. Insbesondere entsprechen den 9 Kegel- 
schnittpaaren dieses Biischels die 9 Punkte 6,,...b), verbunden je 
mit einer der 9 Geraden ab,,... aby; der rationalen Curve 4' Ord- 
nung mit 3-fachem Punkt, in welcher B,(z) = 0 die Fliche schneidet, 
die Gerade ab,,; den verschiedenen Richtungen von F’,®) am Punkte 
P, die in der Ebene B, (x) = 0 liegen, die verschiedenen Richtungen 
durch den Punkt },,. Fiir das Letztere ist genauer zu sagen: einem 
Curvenzweig von F’,), der in P eine Spitze in einer von p verschie- 
denen Richtung hat, entspricht ein einfach durch b,, gehender Zweig; 
einem einfachen Curvenelement von ’,®) von der Richtung p je nach 
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seiner Schmiegungsebene die verschiedenen Punkte von C,, namlich 
bei bestimmter Schmiegungsebene der eine oder andere Punkt des zu- 
gehérigen Paars von C, je nach dem Vorzeichen von /Q(z). Dem 
Punkt a entspricht daher auf F,) eine durch P in der Richtung p 
einfach gehende Curve, die sich auf = als Kegelschnitt A durch TT 
projicirt, d. h. eine Raumcurve 3' Ordnung. 

Hiernach lisst sich leicht sehen, was den ebenen Schnitten von 
F,®) bei der eindeutigen Abbildung auf die Ebene Y entsprechen muss. 
Da die Curven von F’,®), welche den Punkten a, b,,... 0, entsprechen, 
von den ebenen Schnitten von F,® 3-punktig, bez. 2-punktig getroffen 
werden, der dem Punkte b,, entsprechende Punkt P gar nicht getroffen 
wird, weitere Fundamentalpunkte aber nicht auftreten, so bilden sich 
die ebenen Schnitte durch Curven ‘ 

C,(a*, b,?, b,*, . « « bg) 
ab. Da diese Curven von den Geraden durch a in je 4 Punkten ge- 
troffen werden sollen, wird dabei r = 7, so dass als Bilder der ebenen 
Schnitte eine lineare oo’-Schaar von Curven 

C,(a*, b,7b,7, . . . bg?) 
in Y auftritt. 

Es ist jetzt nur noch die Lage der 10 Punkte a, b,,... by genauer 
zu bestimmen; denn es geniigt nicht, dass dieselben auf einer Curve 
dritter Ordnung liegen. In diesem Falle wiirden die C, nur aus dieser 
C;, verbunden mit einer o0?-Schaar C,(a?, b,,... by, b,9) bestehen, und 
die Transformation mittels dieser C, wiirde nicht auf die spezielle Art 
von Uebergangscurve Q,(TT*) fiihren, welche zu einer J’, gehért. 

Nimmt man aber 9 Punkte a, b,, ... b, beliebig an, so erhiilt man 
eine lineare co'-Schaar von Curven 

C, (a, b,?, . . - bs), 
welche die durch a, b,,...b, gehende C, in einer linearen oo'-Schaar 
9," von Gruppen von je 2 Punkten treffen. In dieser Schaar g,“) gibt 
es vier Gruppen, welche je aus zwei benachharten Punkten von C, be- 
stehen. Sei b, eine dieser Stellen; so gibt es oo‘ unserer Curven, 
welche C, in b, bertihren; also co® derselben, welche by zum Doppel- 
punkte haben, ohne in C, und eine weitere Schaar zu zerfallen. 

So ist eine co®-Schaar von C,(a*b,? ... by”) gefunden; aber man 
kann dieselbe noch anders definiren. Nimmt man zu einer dieser Curven, 
welche nicht C, zum Factor hat, die Geraden C,(a) hinzu, so erhilt 
man eine Schaar C,(a*b,? .. . by?) . C,(a), welche vermiége C; = 0 auch 
auf eine Schaar von irreductiblen Curven 

C,(a*, b,?, .. . by?) 
reducirt werden kann. Diese ganze Schaar trifft C, in einer linearen 
Mathematische Annalen, XXXIII, 36 
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oo!-Schaar y,' von Gruppen von je 2 Punkten, welche aus C, auch 
durch die Geraden C,(a) ausgeschnitten werden. Eine dieser Curven 
ist aber C,?(a?b, ...byb,9); wo bj, auch auf C, liegt; d.h. eine der 
Gruppen von 7,“ ist der doppelt gezihlte Punkt b,,, die Gerade ab,, 
muss also (; in b,, dberiihren. 

Dies war in der That bei der Abbildung unserer speziellen Doppel- 
ebene 2, (TT*) der Fall, damit eine der Tangenten von TT an Q bei TT 
selbst beriihrt. 

Aber umgekebrt geniigt die Beriihrung einer Curve C,(a, 6,,) durch 
die Gerade ab,,, um auf eine co*Schaar von C,(a,b,7...b,?) zu 
fiihren. Man lege eine beliebige Curve 4'** Ordnung C,(a’, b,,), welche 
jene C, noch in 9 Punkten b,, ... b, treffe. Die Curven C,(a‘b,? ... b,?) 
bilden dann eine co’-Schaar, welche C, in der, bio corresidualen, Grup- 
penschaar y,") schneiden, da C,?(a*b, ... by, b,,) eine der Curven ist, 
mit der Gruppe bj, aus y,). Die durch eine Gruppe von y,“) gehenden 
Curven der C, bilden eine co®-Schaar; legit man daher unsere C, durch 
die Gruppe bj) und durch 3 weitere Punkte der Geraden ab,,, so er- 
halt man eine co®-Schaar von Curven C,(a‘b,? . . . by?b,”), welche alle 
in die feste Gerade C,(a,b,)), verbunden mit einer co’-Schaar von 
C,(a°b,? ...b,?) zerfallen miissen; q. e. d. 

Im § 6 werde ich von dieser oo*-Schaar ausgehen. 


§ 5. 
Zweite Methode der Abbildung der F,°. 

Da die Flaiche F’, von dem durch die Gerade p(a, = x, = 0) 
gehenden Ebenenbiischel in einer Schaar rationaler Curven 4'* Ord- 
nung geschnitten wird, muss man dadurch zu einer Abbildung gelangen, 
dass man der Fliche F,®) eine Fliche F’, eindeutig entsprechen lisst, 
aus welcher ein Ebenenbiischel eine Schaar von Kegelschnitten aus- 
schneidet. Dies erreicht man am einfachsten durch die direct umkehr- 
bare quadratische Raumtransformation (von sehr speciellem Charakter): 

2,2 fg: 8: 8, = &,B, (x) : xB, (x): 1, B, (x): x, B,(x) + 2,?, 

Ly 2 yi, : ey = 2, B, (2): #,B,(#) : 2B, (e) : 2, B, (2) — 2,”, 
wo B, (x) die in F,) vorkommende, in x, , x, lineare homogene, Function 
bedeutet; denn es wird 
FO = BS) . F;’, 
FF =e, B,'+2, B, (¢, B, C,+-2B;)+ [2,°(B,C, —2B;)+¢, B,C, + B,C,), 
wo die B,C in ¢,, 2, geschrieben sind. 

Die Fliche F,’ = 0, von der 5'** Ordnung, enthilt eine 3-fache 
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Gerade p’(z, = 2, = 0); von den Ebenen des Biischels durch p’ beriihrt 
eine, B, = 0, die Fliche lings einer Geraden g'(B, = 2, =). Sin- 
gulir ist der Punkt (p’q’) oder z, = 2, = 2, = 0; denn jeder ebene 
Schnitt durch (p’q’) erhilt nicht nur in (p’q’) einen 3-fachen Punkt, 
sondern noch einen benachbarten Doppelpunkt — nimlich zwei Zweige, 
einen einfachen und einen 2-elementigen, von derselben Richtung 
B,=0; d. h. F,’ hat bei (p’g’) noch eine Selbstberiihrung, mit Be- 
riihrungsebene B, = 0. 

Nun bilden sich die ebenen Schnitte einer Fliche F,, (p’*) auf einer 
Ebene Y durch eine oo*-Schaar von Curven 


C, (ab, by « . . bys) 


ab, die vom Ebenenbiischel durch p’ ausgeschnittenen Kegelschnitte 
durch die C,(a), die 3-fache Gerade p’, verbunden mit der bei (p‘q’) 
liegenden Singularitiit, durch C,(a*b, ...0,,). Dabei miissen hier, wo 
von den 11 im allgemeinen Falle existirenden Ebenen durch p’, welche 
Geradenpaare ausschneiden, zwei in B, fallen, zwei der Punkte );, 
etwa b,,, 6,,, auf einer Geraden durch a liegen, und zwar einander 
benachbart, da die entsprechenden, von B, = 0 ausgeschnittenen beiden 
Geraden in g’ benachbart liegen; die Gerade ab,,b,, entspricht der 
Singularitit (p’g'). Die Abbildung der 3-fachen Geraden p’ und des 
Punktes (p'q’), C,(a?b, ...6,,), wird also in diese C,(ab,)b,,) und 
in eine C,(ab, ...0,) zerfallen. — 

Geht man jetzt von der Fliche F,) aus, so entsprechen deren 
ebenen Schnitten Schnitte von F,’ mit Kegeln 2' Ordnung K’, welche 
ihre Spitzen auf g’ haben, einander lings dieser Geraden beriihren mit 
Bertihrungsebene B, und im Punkte (p’g’) einander osculiren. Das 
Bild des Schnittes von F,’ mit einer beliebigen Fliiche 2'* Ordnung, 
die durch die beiden bei g’ benachbarten Geraden von F,’ geht, wird 
eine 


Cyo(a°d,? . . « by?dyobyy3) = C, (@d 49 B,,) « Cy (a> d,? « . « by?by9? Dy”). 


Aber in dieses Bild ist noch das dem Punkte (p’ gq’) Entsprechende ein- 
geschlossen, so dass noch die Gerade C,(a@b,)b,,) mehrfach wegzunehmen 
ist; wie oft, ergibt folgende Betrachtung: 
Vermige 

KE’ = (4,B, — 45”) + By (0,4, + @2_ + 325) 
wird F,’ von der Form 

F, == B, K"? — B, 2, K' y, al K'y, + B, KE, , 
wo K,’ ein Kegel 4'** Ordnung ist, der in (p’q’) seine Spitze hat; so 
dass K’ von F,’ getroffen wird, wie von B, K,’, nimlich in den beiden 
in g’ zusammenfallenden Geraden und in einer Curve, die vier Zweige 

36* 
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in (p’q’), in der Ebene B,, hat. Da K,’ von q' nur in (p’q') ge- 
troffen wird, wird auch jene Curve gq’ nicht weiter treffen. 

Somit muss von C,,(a°b,? . . . b?b,93b,,3) die Gerade C; (ab,,b,,) 
so oft abgehen, dass der Rest b,, und 6,, nicht mehr enthilt, also 
dreimal*); und es bilden sich die ebenen Schnitte von F,°) ab mittels 
einer co*-Schaar von Curven 

C,(aB,2B,? « . . By?) ; 
wie auch in § 4 gefunden ist. 


§ 6. 
Discussion der Abbildung der F,°. 


Am Schlusse von § 4 ist die Construction einer co*-Schaar Y von 

Curven 
C,(a®, b,?, 6,7, . . . by”) 

angegeben, deren Existenz durch die Abbildungen des § 4 und § 5 
nachgewiesen ist. Wir kénnen desshalb umgekehrt von einer solchen 
Schaar ausgehen, dieselbe zur eindeutigen Transformation einer Ebene 
Y in eine Fliche benutzen und die Eigenschaften dieser Fliche auf- 
suchen. 

Man erhilt dann eine Fliche F', der Ordnung 


7-7—3-3—9-4—4., 


Da eine C,(a, b,,...b,) existirt, welche von der Schaar J nicht ge- 
troffen wird, so ist, wenn C;' eine specielle Curve der Schaar, welche 
nicht C, zum Factor hat, 2 von der Form 
Cy + C, . C,(a*d, ... dy), 

wo die C, die co? zu C,’ adjungirten Curven @ vorstellen. Diese C, 
treffen aber die C,(a, b,,...6,) in 11 festen Punkten, also noch in 
einem weiteren festen Punkte c (der Punkt 6,, des § 4); d. h. je zwei 
der C, schneiden einander, ausser in a, b,,... 6), ¢ nur noch in einem 
Punktepaar, das zudem (da auch der Biischel C, . C,(a) zu den C, ge- 
hért) auf einer Geraden durch a liegt. Dementsprechend existirt ein 
Ebenenbiindel, dessen Geraden die Flaiche F, nur in Punktepaaren 
schneiden: ein Doppelpunkt P von F,. Eine singulare Curve existirt wegen 
des Geschlechts 3 der Curven Z nicht; der Doppelpunkt P muss also 
spezieller Art sein. Nun entspricht dem Punkt P die Curve C,; den 
verschiedenen Richtungen, welche die ebenen durch P gehenden Schnitt- 
eurven, [,, in P haben, entspricht der Schnitt der C,(a?b, ... bg) 
mit C,, d.h. der eine Punkt c¢ von C,, mit seinen verschiedenen Rich- 


*) Dasselbe wiirde einfacher aus der Ordnung 4 von F,®) etc, zu folgern sein. 
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tungen. Daraus folgt zunichst, dass die [, in P nur je einen zusam- 
menhangenden Zweig haben kénnen, d. h. dass ihr Doppelpunkt in P 
eine Spitze ist: P wird ein uniplanarer Punkt von F,. Dasselbe folgt 
daraus, dass die Geraden durch P in der Ebene B,, welche durch 
C,?C, (a,c) abgebildet wird, die Fliche F, nur in je einem Punkte 
ausserhalb P treffen. — Unter den ebenen Schnitten durch P ist ein 
Biischel durch eine Gerade p ausgezeichnet, abgebildet durch C,?.C, (a); 
da die C,(a) rationale Curven sind, welche C, in je einem Punktepaar 
treffen, sagt dies aus: die ebenen Schuitte [,’, durch eine ausgezeichnete 
Richtung p von P (die in der Ebene B, liegt) sind rationale Curven 
4’ Ordnung, welche von P zwei sich in der Richtung p beriihrende 
einfache Zweige aussenden. Noch mehr: die beiden Zweige miissen 
einander osculiren, damit drei aufeinanderfolgende Doppelpunkte ent- 
stehen, die néthig sind, um die Curven[,’ rational zu machen. Dies 
sieht man auch aus der Abbildung so: Das Bild der Schnitte von F, 
mit beliebigen Flichen 2' Ordnung, die nur durch P gehen und da- 
selbst eine p enthaltende Tangenteuebene haben, wird eine Schaar von 
C,(a'b,? ... by”), die die C,(ab, ...b,) in den Punktepaaren schnei- 
den, in denen auch die obigen Geraden C;,(qa) treffen; daher gehen 
diese Flichen 2 Ordnung, sobald man sie durch einen dritten Punkt 
des einen Zweiges einer Curve [’ in P legt, damit zugleich durch den 
dritten Punkt des andern Zweiges, d. h. diese Zweige osculiren sich. 
Man sieht, dass die Singularitét von F’, in P so bezeichnet werden 
kénnte, dass diesem uniplanaren Doppelpunkt in der Richtung p un- 
endlich benachbart eine Selbstberiihrung der Fiiche eintritt. 

Das bezeichnete Verhalten der Schnitte durch P ist genau das der 
Fliche F,”) von § 2, auf welche also die allgemeinste Schaar 2 fihrt. 

Ich benutze nun die Abbildung zur Aufsuchung der bemerkens- 
werthesten Curven und Curvensysteme der F,®). Zuniichst ergeben sich 
die 9 Kegelschnittpaare, von Ebenen durch p ausgeschnitten, aus den 
Bildern b;, C,(a, b;); die beiden Kegelschnitte eines Paares osculiren 
einander in P. Sodann, aus der Abbildung C,(a, c), von einer Ebene 
B, durch p ausgeschnitten eine ebene Curve 4" Ordnung, welche in P 
einen 3-fachen Punkt hat, da C,(a, c) von den C,(a’b, ...b,¢) nur in 
je einem beweglichen Punkt getroffen wird; die 3 Elemente des 3-fachen 
Punktes bilden nur einen Zweig von der Richtung p, da, nach dem 
Friiheren, die Gerade C,(a, c) die Curve C, nicht in zwei verschiedenen 
Punkten ausserhalb a trifft, sondern in ¢ beriihrt. 

R, von F,): Es gibt auf F,) 256 einzelne Raumcurven 3'' Ord- 
nung, welche alle durch P in der Richtung p gehen, abgebildet durch 
den Punkt a, die Geraden durch 2 der Punkte b;, die Kegelschnitte 
durch @ und 4 der Punkte b;, die C,(a*) durch 6 der b; und die C, (a*) 
durch 8 der 6;. Alle diese R, treffen jede der rationalen [, der Fliche 
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in je einem Punkte, so dass eine jede der R, zu einer Abbildung von 
F,® fihrt. So gibt es 256 gleichberechtigte Abbildungen. Nimmt man 
aus 8 der 9 Kegelschnittpaare von F’,*) je einen Kegelschnitt beliebig 
heraus, so gibt es eine zugehérige R,, welche diese 8 Kegelschnitte 
trifft. Je nach dieser Zuordnung schneiden sich zwei der R, in keinem, 
einem, 2 oder 3 Punkten. — 

Die Raumeurven 3'** Ordnung schneiden den Kegel x, B, + 2,2?=0 
in P dreipunktig, weil die Transformation des § 5 wieder zu RF, der 
Fliche F,’, a entsprechend, fiihren muss; ihre Parameterdarstellung er- 
halt also die Form: 


Wy 3 Hy 2 Hy Ly WPAs Ud: w(y)d? + ydu + yu") 
2 (— 70°49 + BA? wu + B.A? + B,u*), 

wo w= der 2, = 2, =z, =0 entsprechende Parameterwerth ist. 
Das Abbildungsproblem, auf welche unsere F’,®) direct fiihren wiirde, 
wire also das Folgende: Man suche die R,, welche durch P in der 
Richtung p gehen (4 Bedingungen), einen benachbarten Punkt in 
2,B, + 2,2 0 haben (1 Bedingung) und 7 Kegelschnitte (je einen 
aus 7 der Paare) je einmal treffen (7 Bedingungen); dies gibt eine end- 
liche Zahl von R,, welche F,) in 4+ 2+ 7 — 13 Punkten treffen, 
also auf F, liegen. Unsere Abbildung gibt 2 als Anzahl der Lésungen 
des Problems, — 

Weitere Schnitte von F,) mit F,(Pp): Das Bild der Schnitte von 
F,® mit denjenigen Flichen 2'* Ordnung, welche durch P gehen und 
daselbst eine durch p gehende Tangentenebene haben, wird die oo’- 
Schaar von 

C,(a*, 6,7, ... 8%). 
Die Schnitte erhalten zwei einander in P, in der Richtung p, oscu- 
lirende Zweige. Darunter sind diejenigen besonders hervorzuheben, 
welche in eine der obigen R, von F,®, und in eine co%-Schaar von 
Raumcurven 5 Ordnung vom Geschlecht 2 zerfallen, alle in der Rich- 


tung Pp einander osculirend. Solcher Schaaren gibt es, den einzelnen 
R, zugeordnet, 256; und die Curven einer Schaar osculiren die zuge- 
hérige R, in P, treffen dieselbe noch in 5 weiteren Punkten, und 
einander in je 2 beweglichen Punkten. In jeder solchen oo?-Schaar 
gibt es eine einzige co'-Schaar von rationalen Raumcurven 5‘ Ord- 
nung, welche je zwei einander in der Richtung Pp beriihrende, 
aber nicht osculirende, Zweige in P haben — ausgeschnitten von 
F,(R,) mit Tangentenebene B, in P. Wenn das Bild von R, der 
Punkt @ ist, wird das der co*-Schaar zu C,(a5b,?...b,?), das der 
oo'-Schaar zu C,(a'b, ...b,); die durch C,(a‘b,... b,c) dargestellte 
Curve wird dann von dem Kegel 2'** Ordnung ausgeschnitten, der seine 
Spitze in P hat’ und durch die R, geht. 
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R,! auf F,®: Auch ein Zerfallen der Schnitte von F,® mit 
F’,(Pp) in zwei Raumcurven 4 Ordnung vom Geschlechte 1 kann 
eintreten. So wenn das Bild zu 

Cy (ab, by . . . by) . C,(ab,7b,7b,b, . . . by) 

wird. Aus einer R,’ ergeben sich zwei zugeordnete Curvenbiischel, deren 
Curven alle in P einander osculiren, wihrend die Curven des einen 
Biischels die des andern noch weiter in je 5 Punkten treffen. In jedem 
solchen Biischel befindet sich eine R,', welche in zwei der Kegelschnitte 
von F,® zerfallt (in der Schaar aus C; (ab, ...b,) die aus den b, und 
b, entsprechenden Kegelschnitten gebildete Curve). Solcher Biischel gibt 
es also 4.36, oder 2. 36 Biischelpaare. 

Man kann ein solches Biischelpaar zur Erzeugung der Fliiche 4‘ 
Ordnung F,,) mittels Fliichenbiischel zweiter Ordnung benutzen. Schreibt 
man die Bedingungen der Osculation in P an, so sieht man, dass, wenn 
man J’, in die Form 

P,? = F,®, — Fy, 
setzt, man fir F,, F,', ®,, ,' Ausdriicke der Form annehmen darf: 


F,= 4B, +22 +aft+h F=f’, 

OD, = %y%_ + 139, +92, Of = 1B, + 2? + 239, + 9, 
wo die fi, fi, pi, pi homogene Functionen i‘ Dimension in 2,, 2, 
vorsteilen. 


g 7. 
Die Fliche F,®. Abbildung auf die Ebene. 
Die eindeutige Abbildung der in II. § 2 definirten Fliche 
BO = way? + 2x 4fy (Cy) Ly) Us) + fy (@1» Loy 3) = 9, 
wo 
fy = 4%, D, (x, %,) + By (a, %), 
fy = — %4°x, + 4,?C, (@,, Xq) + 5 Cy (2, Ly) + C,(@,, Xp), 
auf die Ebene kann dadurch geschehen, dass man diese Fliiche vom 
Knotenpunkt P (7, = x, = 2, =) aus auf eine Doppelebene =, mit 
Uebergangscurve Q2(€) von der 6'" Ordnung, die zwei benachbarte 
3-fache Punkte besitzt, projicirt, und diese Doppelebene dann auf eine 
einfache Ebene Y, nach meinem vorstehenden Aufsatze, abbildet. Das 
Erstere geschieht mittels der Formeln: 


ox, = £5, o% = 6&8, ox, = §,78, 


ox, = —f,(§) + VQ), 


fiir 
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Q(E) = F52(B) — Ef, () = BE, + 76,2 (D2) — ©, (8) 
+ &&, (2D, (€)B,(&) — & C,(6)) + (B,2(6) — &°C,®), 


wobei der singulire Punkt in &, = & —0 liegt und die Gerade &, = 0 
die beiden dort benachbart liegenden dreifachen Punkte TT, TT, von 
Q(—) = 0 verbindet. Den ebenen Schnitten von Ff, 
4 
Ps UL = 0 
1 
entsprechen in = die Curven 


3 
2 
r, = 6 2(> wb) — Qu) - DS wiki + ue - LO =, 
1 
aber nur in dem Blatte genommen, fiir welches 


uf Q(B) = u,f;(&) — &,? > tiki . 


Diese Curven 4'* Ordnung, [, = 0, gehen durch TT und TI, einfach 
und beriihren Q(§)==0 ausserdem in je 9 Punkten; der Gleichung 
gemiiss : r 
£27, = [82 >’uk — wh &)] — u2Q@. 
Die Curven [, osculiren sogar einander in TT, denn fiir irgend zwei 
der Curven [,(u), [,(v) wird 


070, (u) — uel, (v) = (v, a Usb; — Uy R UF &) 
. [e,2 (o, > wiki + u, > uti) — 2u,v4fy()], 


d.h. [,(u) wird von [,(v) in TT, 11, getroffen wie von einer Curve 
C,(T?TT,), also dreipunktig. Es kommt dies daher, dass die Fliche 
F,® nicht nur eine Gerade p = PTI (x, = 2, =) enthiilt, sondern 
noch zwei weitere, p successive von P ausgehende Geraden. In der 
That beriihyt die Ebene x, = 0 die Flache lings p; und der Kegel 
2'er Ordnung 
K= 2,2, — C,(x,, x) = 0 

trifft F, wegen 

PO = x,%, (x, + 22,D,) + (2%, B, + 2,0, + C,) — 2,°K 
in drei aufeinanderfolgenden Geraden. Die Curven [, haben also einen 
weiteren, TT, TT, successiven, einfachen Fundamentalpunkt, der mit TT’ 
bezeichnet sei, gelegen auf dem Kegelschnitt &,& — C,(é,, &,) = 0. 

Legt man den ebenen Schnitt von F,) durch P, so erhilt man 
als Bild *n = die Curve &,2—0, verbunden mit den beide Blatter 
durchsetzenden Geraden dieser Ebene. Ein solcher Schnitt hat P zum 
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gewohnlichen Riickkehrpunkt (mit Richtung in 2, = 0), welchem der 
einfache Punkt entspricht, in dem die Gerade die Linie &, = 0 in 
einem Blatte, etwa als Linie &,®, trifft. Unter diesen Schnitten sind 
die durch die Gerade p gelegten ausgezeichnet; sie zerfallen in p und 
in Curven 3'* Ordnung vom Geschlechte 1, welche alle die Gerade p 
bei P osculiren. Denselben entsprechen in = die, beide Blatter durch- 
setzenden, Geraden durch TT; und zwar entspricht dem Verzweigungs- 
punkt, den eine solche Gerade in TT hat, dass die Curve 3'* Ordnung 
zwei, P benachbarte, auf einer Geraden p gelegene Punkte besitzen 
muss: die Osculation mit p. 

Unter diesen Schnitten wiederum ist der der Ebene z, = 0 aus- 
gezeichnet; dieselbe beriihrt F,® lings p und trifft noch in einem 
Kegelschnitt k, welcher p bei P bertihrt. Dem entspricht in = die 
Gerade §, = 0, welche in beiden Blattern gesondert verliuft, als Ge- 
rade &,@, bez. &,@; als Gerade &,() entsprechen deren Punkte einzeln 
den Punkten des Kegelschnitts k; als Gerade &,"*), wie schon oben ge- 
sagt, einzeln den Riickkehrpunkten (mit Richtung in 2, = 0), welche 
die durch P in von p verschiedener Richtung gehenden Curven von 
F,® bei P besitzen. — 

Trifft eine Curve von F’,,) die Gerade p in irgend einem von P 
verschiedenen Punkte, so geht die in = projicirte Curve durch TT und 
TT, mit einem einfachen Zweige und mit der bestimmten Kriimmung 
TTTT, TT’, wie das Verhalten der Curven [, zeigt. Beriihrt die Curve 
von F,® die Gerade p in P, ohne p zu osculiren, aber mit Schmie- 
gungsebene z, = 0 in P, so geht das. Bild einfach durch TT, TT,, aber 
mit von TITT, TT’ verschiedener Krimmung. Osculirt endlich die Curve 
von F, die Gerade p in P, so erhilt das =-Bild in TT einen Riick- 
kehr- (bez. Verzweigungs-)punkt, mit von §, = 0 verschiedener Rich- 
tung; wie wieder die Bilder der durch P gelegten ebenen Schnitte von 
F,® ergeben. — 

Die Doppelebene = bildet sich nun auf eine einfache Ebene Y so 
ab, dass die Geraden von = in eine Curvenschaar: 


[, (als + @'T;’) + af, = 0 


von Curven 6' Ordnung iibergehen, wo f, eine solche Curve ist, die 
8 Punkte a,, ... a, zu Doppelpunkten hat, af, + a’[,’ = 0 der Biischel 
von Curven 3' Ordnung, die durch a,,...a, gehen. Die Schaar hat 
a,,...a, zu Doppelpunkten und die beiden weiteren Schnittpunkte 
b,, b, von T,; = 0, f, = 0 zu einfachen Punkten. 

Die beiden Punkte b, und b, entsprechen dabei den iiber §, = 0 
liegenden Geraden &,"), &,), welche die Bilder von Kegelschnitt k, bez. 
Punkt P, von F,®) sind. Da die ebenen Schnitte von F, k zweimal, 
P nicht treffen, miissen ihre Bilder in der einfachen Ebene Y, die als 
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Schaar Z bezeichnet seien, b, zum Doppelpunkt haben und kénnen 
durch b, nicht gehen, 

Den Punkten a,,...a, entsprechen in = 8 Kegelschnitte, welche 
durch TT und TT, gehen und Q(&) je in drei Punkten beriihren; nur je 
in einem Blatte von = laufend. Einem solchen Kegelschnitt A ent- 
sprechend, erhalten wir auf F’,® eine durch P in der Richtung p 
gehende Raumcurve, die von der dritten Ordnung wird, weil A ihre 
Projection aus P ist; dieselbe hat in P die Schmiegungsebene x, = 0, 
ohne & zu osculiren. Die Bilder X der ebenen Schnitte von F,°) in Y 
miissen also, da die Schnitte diese Raumcurven in 3 Punkten treffen, 
die Punkte a,,...a, je zu dreifachen Punkten haben. 

Endlich existirt fir diese Schaar 2 in Y noch ein einfacher Fun- 
damentalpunkt b. Denn wir haben gesehen, dass die Curven [, von =, 
die jener entsprechen, durch TT, TT, einfach gehen und daselbst eine 
und dieselbe Kriimmung TTTT,TT’ haben. Aber den durch TT und TT, 
gehenden Zweigen entsprechen, je nach ihrer Kriimmung, in Y die 
verschiedenen Punkte der Curve [,, welche durch a,a,..., a,, b,, b, 
geht. Somit hat die Schaar 2 noch einen bestimmten, IT’ entsprechen- 
den, Punkt b von [, zum einfachen Punkt. 

Fiir die Bestimmung der Ordnung der gesuchten Bildcurven in Y 
kann man den Schnitt mit dem Curvenbiischel af, + o’[,’ = 0 durch 
a,,.+.@, benutzen. Der 9° Basispunkt des Biischels, c, gehdrt jenen 
Curven J nicht an; denn demselben entsprechen in = die von &, = 0 
verschiedenen Richtungen durch TT, auf J’, also eine Osculation einer 
Curve mit py am Punkte P. Die Curven der Schaar 2, 


C,(a,° ... ag3b,*b), 


iniissen aber von dem Curvenbiischel 3'* Ordnung (a, ...a@,) in je 3 
beweglichen Punkten getroffen werden; was r = 9 liefert. Ein weiterer 
Fundamentalpunkt kann dann nicht auftreten, weil zwei solche Curven 
9’ Ordnung bereits 77 feste Schnittpunkte haben und sich in 4 be- 
weglichen Punkten schneiden soller: 

Somit bilden sich die ebenen Schnitte der Fliche FF’, auf der 
einfachen Ebene Y ab mittels einer oo’-Schaar 2 von Curven 

Cy (a,3a,5 .. . a,°b,?b), 

wobei a,a,...a,6,b auf einer Curve 3 Ordnung, [,, liegen. — 

Es gibt 2 . 64. 135 gleichberechtigte Arten, die F,®) mittels solcher 
Curven 9'** Ordnung auf eine Ebene eindeutig abzubilden. Denn so 
viele Arten gab es, die Doppelebene =, mit Unterscheidung der beiden 
Blatter, auf eine einfache Ebene Y abzubilden. Die obige Abbildung 
ist dem System der 8 Raumcurven 3'* Ordnung zugeordnet, die auf 
F,® liegen und durch a,, a,,... a, abgebildet sind; Curven, die einan- 
der, ausser bei P, nicht schneiden. Und so ist jede Art einem analogen 
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8-System von Raumcurven 3'*" Ordnung von F,) zugeordnet, von denen 
— den 120 Kegelschnitten durch TT, TT, entsprechend, die Q(§) in je 
3 Punkten beriihren — 2.120 auf der Fliche liegen. — 

Durch Benutzung einer solchen Raumcurve 3 Ordnung kann man 
F,® auch direkt in eine andere bekannte Fliiche tiberfithren. Sei nim- 
lich K, einer der Q(§) in 3 Punkten beriihrenden Kegelschnitte durch 
TT und TT,; so wird 

Q(§) = K,? — K,K,, 
wo K, TT zum Doppel-, TT, zum einfachen Punkte, K, beide Punkte 
zu Doppelpunkten hat: 


K, = §38, + L,(8,&), 
K, =, 8, & + LZ, (8, &), 
K, = &,°5,? + §8, M, (6), &) + M,(&,, &). 
Mittels der Formeln 
oy, =6,K,, oy,=—§K,, oy,=—§,K,, oy, =—K,+ V2) 


kommt man dann von der Doppelebene = eindeutig zur Fliche 
%, = K,(y) + y.? + 2K5(y) + y, + Ky (y) 

Sys’? + Ys [MY) + 24244 + 9s") 

+ [M,(y) + 2y,L;(y) + 9° L,()] =9, 


und der direkte eindeutige Uebergang von F,{) zu , wird durch die 
Formeln geleistet: 


OL,= 91°, OL.AI Yo, OL; =H" Ys, OX, =— f3(y) + Ks (y) +, Ko(y). 
Die Fliche , hat aber einen Selbstberiihrungspunkt in y,—y,=—y,=—0 
und einen konischen Doppelpunkt in y, = y, = y, = 0, der auf der Be- 
rihrungsebene des ersteren Punktes liegt; d.h. sie enthdlt die zusam- 
mengesetete Singularitét von F,°) in zwei gewodhnliche Singularitidten 
zerlegt. Auch bei ®, beriihrt die Ebene y, 0 lings der Geraden 
Y; = ¥, = 0, und der Kegel y,y, + L, = 0 osculirt lings dieser Ge- 
raden, @, lisst sich als specieller Fall von F’,™ erledigen. 


‘ 


§ 8. 
Discussion der Abbildung der F,®). 


Wir wollen jetzt umgekehrt von der oo*-Schaar 2: 
: C,(a,3, a*,... ag%, 0,7, b) 
wo eine 
T,(@,, da)... Gg, By, dD) 
existirt, ausgehen, da wir wissen, dass sie zur eindeutigen Transfor- 
mation einer Ebene Y in eine Flaiche dienen kann. 
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Diese Fliche F, wird zuniichst von der Ordnung 
9-9—9-8—4—1—4, 


Die [, wird von den Curven der Schaar 2 nicht mehr in beweglichen 
Punkten getroffen; ist daher C,’ eine specielle, [, nicht als Factor ent- 
haltende Curve von 2, so wird diese Schaar von der Form: 


Ps =C; + T, + Cy(a,2aq” ++ + a,"b,), 


wo die C, eine co?-Schaar von zu C,’ adjungirten Curven  vorstellen, 
welche alle noch durch einen festen Punkt 6, von [, gehen. Je zwei 
dieser Curven C, schneiden sich also nur in einem beweglichen Punkte- 
paar, d.h. die Fliche F, hat einen Doppelpunkt P. Diesem Punkt P 
entspricht die Curve [,, und zwar entspricht den verschiedenen Rich- 
tungen der ebenen durch P gelegten Schnitte daselbst der Schnitt der 
C, mit f,, also nur der eine Punkt b,. Man schliesst daraus, dass die 
beiden Elemente jenes Schnittes in P nur einen Zweig bilden: P ist 
also ein uniplanarer Punkt von F’,. — Unter den ebenen Schnitten 
durch P ist der Biischel durch eine Gerade p ausgezeichnet, welcher 
durch [,?. C,(a,a,...as) abgebildet wird: es werden ebene Curven 
3’ Ordnung vom Geschlechte 1. Daraus folgt zuniichst, dass die Ge- 
rade p der Fliche F, angehért; und weiter, da [,?C, einmal mebr 
durch b geht, als [,C,: dass einem Durchlegen der Bildcurve durch } 
ein Zerfallen der Curve von F, in p und eine weitere Curve entspricht: 
b ist das Bild der Geraden p. Weiter wird, indem man diese C,(a, ...a,) 
noch durch b, und b gehen liisst, ein Schnitt erhalten, der durch [,° 
abgebildet wird und aus einem, dem Fundamentalpunkt b, entsprechen- 
den Kegelschnitt k von F, und aus der nun zweimal zu nehmenden 
Geraden p bestehen muss; d. h. es gibt eine Ebene, welche F, lings 
der Geraden p beriibrt. > 

Die Curven 3'* Ordnung, welche von den durch p gelegten Ebenen 
aus F’, ausgeschnitten werden, treffen p ausserhalb P nicht mehr, 
da ihre Bilder, die C,(a,...a,), nicht durch b gehen. Dieselben oscu- 
liren also p bei P. Diesem Verhalten der Curven in P entspricht in 
Y der Schnitt der C,(a,...a,) mit [;, d.h. das Durchgehen durch 
den 9" Basispunkt ¢ des letzten Biischels. Ebenso muss der durch }, 
abgebildete Kegelschnitt & die Gerade p bei P beriihren. 

Von den Punkten der Curven [,, welche P entspricht, ist bisher 
die Bedeutung der Punkte a,,...a,, b,,b,,6,¢ angegeben, und es 
bleibt noch die der tibrigen Punkte von [, zu erértern. Zu dem Zwecke 
schneiden wir F, mit den oo* Kegeln 2'* Ordnung, die ihre Spitze in 
P haben und F, lings p beriihren; die Bilder der Schnitteurven S 
sind die 


S’ = C,(a,2, a,2, .. . a2). 
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Denn ein ebener Schnitt durch P bildet sich durch die 
CO, (a,? . . « ag2b, by) 
ab, ein Schnitt mit einem Kegel 2‘ Ordnung mit Spitze in P also 


durch die C,,(a,*...a,*b,?b,), und wenn der Kegel F, lings p be- 
riihrt, durch 


C,2(a,* + - + ag4b,?b,b*) = T,? - C,(a,? - + + ag”). 


Diese Schnitte S sind Raumcurven 6'* Ordnung, vom Geschlechte 2, 
welche je zwei getrennte Zweige in P haben, da die S’ die [, in je 
einem Punktepaar (corresidual zum Paar b,b,) treffen. Die beiden 
Zweige sind einfache, weil eine solche Raumcurve 6'* Ordnung von 
einer Ebene durch P in noch vier Punkten ausserhalb P, nach der 
Abbildung, geschnitten wird. Zugleich beriihrt jeder der Zweige die 
Gerade p in P, weil die S die Gerade p ausserhalb P nicht treffen, 
eine beliebige durch p gehende Ebene aber die S nur in je 2 Punkten 
trifft. Endlich hat jeder der Zweige in P die Ebene x, — 0 zur Schmie- 
gungsebene; denn da die S’ auch nicht durch b, gehen, treffen die S 
die Ebene 2, = 0 weder in p noch in k ausserhalb P. Dabei findet 
auch nicht etwa eine Osculation mit dem Kegelschnitt k statt; denn 
da sich die Schnitte von F, mit den p in P beriihrenden Flichen 2‘ 
Ordnung F,, durch C,,(a,‘.. . as4b,”) abbilden, also wenn die F, noch 
durch k gelegt werden, durch C,,(a,*... a,4b,*), treffen diese letzteren 
F,, die S ausserhalb P in 8, bei P also in nur 4 Punkten. 

So entsprechen also den verschiedenen Punkten von [, auf F, ein- 
fache Curvenzweige, die p in P beriihren und x, = 0 dort zur Schmie- 
gungsebene haben. Aber natiirlich kénnen die Kriimmungen dieser 
Zweige den Punkten von I, nicht eimdeutig zugeordnet sein. Betrachtet 
man vielmehr wieder die p in P berihrenden F’,, so treffen deren 
Bilder C,,(a,4...a,'b,?) die [, in Punktepaaren, die dem doppelt ge- 
zihlten Punkt b, corresidual sind; einem solchen Punktepaar kann nur 
eine und dieselbe Kriimmung eines Zweiges auf F’, entsprechen. Die 
Unterscheidung findet da erst durch den vierten, aus der Ebene x, = 0 
heraustretenden, Punkt des Zweiges statt. — 

Legt man die Curven S’ noch durch den Punkt b, so erhilt man 
oo? Kegel zweiter Ordnung, welche ihre Spitze in P haben und die 
Fliche lings der Geraden p osculiren. F’, enthilt also drei successive, 
von p ausgehende, Gerade. — 

Somit sind alle in § 7 bezeichneten Kigenschaften der Fliche F,“) 
aus der Discussion der Abbildungsfunctionen in der F’, wiedergefunden. — 

Es sollen jetzt noch die einfachsten Curven von F’,) durch die 
Abbildung aufgesucht werden. 

R, von F,°): Auf F,® liegen 2 . 120 Raumcurven 3" Ordnung, 
welche alle durch P gehen, daselbst p beriihren und x, = 0 zur Schmie- 
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gungsebene haben. Die Bilder in Y sind die im vorhergehenden Auf- 
satze bezeichneten Bilder der in der =-Ebene die Curve Q in 3 Punkten 
beriihrenden, durch TT, TT, gehenden Kegelschnitte. — Je zwei der 
Curven gehéren zusammen, insofern sie sich ausserhalb P in noch 3 
Punkten treffen und durch einen Kegel 2‘ Ordnung mit Spitze in P, 
der F,) noch lings p beriihrt, aus F,®) ausgeschnitten werden kénnen. 
Irgend eine dritte der Curven wird von der einen Curve eines Paars 
in einem, von der andern Curve des Paars in zwei Punkten, ausser- 
halb P, getroffen. 

Rationale R, von F,®): Es gibt 2.8. 135 rationale Raumcurven 
4 Ordnung (zweiter Species) auf F,°). Dieselben gehen ebenfalls 
durch P, mit Beriihrung an p und Schmiegungsebene x, = 0 daselbst, 
und treffen die Gerade p weiter nicht mehr. Deren Bilder in Y werden 
erhalten, wenn man die im vorstehenden Aufsatze unter § 3, VI, 
a,)...4d) gegebenen Curven von Y noch durch den Punkt b, gehen 
liisst. Auch die Zuordnung einer solchen Curve zu sieben Paaren von 
Curven R, von F’,) ist aus jenem Aufsatze zu entnehmen. 

Je zwei der Curven gehéren zusammen, insofern sie durch eine 
Fliche zweiter Ordnung, die p in P beriihrt, aus F’,°) ausgeschnitten 
werden. So hat man z. B. zwei Paare, deren Bilder sind 


C,(a,0,); Cy, (a,8ay*.. . ag*d,) 
und 
C,(a,..-a,b,); Cyo(a,*... aFa,*... ag*d,). 


Die 2 Curven eines solchen Paars treffen sich in 7 Punkten ausserhalb 
P und osculiren einander in P, nach dem Friiheren, insofern ihre 
Bilder [, in einem zu b,? corresidualen Punktepaar schneiden; wahrend 
eine Curve eine andere, die mit ihr kein solches Paar bildet, nicht in 
P osculirt und mit ihr 0,1,...6 Schnittpunkte ausserhalb P ge- 
mein hat. 

Weitere Schnitte mit F,: Von weiteren Curven der Fliche, die sich 
aus der Abbildung, insbesondere aus den in der vorstehenden Abhand- 
lung betrachteten Curven der Y-Ebene, nun leicht ergeben, will ich 
nur noch die einfachsten Spezialisirungen der Schnitte von F,) mit 
Flaichen zweiter Ordnung anfihren. 

Lisst man die Kegel 2'* Ordnung mit Spitze in P, welche F, 
lings der Geraden p beriihren und welche eine co*-Schaar von Raum- 
curven 6'* Ordnung vom Geschlecht 2 ausschneiden, die Fliche lings 
p osculiren, so erhilt man eine oo*-Schaar von Raumcurven 5' Ord- 
nung, vom Geschlecht 2, abgebildet durch die C,(a,?,...a,?b). Die- 
-selben beriihren p in P, osculiren einander dort in der Ebene x, = 0, 
treffen sich ausserdem noch in je 2 Punkten und treffen p ausserhalb P 
in je einem Punkte, 
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Davon ganz verschieden sin‘ ? . 120 co?-Schaaren von Raumcurven 
5’ Ordnung vom Geschlecht 2 auf F,). Eine solche Schaar wird er- 
halten, indem man die Flichen 2’ Ordnung durch eine der R, von 
F,® legt, ist also dieser R, eindeutig zugeordnet. Wenn das Bild der 
R, etwa die C,(a,°a,?...a,”) ist, wird das Bild der Schaar zu 

C, (a, a," . . . a,?b,?). 
Auch die Curven dieser Schaar verhalten sich bei P wie die oben ge- 
nannte Schaar und osculiren dort die R,, aber sie treffen p ausserhalb 
P nicht mehr, dagegen den Kegelschnitt k in 2 Punkten. — Der 
Schaar zugeordnet ist dann eine zweite solche, abgebildet durch 
Ci2(a,°ay* . . . ag*b,”) , 
deren Curven die der ersten Schaar ausserhalb P in je 7 Punkten 
treffen.. Die Curven einer Schaar treffen einander in je 2 Punkten. 

Unter den Curven einer solchen Schaar ist enthalten: die Gerade 
p, verbunden mit einer oo'-Schaar von Raumcurven 4 Ordnung vom 
Geschlecht \(erster Species), F,’, von welchen Schaaren es also eben- 
falls 2.120 auf FF gibt. Zine solche Schaar ist abgebildet durch 

Cy (dy a3 ..+ ag0;), 
indem die obigen C,, wenn sie noch durch b gehen sollen, in [, und 
diese C, zerfallen miissen. Die R,' eines Biischels osculiren ebenfalls 
einander in xz, = 0 und beriihren p bei P; je zwei der Curven treffen 
ausserdem einander nicht. 

Zu einem solchen Biischel erhilt man, durch den Schnitt mit Fli- 
chen 2‘ Ordnung, einen zugeordneten Biischel von R,' auf Fy), ab- 
gebildet durch 

Cy(a,4a,°.. . a3d,). 
Die Curven dieses Biischels osculiren bei P nicht nur einander, sondern 
auch die Curven des zugeordneten Bischels; sie treffen diese Curven 
ausserdem noch in je 5 Punkten. 

Somit ergibt sich auch fiir die F,° eine Erzeugung mittels Fli- 
chenbiischel zweiter Ordnung. Setzt man 

PO = F, 0, — Fy, 
so kann man fiir die F,, F’,’,,, %,° Ausdriicke der Form annehmen: 


PB, = 4,2, + %3f, + hr» Fy = 14%, + 2 + Of +h; 
O, = 3%, + H2, D,' = X, 2, + XQ; + H,’, 
wo die f;, fi, i; pi homogene ganze Functionen 7** Dimension in 
“,, %, bedeuten. 


Erlangen, 10. November 1888. 














Ueber die Transitivitatsgrenze der Substitutionengruppen, 
welche die alternirende ihres Grades nicht enthalten. 


Von 
Aurrep Bocuerr in Breslau. 


(Fortsetzung zu Seite 27 ff. in Band 29.) *) 





IV. 


Nach dem zuletzt Gezeigten ist, wenn den Grad, u die Classe**) 
und ¢ den Transitivitaitsgrad irgend einer Substitutionengruppe bezeich- 
net, welche weder die alternirende ihres Grades enthilt, noch auch 
weniger als 2¢p,mal transitiv ist, unter ¢ eine beliebig gegebene po- 
sitive ganze Zahl und unter p, die zte in der wachsenden Reihe der 
Primzahlen verstanden: 


1 
t® a 2u und <n***), 

Aus der ersten dieser zwei Beziehungen lasst sich zunichst noch 
entnehmen, dass zwischen u und ¢ auch eine Abhangigkeit derselben 
einfacheren Gestalt besteht, wie nach der zweiten zwischen » und ¢. 
Man iiberzeugt sich davon schon mittels der Bemerkung, dass die Zahl 
w ihrer Bedeutung nach nicht kleiner als 2 werden kann, und dass 
daher 2u niemals grésser als wu? ist. Denn danach folgt ja aus 


 # 4, 7 
t® <2u stets ¢* < u?, und also auch t® <u. 

Es ist somit das Vorhandensein positiver Constanten q, (. B. +) 
und q, («. B. =) festgestellt von der Art, dass der Transitivitdtsgrad t 





*) Daselbst S. 34 Z. 14 v. o. statt ,,versetzt" 1. ,,ersetzt* ; 
%4.17 v. 0. ,0-1.87!US oder“ wegzulassen. 
**) So ist, nach Hrn, Camille Jordan (Journ, de math, 2, XVII), von nun 
an kiirzer die kleinste unter den Buchstabenzahlen (Graden) aller Substitutionen 
der Gruppe sumer der identischen genannt. 


***) Von roam wie von jeder hier vorkommenden Potenz nicht ganzen Grades, 
ist selbstverstindlich der positive Werth gemeint. 
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jeder die alternirende thres Grades nicht enthaltenden Substitutionen- 
gruppe, welche der Bedingung t > 2zp, geniigt, unter p, die zte Prim- 
zahl verstanden, zu der Classe u und dem Grade n der Gruppe in den 
Beziehungen 

ims—u und intron 
steht, wie gross auch die positive ganze Zahl 2 sein midge. 

Im Folgenden ist fiir diese beiden Beziehungen bei der iiberein- 

stimmenden Gestalt derselben auch die gemeinsame Bezeichnung 

t77 <— m (1) 
gebraucht, bei der also g und m das eine Mal q, und uw, das andere 
Mal g, und » bedeuten. 

Aus denselben kann man nun schon Alles folgern, was in Bezug 
auf die allgemeine Gestalt der Abhingigkeit zwischen uw und ¢, sowie 
m und ¢, an wesentlich scheinenden Ergebnissen auf dem eingeschla- 
genen Wege iiberhaupt erreichbar ist. 

Man gelangt dazu, indem man ¢ aus (1) mittels einer geeigneten 
unteren Grenze fiir den gréssten Werth dieser Zahl entfernt, welcher 
der fiir dieselbe erhaltenen Bedingung ¢> 2zp, geniigt. Und eine 
solche Grenze erhilt man auf Grund des Satzes: 

Solange nur die sonst unbestimmte, ganze oder nicht ganze, Grisse 
y> 2 ist, solange also die Anzahl z der diese Grosse nicht iibersteigenden 
Primzahlen > 0 bleibt, besteht eine Bezichung der Gestalt y* > a¥ (oder 


y’> a, oder auch, wenn log, y den reellen Logarithmus von y nach 
der Grundzahl a bezeichnet, z 2 nes unter a eine gewisse 1 tiber- 


steigende Uonstante verstanden, deren grésster Werth )/2 betriigt, wenn 
die Beziehung bis zur niedrigst-méglichen Grenze y= 2 herab gelten 
soll, und sich durch Erhéhung der unteren Giiltigkeitsgrenze noch 
vergréssern laisst (aber wieder nicht iiber eine gewisse constante Grosse 
hinaus). 

Dieser Satz ergiebt sich zwar schon als leicht ersichtliche Folge- 
rung aus den Tschebischef’schen Untersuchungen iiber die Anzahl 
der Primzahlen zwischen gegebenen Grenzen.*) Da indessen eine ein- 
fachere, unmittelbare Herleitung desselben durch das jenen Unter- 
suchungen zu Grunde liegende Verfahren méglich ist, so mag eine 
solche fiir den Fall, dass dieselbe der Hauptsache nach noch nicht 
schon anderwiirts gegeben sein sollte**), hier noch Platz finden. 





*) Liouville, Journal de math. Serie 1, XVII und J. A. Serret, Hdb. d. 
hdh, Algebra, Bd, II, Th. III, C. IV. 

**) Es ist mir z. B. eine Abhandlung von A. Berger, Upsala 1875, aus der 
ein méglicherweise ihnlich abgeleitetes Ergebniss in den ,,Fortschr. d. Math.“ kurz 
mitgetheilt ist, nicht zuginglich gewesen. 
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Das erwahnte Verfahren beruht auf der ‘leicht beweisbaren 
Gleichheit: 


x = (a)’ 
te)! = [J P[Z]= Pe - Pls] - Pls] Plz] --- Pla, 


in der x eine beliebige positive Grésse bezeichnet, [7]! das Product 
aus 1 und allen positiven ganzen Zahlen <2, P[a] das kleinste ge- 
meinsame Vielfache dieser Zahlen, also das Product aus 1 und allen 
verschiedenen Primzahlpotenzen, welche die héchsten ihrem Werthe 
nach 2 nicht tibersteigenden Potenzen ganzen Grades ihrer Grundzahlen 


darstellen; endlich @) irgend eine positive ganze Zahl > e—l, der 


Art also, dass < 2 ist. 


wi 
Aus dieser Gleichheit folgt augenscheinlich (aa 2(ix) + 1 


>ia—1, weil > 2(f#—1)+1): 


ss _Pevalslelstelaletsl-?| ay]? #, ] 


Z. ; 2(52)+1 | 

a PIS 1-0) SLPS... Pl eas OP - a, 

GP allele tre] ae | 
P| —+— 
i] ee] “bese | 
x x 7 
[=] »[<] "| aChy | 
und also, da der Ausdruck P[z] seiner Bedeutung zufolge immer po- 
sitiv, weil > 1, bleibt und mit wachsendem « nicht abnimmt: 
[v7]! = 
ree 


Setzt man nun fiir x irgend eine 1 tibersteigende ungerade Zahl 
2k -+ 1, so wird: 


[a]! (2k+1)! _ 2.3.4.6. m: yt I 
ee ane 


— oe 


_ 994. 2.8.4.5... 2k. (2k+1) -s 
So atk, kU 








= P{[z] 

















so dass man 


ger < ChE S peek + 1) 


erhiilt. 
Es ist demnach, wenn y irgend eine ganze oder nicht ganze 








QQ. we 
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Zahl > 3 darstellt, und 2k + 1 die grésste ungerade Zahl, die noch 
nicht > y ist, auch: 
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23% < Plyl, 
und um so mehr, da schon 2k -+3> y, also 2k > y — 3 sein soll: 

Qu < Ply); 
welche Beziehung ersichtlich auch bestehen bleibt, wenn y < 3 wird. 

Andererseits ist P[y] seiner Bedeutung nach offenbar keinesfalls 
> y’, wenn z die Anzahl der Primzahlen <y angiebt. Man hat so- 
mit weiter: 
wy} 

und diesem Ergebnisse braucht man nur die Gestalt 


ba ae 
bry 
zu geben, um aus ihm sofort zu erkennen, dass aufwirts von jedem 
beliebig iiber 3 gewihlten Werthe y, von y eine Abhingigkeit der 
behaupteten Art aY<y* besteht, in der also a@ eine 1 — 


8 
a 
Constante bedeutet. Ist ja doch al > a('- wd)” » und 2 ~&> 1, 
wenn y>y > 3. 


Und folglich gilt eine solche Abhingigkeit, insofern dieselbe bei 


positivem y nur besagt, dass y” nicht unter eine gewisse héher als 1 
liegende feste Grenze (a) sinkt, offenbar auch schon von y==2 an auf- 
wirts, der niedrigstméglichen Grenze, weil dem kleinsten Werthe von 


y, bei dem noch ¢ von Null verschieden, und also y¥ > 1 ist, 
(Es ergiebt sich auch leicht, dass //2 der grésste Werth von a 


ist, fiir den die Beziehung y* > aY oder yY >a schon bei allen Wer- 


then von y> 2 stattfindet. Denn bis /2 sinkt ja der Ausdruck y¥ 

wirklich fiir einen dieser Werthe, niimlich y = 2 selbst; wiihrend er 

> V2 bleibt, solange y > 2 ist, wie sich fiir y>6 aus der vorhin 
3 8 £ 

gefundenen Ungleichung o('-3)" < y* oder 2’ ¥ < yy ersehen und 

fiir 6 > y >2 ohne Schwierigkeit besonders feststellen lisst.) 

Die Anwendung auf den vorliegenden Fall ist folgende: Fir den 
gréssten Werth ¢’ der positiven ganzen Zahl z, welcher der Be- 
dingung ¢ > 2¢p, entspricht, hat man, da ja 2zp, mit ¢ wiichst, 

2(2e + 1) pyri > t> 2e'ps, (2) 
unter p, immer die ‘te in der wachsenden Reihe der Primzahlen ver- 
standen. Es ist also die (e’-+-1)te Primzahl p,4:> Eu} und daraus 


37* 
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folgt, dass die Anzahl 2” der die Grosse we nicht tiberschreiten- 


den Primzahlen hiéchstens 2 betragen kann. Fiir diese Anzahl besteht 
nun eee nach dem eben bewiesenen Hiilfssatze unter der Vor- 


aussetzung > 2 eine —— der Gestalt 


2(¢+1) ae 


Gwin >) 2 atrrn, 


in der @ eine gewisse 1 tibersteigende Constante bezeichnet. Unter 
derselben Voraussetzung ist mithin erst — 





Gan) 2 aRerT (3) 


Der Beziehung t>22‘p, zufolge ist aber 





t > 2" 
2@+1) = 741 P? 
bleibt also > 2, solange die positive ganze Zahl 2 > 1 ist; wiihrend 
- g =1 aus wtp <2 ja t <8 folgt. Die Bedingung 
1 WED D > 2 ist demnach sicher erfillt, wenn ¢> 8 ist; da es dann 


eine den Beziehungen (2) entsprechende positive ganze Zahl 2 auch 
immer giebt. Und folglich besteht (3) auch nothwendig unter der 
Voraussetzung ¢ > 8. 

Indem man jetzt, zur Ableitung einer unteren Grenze fiir 2’ aus 
(3), beide Seiten dieser Beziehung in die z’te Potenz erhebt, erhiilt 
man bei dem positiven ganzzahligen Werthe von 2’ und den 1 iber- 
steigenden Werthen von ¢ und a, wenn noch £ eine beliebig iiber 1 
gewiahlte Grésse und logs den nach der Grundzahl 6 genommenen 
reellen Logarithmus bedeutet, re offenbar : 


t 
(en) > at yer 
q” at 
e” logs t > ; t logs a 


tlog,a 
4 logs t 


: t log, a 


22> 





Und damit ist fiir den gréssten der Bedingung ¢>2zp, geniigenden 
Werth 2’ der positiven ganzen Zahl z unter der Voraussetzung ¢ > 8 
eine untere Grenze der Art gefunden, wie sie zur Entfernung von 2 
aus der vorher unter jener Bedingung nachgewiesenen Abhingigkeit (1) 
gesucht wurde. Dass die durch letztere fiir 2° gegebene zweite Be- 


ziehung m > tr" (5) 








el 


ni 


oc 


al 


el 
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ebenfalls immer stattfindet, wenn ¢ > 8 ist, bedarf kaum der Erwab- 
nung, da eben hierzu die Erfiillbarkeit der Bedingung ¢ > 2z'p, 
ausreicht. re 


Die Einfithrung von (4) in (5) giebt nun bei dem 1 tibersteigenden 
Werthe von ¢ und dem positiven der Constanten g (1): 


 logg a 
9V Tlogst 
m>t e’, 


V troeglet*) 
? 


oder: m>t log, ¢ 


1 2 
also, da ja a*“ constant und > 1 ist, wie a selbst (3), und 





log, t = log, t = log:d, 
eine Abhingigkeit der Gestalt: 
i 
m > iV 86 oder m> yo . (6) 


in der b eine gewisse 1 iibersteigende Constante bezeichnet. 

Dieses Ergebniss ist allerdings vorliufig nur mit der Beschrinkung 
t>8 bewiesen. Es ist indessen leicht zu sehen, dass dasselbe so, wie 
es ausgesprochen ist, ohne nihere Bestimmung der Constanten b, auch 
dieser ohnehin unerheblichen Beschrinkung nicht unterworfen ist, son- 
dern nur der durch seine Gestalt selbst erforderten ¢>1. Denn unter 
der letzteren Bedingung ist ja die Bezieliung (6) gleichbedeutend mit 
der sie dann nach 6 lésenden 

(log, m)* 

t ‘ 2b, 
besagt also, wenn von } nur verlangt wird, dass eine 1 itibersteigende 

(log, m)* 

Constante dadurch dargestellt ist, nichts weiter, als dass¢ ‘ um 
einen nicht unbegrenzt klein werdenden positiven Betrag grésser als 
1 bleibt. Und dass dies bei allen tiber 1 liegenden Werthen der 
ganzen Zah] ¢ unterhalb einer beliebig gegebenen festen Grésse der 
Fall, ist unmittelbar ersichtlich, da ja auch m in jeder seiner zwei 
Bedeutungen als Classe oder Grad einer die alternirende ihres Grades 
nicht enthaltenden Gruppe (1) eine 1 iibersteigende ganze Zahl ist. 

Auf diese Weise erhilt man bei der eben erwaihnten Doppelbedeu- 
tung von m den Satz: 

IX. Es giebt Constante b, und b,, grdsser als 1, von der Art, dass 
die Classe u und der Grad n jeder mehr als einmal transitiven, die 
alternirende ihres Grades nicht enthaltenden Substitutionengruppe zu dem 
Transitivitdtsgrade t derselben in den Beziehungen stehen: 
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‘ V t a a 
su>t ! und n>t Me! , 
unter log,t den nach der Grundzahl b genommenen reellen Logarithmus 
von t verstanden. 
(Dass die Werthe der Constanten }, und b, sich erhéhen und also 
vortheilhafter gestalten kénnen, wenn das Bestehen des Satzes erst 


von hdheren unteren Grenzen an verlangt wird, braucht kaum be- 
merkt zu werden.) 


Aus den eben gefundenen Beziehungen lassen sich auch noch 
nach ¢ geléste von ahnlicher Einfachheit ableiten. 

Zu diesem Zwecke mag zuniichst der gemeinsamen Darstellung 
derselben (6) durch reelle Logarithmirung nach der beliebig tiber 
1 gewahlten Grundzahl 6, Quadrirung und Beniitzung der Gleichheit 


log,t .. 
log, t= Se die Gestalt 
(logs m)* > t logs ¢ log, b (7) 
gegeben werden, was ja bei den 1 tibersteigenden Werthen von ¢ und b 
immer méglich ist, und in welcher (durch B=6 sich zu (log, m)* > ¢ log,t 


vereinfachenden) Gestalt die Abhiingigkeit offenbar auch noch fiir t=1 
besteht. 


1 
Nun nimmt z* aufwirts von einer gewissen tiber 1 liegenden 
Grésse (e) von x mit wachsendem x unbegrenzt gegen 1 hin ab. Da 





: x 1 : . 
somit i 7x von -derselben Grenze an mit 2 zunimmt, 
log (=) 


so folgt unter der Voraussetzung, dass ¢ logs ¢ logs b nicht unter diese 
Grenze (e) sinkt, aus (7): 


(log, m)? nag t logs ¢ log, b a 
log, ((log, m)t) = log, (t log, t log, b) ° 
oder, bei dem hier stets positiven Werthe von logs m, 


log, m)2 2log, ¢ log, b 
i =f y = "To erie By , (8) 
Be 8s Ba (t 10g, ¢ log, O) 








Der Quotient von ¢ in der rechten Seite dieser letzteren Beziehung 
bleibt aber hier, wo b sowohl als 6 constant und > 1, ¢ ganz und 
positiv, und ¢ logs ¢ loggb, also auch ¢, > 1 vorauszusetzen ist, tiber 
einer gewissen constanten positiven Grosse, die sich dadurch iiber jeden 
gegebenen Werth erhdhen lisst, dass die beliebig itiber 1 wihlbare 
Grundzahl 6 unter eine diesem Werthe entsprechende constante Grenze 
gegen 1 hin erniedrigt wird. Denn unter jenen Voraussetzungen ist 
ja sowohl log, ¢ logs 6 als auch logs (¢ logs ¢ logs 6) immer positiv; 
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wahrend sich dann der umgekehrte Werth des ganzen Quotienten, 





log, t + log, (log, b logs t) log, ((log, b)* log, ot) 


weil = 2 logs b logs t a Blog,5 + 2 logs b log, ¢ 


- 1 4 log, log, b New log, log, ¢ 
2 Blog, bd ‘log, t t log, t b 2 logs b blog,t 





1 1 
— log, (ogy by'9Re s) log, (cog, t) 180! ) 
2 log, b log, ¢ + 2 logs b : 








1 
nach dem iiber z* Gesagten offenbar innerhalb gewisser nur von B 
und 6 abhingiger Grenzen hilt, deren obere durch Verkleinerung von 
B gegen 1 beliebig gegen 0 erniedrigt werden kann. 











Und ist 
2 log, t log, b 
0<7< log, (flog, flog, b) ” (9) 
so folgt ja bei dem positiven Werthe von ¢ 
l 2 
(108s )” >yt oder (1089 ™) >t (10) 
log, ie = y log, log, m = 


aus (8), und -also aufwirts von einer gewissen Grésse (e) von 
t logs ¢ logs b mit (8) zusammen auch aus (7). 

Da es nun constante, 1 iibersteigende Werthe von } giebt, bei 
welchen (8) in allen Fiillen besteht, in denen ¢ > 0 ist (IX), so ist 
unter den Voraussetzungen, dass ¢ > 0 bleibt, und ¢ log, ¢ logy b bei 
auch nur einem solchen Werthe von } nicht unter eine gewisse feste 
1 iibersteigende Grésse (e) sinkt, auch bei jedem 1 iibersteigenden 
constanten Werthe von # eine constante positive Grenze nachgewiesen, 
zwischen der und 0 der Werth von y, und bei jedem positiven con- 
stanten Werthe von y eine constante iiber 1 liegende Grenze, zwischen 
der und 1 der Werth von # nicht liegen kann, ohne dass eine Ab- 
hingigkeit der Gestalt (10) stattfinden muss. 

Jene Voraussetzungen kommen aber hier darauf hinaus, dass dem 
Werthe von ¢ selbst eine gewisse, 1 tibersteigende, nur von b und £ 
abhiingige und mit 6 gegen 1 hin sinkende untere Grenze gesetzt 
wird, da ja ¢ log, ¢ logs b bei tiber 1 gegebenen Werthen von 6 und 
b oberhalb ¢=1 mit ¢ unbegrenzt und um so rascher wichst, je 
kleiner B ist. Und auf*alle Werthe von ¢ unterhalb irgend einer der- 
artigen Grenze lisst sich néthigenfalls die Giiltigkeit der fraglichen 
Abhiingigkeit bei jedem Werthe der 1 tibersteigenden Constanten 8, 
welcher der offenbar schon durch die Gestalt der Beziehung erforderten 
Bedingung geniigt, kleiner als der kleinste Werth von m zu sein, 
durch Verkleinerung der positiven Constanten y ausdehnen, und bei 
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jedem Werthe der letzteren durch Verkleinerung von £. Denn der 


| 2 
Auedreck _(te™ ce: dem man auch die Gestalt 
logs log, m 


log gm log, m logy m 


log log, m ~ ( Toagm ) 
log \ (logs m) —" 
geben kann, unter #’ irgend eine neue, 1 tibersteigende Grundzahl 
verstanden, bleibt ja einerseits, wenn # fest tiber 1 und unter dem 
kleinsten Werthe der stets mehr als 1 betragenden ganzen Zahl m 
gegeben ist, tiber einer festen positiven Grenze und nimmt anderer- 
seits oberhalb einer gewissen Grésse von logs m nicht nur mit m, son- 
dern auch mit gegen 1 abnehmendem # unbegrenzt zu. 

Es ergiebt sich demnach, wenn man wieder auf die zweifache Be- 
deutung von m zuriickgeht, der Satz: 

X. Es giebt positive Constante y, und y,, und 1 tibersteigende B, 
und B, der Art, dass der Transitivititsgrad keiner Substitutionengruppe, 
welche die alternirende thres Grades nicht enthalten soll, eine der Grenzen 

(logs, u)? aie (logs, mn)? 





71 log, log, w ye logs, logs, n 
tiberschreiten kann, unter u die Classe, unter n den Grad der Gruppe 
verstanden, unter log, den nach der Grundzahl B genommenen reellen 
Logarithmus; und zwar kann in jeder dieser Grenzen irgend eine der 
beiden Constanten B, y bis auf die Beschrinkungen B,<u und B,<n 
beliebig gegeben sein. 

Als eine noch einfacher gestaltete unmittelbare Folgerung dieses 
Satzes erhalt man, indem man y, = y, = 1 wiihlt: 

Es giebt Constante b,’ und b,', grésser als 1, von der Art, dass 
keine Substitutionengruppe, welche die alternirende ihres Grades nicht 
enthalten soll, mehr als 

sos or (ioe; ¥)" _, noch als — 08m *)*_ 
0g, log, u log,,, log, 
mal transitiv sein kann, unter u die Classe, unter n den Grad der 


Gruppe, unter log, den nach der Grundzahl b' genommenen reellen 
Logarithmus verstanden. 


In Bezug auf den Zusammenhang der Constanten von X mit 
denen von IX ergiebt sich dabei Folgendes: ~ 

Nach dem Vorhergehenden folgen die Beziehungen des ersteren 
Satzes (10) aus denen des letzteren (6) oberhalb einer gewissen nur 
von b und # abhiingigen Grésse von ¢ bei allen Werthen der 1 tiber- 
steigenden Constanten b und 6 und der positiven y, welche der Be- 
dingung (9): 
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wis 2 log, t logs b , 
? < Tog, (t log, # log, b) ) 
gentigen. Das Gleiche ist mithin auch bei irgend solchen Werthen 





1 
derselben Constanten, fiir welche noch y < 2loggb, d.h. p< b ist, 
oberhalb einer nur von diesen Werthen abhiingigen Grésse von ¢ der 
Fall. Denn wie die Umkehrung des Ausdruckes rechts in (9) zeigt, 


1 log, (logst log b) 


die ja = gjog,5 + log, t log, b 


1 
gb + 2 ep (loge t logs b)Toeg *T065° ) 


ist, lasst sich dieser Ausdruck bei fest tiber 1 gegebenen Werthen von 
b und B dem Werthe 2log,b durch entsprechende Vergrésserung von 
¢ beliebig weit von unten her niihern, und also auch so weit, dass er 
nicht kleiner als irgend ein noch unter 2log,b fest gewihlter 
Werth y» ist. 

Die fragliche untere Grenze fiir ¢ kann dabei auch durch eine 
ebensolche fiir m ersetzt werden. Soll niimlich ates <# nur 
dann mit (6) vereinbar sein, wenn ¢ = ¢, ist, so ist ja dazu auch er- 
forderlich, dass BE <t, bleibt, womit offenbar eine Grenze 

y log, log, m 
der behaupteten Art fiir m bestimmt ist. 

Ks liisst sich endlich leicht zeigen, dass auch riickwirts der Satz 
IX eine blosse Folge von X ist. 

Denn sobald 6 >1 und die ganze Zahl ¢ > 0 ist, zieht ja die 
Beziehung (10): 

(log, m)? 
y log, loggm = 
die andere: ins 





(log, m)? lo ( (log, m)? 


= ew) > t logs t (11) 


nach sich, da a, und also auch logs(«*) = x logs «, aufwirts von 
x=1 mit x zunimmt. Unter den hier zu machenden Voraussetzungen, 
dass y eine tiber 0, und # eine iiber 1 und unter dem kleinsten 
Werthe der ganzen Zahl m liegende Constante darstellt, bleibt nun 
der Quotient von (logs m)? in der linken Seite von (11), weil gleich 
2 __ Totg(7 To8e Gs *) offenbar unter einer gewissen constanten 
y y logs log, m ’ 

Grenze. Und folglich giebt es dann bei dem positiven Werthe von 


Y logs log, m 


*) log. bezeichnet selbstverstiindlich wieder, wie immer hier, den reellen 
Logarithmus nach der Grundzahl £. 
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(logs m)? constante Werthe y’, wenigstens eben alle diejenigen, welche 
der Bedingung 





lo log, log, m 
ee 
entsprechen, von der Art, dass aus (10) bei allen, 0 tibersteigenden 
Werthen von ¢ auch 
y’ (logs m)? > t logs ¢ 
folgt, oder, da hiernach y’ > 0 sein muss: 


(logs m)? > yt logs t. 
Das ist aber eine Beziehung der behaupteten Art (7), wie man sofort 


erkennt, wenn man durch vo logs & fir die positive Constante y’ 


1 
die 1 tibersteigende b = 6” einfiihrt. 

(Daraus, dass hierbei nur je ein Werth der Constanten 6 und y 
gebraucht wurde, ergiebt sich beilaufig, dass es auch geniigt, die Be- 
ziehungen des Satzes X fiir je einen solchen Werth nachzuweisen, und 
selbst das erst aufwirts von einer noch so hohen festen Grésse von ¢, 
um auf das volle Bestehen dieses Satzes schliessen zu kénnen. Denn 
bis zu derselben Grenze herab, und also, wie friiher gezeigt, auch in 
seinem ganzen Umfange, gilt ja dann eben der Satz IX, aus dem X 
gefolgert wurde, Dasselbe wiirde sich iibrigens auch unmittelbar ohne 
besondere Schwierigkeit darthun lassen.) 

Zugleich ist ersichtlich, dass die Bedingung (12) unter den iiber 
die Constanten 6 und y gemachten Voraussetzungen 6 > 1 und y>0 


zwar durch keinen kleineren constanten Werth von y’ als = oberhalb 


einer noch so hohen Grenze von m bei allen Werthen dieser Zah! er- 
fiillt werden kann, da sich ja die rechte Seite von (12) dem Werthe 


> mit wachsendem m schliesslich unbegrenzt nahert; wohl aber durch 


logs (y logs log, 


y log, log i >O0 ist. Und Letzteres ist ja hier 
3 1086 





7 => oT sobald 


1 
der Fall, wenn y logs logs m>1, oder logy m> BY, oder endlich 
1 


-_ 1 
m > B#” ist. Nun ist hier weiter mit y’ > ; gleichbedeutend b =p", 
wenn wieder =r = logs’ gesetzt wird. Das fiir diesen Fall unter der 


Bedingung (12) gefundene Ergebniss, dass mit der selbstverstindlichen 

Beschrinkung ¢ > 1 die Beziehungen von IX Folgerungen der ent- 

sprechenden von X sind, gilt demnach oberhalb einer gewissen noch unter 
1 


per liegenden Grdsse von m bei allen solchen Werthen der 1 tiber- 
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1 

steigenden Constanten b und f und der positiven y, bei denen b= B?” 
ist. Und aus der Grenze fiir m folgt auch eine derselben Art fir ¢, 
vermége der vorausgesetzten Beziehung (10) selbst, wie bei Beriick- 
sichtigung der Bedeutung von m und ¢ auch vermége des Satzes IX, 
oder schon der einfachen Abhingigkeit m > ?. 

Jeder der Stitze IX und X ist mithin sowohl in dem auf u als 
dem auf n beziiglichen Theile blosse Folge des andern. 

Und zwar giebt es, unter m,b, B, y der Reihe nach das eine Mal 
u, b,, By, ¥;, das andere Mal n, b,, B., 72 verstanden, fiir m wie fiir 
t eine gewisse nur von b, B, y abhdngige Grenze, die nicht iiberschritten 
werden kann, ohne dass 

(logs m)? 


'y log, log, m logy? 
y logs log, m >t aus m>t sp 





1 
bei allen der Bedingung B*” <b geniigenden Werthen der 1 iiberstei- 
genden Constanten b, B und der positiven y folgt; wiihrend wmgekehrt 
oberhalb einer ebensolchen Grenze fiir t, wie bei 1 tibersteigendem Werthe 
1 


von t auch oberhalb einer unter pe” liegenden fiir m, die erste Beziehung 


1 
die eweite bei allen der Bedingung b= B*” entsprechenden Werthen 
derselben Constanten nach sich zieht. 





















Ueber die Zahi der verschiedenen Werthe, die eine Function 
gegebener Buchstaben durch Vertauschung derselben erlangen 
kann. 


Von 


Atrrep Bocuert in Breslau. 


Obgleich der Zeit nach vielleicht die erste der Substitutionstheorie, 
ist die Frage nach der Zahl der verschiedenen Werthe, die eine 
Function gegebener Buchstaben durch Vertauschung derselben erhalten 
kann, verhiltnissmiissig doch noch nicht weit geférdert. Die letzten 
wesentlichen Fortschritte sind wohl auch in dieser Richtung der Theorie 
Herrn Camille Jordan zu verdanken, insofern dieselben durch die 
beiden von ihm gefundenen Siitze dargestellt werden: 

Ist die Gruppe einer mehr als zweiwerthigen transitiven Function 
von » Buchstaben primitiv, so ist die Werthezahl der Function ein 


Vielfaches des Productes aller Primzahlen, die kleiner als on sind. 


Welche noch so grosse ganze Zahl auch k sein mége, immer 
giebt es eine nur von k abhiingige Grenze fiir m, oberhalb deren die 
Werthezahl einer Function von » Buchstaben geringer sein muss, wenn 
die Function in » — & derselben alternirend oder symmetrisch ist, als 
wenn sie diese Eigenschaft nicht besitzt.*) 

Ich bin nun, ohne mich dabei auf viel mehr als die ersten Grund- 
lagen der Substitutionstheorie zu stiitzen, zu einigen bedeutend weiter 
reichenden Siitzen gelangt, von denen ich hier zuniichst den nach- 
stehenden ableiten will: 


Wird eine Function in n Buchstaben durch jeden Cyklus dritter 
Ordnung getindert (oder, was ja Dasselbe sagt, ist die Function in 
keiner Anzahl von mehr als zwei der n Buchstaben alternirend oder 


symmetrisch), so giebt es unter diesen Buchstaben immer n — [ ; n|, 


durch deren Vertauschung wuntereinander, allein die Function schon 


*) C. Jordan, Traité des Substitutions, 1870, S. 68 und 664. 
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(n r fz n})! =1-2..-.- (n _ (+ n]) verschiedene Werthe erlangt, 
unter [z n| die grisste + n nicht dibersteigende ganze Zahl, das Ganze 


1 
von = n, verstanden. 


Und zwar erbalte ich diesen Satz als Folgerung des anderen: 


Sind irgend n Buchstaben und eine Substitutionengruppe gegeben, 
und wird aus den n Buchstaben eine Anzahl, etwa von x, der Art 
herausgegriffen, dass sich in der gegebenen Gruppe keine auf die heraus- 
gegriffenen x Buchstaben beschrinkte Substitution ausser der identischen 
findet, und iiberdies unter den gegebenen n Buchstaben keine andere 
Anzahl dieser Eigenschaft, welche die herausgegriffene vollstindig ent- 
hélt, so kann auch in den tibrigen n — x der n Buchstaben keine von 
der identischen verschiedene Substitution zur gegebenen Gruppe gehdren, 
wenn die letetere nicht Cyklen dritter Ordnung in den n Buchstaben 
aufweisen soll. 


Die Bestimmungen ,,in gegebenen » Buchstaben“ oder ,,auf solche 
beschrankt“, von einer Substitution gebraucht, sollen dabei selbst- 
verstindlich nur besagen, dass dieselbe keine andern Buchstaben ver- 
tauscht, und Nichts dariiber festsetzen, mit wie vielen der gegebenen 
sie dies thut; zum Unterschiede davon, dass als Substitution von ge- 
gebenen » Buchstaben derjenige besondere Fall einer Substitution in 
denselben bezeichnet wird, in welchem die letzteren auch wirklich 
alle vertauscht werden. ; 

Ebenso braucht kaum bemerkt zu werden, dass man unter der 
»Gruppe einer Function in gegebenen m Buchstaben“ die Gruppe aller 
die Function nicht indernden Substitutionen in diesen Buchstaben zu 
verstehen hat; unter ,,Werthen der Function in den » Buchstaben“ 
solche, welche die Function schon allein durch Vertauschung dieser 
Buchstaben untereinander erlangt. 


I. 


Der Umstand, dass die Werthezahl einer Function in 2 Buch- 
staben am gréssten und zugleich von bekannter Grosse ist, nimlich 
=z! =—1.2...a (der Zahl aller verschiedenen Reihenfolgen der 
x Buchstaben), wenn sich die Gruppe der Function in denselben auf 
die identische Substitution beschriinkt, d. h. wenn die x Buchstaben 
fiir sich allein ohne Aenderung der Function iiberhaupt nicht ver- 
tauschbar sind, fihrt auf den Gedanken, zur Ermittelung unterer 
Grenzen fiir die Werthezahl einer Function in gegebenen Buchstaben 
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die grésste Anzahl unter letzteren zu suchen, welche der eben an- 
gegebenen Bedingung geniigt. 

Diese Bedingung lasst sich offenbar auch so aussprechen, dass 
keine auf die gesuchten Buchstaben beschriinkte Substitution ausser 
der identischen der Gruppe der Function in irgendwelchen die ge- 
gebenen und damit auch die gesuchten simmtlich enthaltenden Buch- 
staben angehdren soll; einer Gruppe, die ja, solange tiber die Function 
Nichts bestimmt ist, beliebig gegeben sein kann, auch hinsichtlich 
der von ihr vertauschten Buchstaben; wenngleich hier von derselben 
immer nur die Untergruppe der Substitutionen in den gegebenen Buch- 
staben selbst wirklich in Betracht kommt. 

Eine Anzahl von Buchstaben, die in dieser Beziehung zu einer 
Substitutionengruppe stehen, d. h. wenn tiberhaupt, nur mit einem 
oder mehreren anderen zusammen durch die Substitutionen der Gruppe 
vertauscht werden, mag dementsprechend auch kiirzer als ,,fiir sich allein 
durch die Gruppe nicht vertauschbare Anzahl oder Zusammenstellung“ 
bezeichnet werden. 

Es seien nun » Buchstaben und eine Substitutionengruppe beliebig 
gegeben. Dann ist zunichst klar, dass es in diesen Buchstaben immer 
Zusammenstellungen giebt, die in Bezug auf die gegebene Gruppe von 
der bezeichneten Eigenschaft sind. Denn als eine solche Zusammen- 
stellung ist ja nach dem Begriffe derselben schon jeder beliebige 
einzelne Buchstabe in Bezug auf jede beliebige Substitutionengruppe 
anzusehen. Es muss sich also unter den gegebenen Buchstaben auch 
immer eine fiir sich allein durch die gegebene Gruppe nicht vertausch- 
bare Anzahl von der besonderen Art finden, dass unter allen andern 
solchen in diesen Buchstaben méglichen Zusammenstellungen, wenn 
iiberhaupt noch eine gréssere, wenigstens keine mehr vorhanden ist, 
welche die fragliche ganz enthilt. 

Denkt man sich eine Zusammenstellung dieser Art herausgegriffen, 
und besteht dieselbe aus x Buchstaben, so bilden diese x der Voraus- 
setzung zufolge schon mit jedem einzelnen der iibrigen m — x ge- 
gebenen Buchstaben, falls die Zahl derselben iiberhaupt noch grdésser 
als Null ist, eine Anzahl von z+ 1, welche die Kigenschaft, fiir sich 
allein durch die gegebene Gruppe unvertauschbar zu sein, nicht mehr 
besitzt. Das heisst also, es findet sich fiir jeden dieser iibrigen n — x 
Buchstaben in der Gruppe mindestens eine von der identischen ver- 
schiedene Substitution, die auf ihn und die herausgegriffenen x be- 
schrankt ist, und somit von jenen » — x hochstens diesen einen ver- 
tauscht. Diesen aber auch nothwendig, da sie ja sonst sogar auf die 
herausgegriffenen x beschrinkt sein wiirde, welche doch fiir sich allein 
durch die gegebene Gruppe nicht vertauschbar sein sollen. Und folglich 
giebt es insbesondere fiir jeden Buchstaben, der von irgendeiner auf 
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jene n — x beschrinkten Substitution vertauscht wird , in dieser Gruppe 
wenigstens eine andere Substitution, die von allen durch die ersteren 
vertauschten Buchstaben gerade nur diesen einen gleichfalls vertauscht, 
wahrend alle tibrigen von ihr betroffenen Buchstaben zu den heraus- 
gegriffenen x gehoren. 

Haben aber zwei Substitutionen einen und nur einen der von 
ihnen vertauschten Buchstaben gemein, so finden sich unter den 
blossen Zusammensetzungen dieser Substitutionen mit sich selbst und 
einander, und also in jeder Gruppe, der beide angehdren, Cyklen 
dritter Ordnung (worunter immer solche, die den gemeinsamen 
Buchstaben und ausserdem noch einen aus jeder der zwei Sub- 
stitutionen vertauschen). 

Denn wird von solchen zwei Substitutionen, S, und S,, die eine, 
etwa S,, durch die andere transformirt, (S, in den Buchstaben von S, 
ausgefiihrt), so ergiebt sich ja eine Substitution S,’, die sich von der 
urspringlichen, S,, nur dadurch unterscheidet, dass in ihr an Stelle 
des einzigen gemeinsamen Buchstaben der gegebenen zwei Substitu- 
tionen, c, derjenige, b, steht, der von der transformirenden, S,, dafiir 
gesetzt wird. Anders als die urspriingliche Substitution, S,, ersetzt 
also die neue, S,’, drei und nur drei Buchstaben: nimlich ausser den 
eben bezeichneten zwei, deren jeder nur von einer der zwei Substitu- 
tionen vertauscht wird, noch den einen durch beide vertauschten, a, 
av dessen Stelle die Substitutionen jene zwei verschiedenen Buchstaben, 
b und c, bringen. Und folglich sind es von allen Buchstaben auch 
nur diese drei, a, b,c, bei denen die durch irgendeine der zwei Sub- 
stitutionen, S, oder S,', bewirkten Ersetzungen durch die umgekehrte 
der andern nicht riickgingig gemacht werden, oder die nicht iiber- 
haupt beidemal unvertauscht bleiben. Das heisst aber, das Ergebniss 
einer solchen Substitutionenfolge, S,S,—! oder §S,'S,-', ist eine 
Vertauschung von drei und nur drei Buchstaben, eben jener drei, 
und also, als einzig mégliche Art einer solchen Vertauschung, ein 
Cyklus dritter Ordnung in diesen Buchstaben. 

Nun ist die Umkehrung S-' einer Substitution S einer Potenz 
der letzteren gleich, und das Ergebniss der Transformation einer Sub- 
stitution S, durch eine andere 8,, S,', —S,-'8,S,. Jene Substitutionen- 
folgen, S,S,'—! und S,’S,—, stellen sich demnach als blosse Zusammen- 
setzungen der gegebenen zwei Substitutionen S, und S, mit sich 
selbst und einander dar. Und damit ist die Behauptung offenbar 
erwiesen. 

Kurz angedeutet, in der bekannten Bezeichnungsweise, bei welcher 
der ersetzende Buchstabe unter dem zu ersetzenden steht, und Zu- 
sammensetzungen von Substitutionen von links nach rechts auszu- 
fiihren sind: 
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2 ia “ong 
* hans ai.. @z" 8, Beh... ¥) ' 
Db, G, Gy ..- Gx 


, 
, , , , = §,', 
a, b, a, a 


ee... ei oe. cb,’ a 
8,5, = ( 1 4% Gr 1 4, ) 1 '\=(cb,'a), 


GC Gy... @z/ \b,' a, Gp... Gx/ ~—\B,'a, € 


b, — lu) eee b,’ 
8= (C5. es me ie we = (by ¢a,). 


, , 
@, 0,’ a, ...a@s/\C¢ @, Gy ... Gx ce a, b,’ 


8;18,8, = ( 


Das giebt nun, auf den vorliegenden Fall angewendet, offenbar 
sofort den Satz: 


1. Sind irgendwelche Buchstaben und eine Substitutionengruppe 
gegeben, und wird, was immer méiglich ist, aus jenen gegebenen Buch- 
staben eine Anzahl der Art herausgegriffen, dass sich in der gegebenen 
Gruppe keine auf die herausgegriffenen Buchstaben beschréinkte Sub- 
stitution ausser der identischen findet, und iiberdies unter den gegebenen 
Buchstaben keine andere Anzahl derselben Eigenschaft, welche die heraus- 
gegriffene volistiindig enthalt, so kann auch in den etwa noch iibrigen 
dieser Buchstaben keine von der identischen verschiedene Substitution 
zur gegebenen Gruppe gehdren, wenn die letztere nicht Cyklen dritter 
Ordnung in den gegebenen Buchstaben aufweisen soll (mittels deren sich 
jeder von der Substitution vertauschte Buchstabe durch einen der heraus- 
gegriffenen ersetzen lisst). 


Daraus folgt aber, da ja von zwei Zahlen, die eine gegebene 
Summe haben sollen, wie hier die Anzahlen der herausgegriffenen 
und der noch iibrigen gegebenen Buchstaben, nicht jede kleiner als 
die Hilfte dieser Summe sein kann: 


2. Aus irgend n Buchstaben, in denen eine Substitutionengruppe 
keinen Cyklus dritter Ordnung enthalten soll, muss sich eine An- 


zahl von mindestens ; nm herausgreifen lassen, in der iiberhaupt keine 


Substitution ausser der identischen zur Gruppe gehdrt, die also fiir sich 
allein durch die Gruppe nicht vertauschbar ist. 


Nun erlangt, wie gesagt, eine Function durch Vertauschung 
solcher x Buchstaben untereinander, in denen keine Substitution ausser 
der identischen ihrer Gruppe angehért, die also fiir sich allein ohne 
Aenderung der Function nicht vertauschbar sind, 2! = 1-2.--a 
verschiedene Werthe. Und die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner 
als die Halfte einer gegebenen ist, ergiebt sich offenbar auch dadurch, 
dass von dieser letzteren selbst die grésste die Hiilfte nicht iiber- 
steigende abgezogen wird. Indem man also zur gegebenen Gruppe 
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insbesondere diejenige einer Function in den gegebenen m oder sonst 
irgend welchen die letzteren siimmtlich umfassenden Buchstaben wihlt, 
erhilt man weiter als Folgerung des Satzes 2: 


I. Soll eine Function in n Buchstaben durch jeden Cyklus dritter 
Ordnung getindert werden, so muss es unter denselben immer n — [- n| 
geben von der Art, dass schon durch Vertauschung dieser unter ecin- 


ander die Function ( — [z n})! =]-2.-.- (n _ [z n}) verschiedene 


Werthe erlangt, unter [2 n| die grisste a n nicht tibersteigende ganze 


1 
Zahl, das Ganze von | n, verstanden. 


Solche Buchstaben unter irgendwie gegebenen, die tiberhaupt von 
keiner auf die letzteren beschriinkten Substitution einer gegebenen 
Gruppe betroffen werden, setzen selbstverstiindlich mit jeder fiir sich 
allein durch diese Gruppe nicht vertauschbaren Anzahl der gegebenen 
Buchstaben wieder eine derartige Anzahl zusammen. 

Soll demnach eine aus irgendwelchen gegebenen (n) Buchstaben 
herauszugreifende, fiir sich allein durch irgend eine gegebene Gruppe 
nicht vertauschbare Anzahl (x,) der besonderen Bedingung geniigen, 
dass es unter jenen Buchstaben keine gréssere Anzahl dieser Art, oder 
auch nur keine andere die herauszugreifende vollstiindig enthaltende 
der gleichen Eigenschaft giebt, so muss sie alle diejenigen der ge- 
gebenen Buchstaben umfassen, die von den auf die letzteren be- 
schriinkten Substitutionen der gegebenen Gruppe tiberhaupt nicht be- 
troffen werden, und ihre iibrigen Buchstaben miissen zur Gesammtheit 
der von diesen Substitutionen vertauschten (g) offenbar in derselben 
Beziehung stehen, wie der Annahme gemiiss die ganze fragliche Anzahl 
zur Gesammtheit der gegebenen Buchstaben tiberhaupt; d. h. sie miissen 
ebenfalls eine daraus entnommene, fiir sich allein durch die gegebene 
Gruppe nicht vertauschbare Anzahl (x,) der besonderen Art darstellen, 
dass sich keine gréssere, bzw. keine andere sie vollstiindig enthaltende 
dieser Kigenschaft herausgreifen lisst. (4%, —m"—g-+ a, oder 
Ln — Ly = Nn — G.) 

Zugleich ergiebt sich zwar wieder eine Folgerung in Bezug auf 
die Werthezahl einer Function in » Buchstaben, niimlich dass diese 
Zahl nicht kleiner als (n — g + 2,)! ist, wenn g die Zahl derjenigen 
Buchstaben bezeichnet, welche durch die Gruppe der Function in den 
fraglichen n wirklich vertauscht werden, also den Grad dieser Gruppe, 
und a, irgendwelche fiir sich allein durch dieselbe Gruppe unvertausch- 
bare Anzahl unter diesen g Buchstaben; da eben dann n — g + 2, 
eine Anzahl der gleichen Art unter allen  angiebt. 

Mathematische Annalen, X XXIII. 38 
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Indessen lisst sich ja der Zusammenhang zwischen der Werthe- 
zahl v, einer Function in » Buchstaben und dem Grade g ihrer Gruppe 
in denselben auch ganz genau ausdriicken. Denn da die letztere auch 
schon in den g von ihr vertauschten Buchstaben Gruppe der Function 


ist, so wird ihre Ordnung nicht nur durch =, sondern auch durch 
£ dargestellt, wenn v, die Werthezahl der Function in jenen g Buch- 
g 


staben bezeichnet, Und folglich ist Le oder ¥, = Bod Vy; Wworaus 
% Vn g! 


n! 


man bei der angegebenen Bedeutung von x, insbesondere v, >-—~ x,! 


erhilt, eine untere Grenze, die offenbar genauer ist, als die vorhin 
erhaltene v, > (n — g + 2)! 


Breslau, im August 1888. 





























Zur Bildung allgemeiner o- Functionen. 
Von 


A. Krazer in Wiirzburg. 


(Auszug eines Briefes an Herrn F. Klein in Géttingen.) 





In Ihren Arbeiten im 27'" und 32!" Bande der Annalen haben 
Sie an die Stelle des Systems der 2°” hyperelliptischen Thetafunctionen 
mit p Variablen ein System von 2?” Functionen gesetzt, die sich bei 
unimodularer linearer Transformation der Perioden ohne hinzutretende 
' Factoren permutiren. Im Anschlusse daran habe ich nun die Bildung 
solecher Functionen aus allgemeinen p-fach unendlichen Thetareihen 
mit beliebigen Charakteristiken, von der Formel fiir die lineare Trans- 
formation der Thetafunctionen ausgehend, durchgefiihrt, und ich er- 
laube mir, Ihnen hiermit meine diesbéziiglichen Resultate mitzutheilen. 

Charakterisiren die 4p? ganzen Zahlen: 





Gy, +++ Grp | By +++ Bip 

yi +++ Opp | Bpr - ++ Bpp 

Yuncc* Yip | Oy s+ Op 
‘ 

Yo1*** Ypp| Opi +++ Opp 











eine lineare Transformation, so gentigen sie fiir jedes u und pw’ von | 
bis p den Relationen: 


y (Gen Yeu — Gon’ Yeu) = 9, = (Beu Seu — Beu' Pou) = 9, 


0, wenn uw’ 2m 
l D (Hen Seu’ — Yeu Bew) = ys < ly 
a 1, wenn w —4a, 
oder den damit ‘iquivalenten: 
38* 
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b>» (Gus Bu'e — Ayes Bue) = 0, = (Yue Ou'e — Vu'e Due) =0, 


. 
= (Gus Oy'e — Bue Vu'e) = 0, wenn w <e, 
‘ 1, wenn wu —u. 


Setzt man dann: 
Aur = Gy ba) + Dd Breue, Buy = Yru tit SY Ove due 


(u,v =1,2, - e+, p) 


und bezeichnet mit A(A) den stets von Null verschiedenen Werth der 
aus den p? Groéssen A gebildeten Determinante 2 + A,,;A,. --~ App, 
mit Ay, aber die zu dem Elemente A,» gehérige Unterdeterminante 
p — 1' Grades dieser Determinante, so besteht fiir irgend eine Theta- 
function: 


— @, +, + @ PIP TT (™ut9n) (My tp’) t2 DD (MutIu) (“urn wi) 
o (% ((1))a a > e” “ “ 
My") My 
die Gleichung: 
ES vv' vy’ k 
(1) a [3] ((u))a=fe ” a (*| ((e))o, 


bei der fiir jedes uw, v und v’ von 1 bis p: 
at 4 1 
v= Aiay 2a Avvtus ty, = ao 2 Aneto, 
mt = 
by — “A(A) pa Ae» Bey, 


k= ps (Gy ee = Brele + : GyeBye), 


l, = > (— Yrvede -l- Ovehe + + YreOve), 


1 
Cy = (xi pa By Ae 


ist, der Factor f aber eine von den Variablen uw, v unabhiingige Grisse 
vertritt, der in dem Falle, dass die Determinante 2 +- B,,B..-+- Bop 
einen von Null verschiedenen Werth hat, die Form: 








— 


rl 
 Pewnepmmnice cere oo ee 











~>-- 
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A ae - 


A(A) 


PIP IPH: valve Ie Ie —2¥vebve Tabet By adva hg he!) ti— 3) S(AveIe—Pyete) Sve Ive ti 
><e' e” es = 


1 a 
~ ig BLTP UI nD eve bor T ee Bre FE Bevebivre Boe Oy ' mi 
><e By von 2 F ; 


1 2s ten lina Cuen’ PEs Zievebve tu 
<< € . 
Ci Op 


gegeben werden kann, wobei A, den von Null verschiedenen Werth 
der Determinante S++ B,,8,.-+*Bpp, Ag den absoluten Werth von Ag, 
Bu» aber die zu dem Elemente £,, gehdrige Unterdeterminante p— 1' 
Grades dieser Determinante bezeichnet, und wobei endlich die im An- 
fange stehende Wurzel so auszuziehen ist, dass ihr reeller Theil 
positiv wird, 

Differenzirt man die aus (1) durch Logarithmirung folgende 
Gleichung: 


log 9 [9] (ua = log f — DY crv eyey + log OF] (o)) 
zuerst partiell nach v; und sodann partiell nach a, indem man unter i 


und ebenso unter & irgend eine der Zahlen 1,2,..., p versteht, und 
beachtet, dass wegen: 


bu, 1 Ou, 1 
Fa at Meee Gy ae Mees 
a log o[ 2] ((w), aloga[f|(W. ou, 
—_— "a é a _—) oo 
“ 
1 0 log + [| (a 
14° = 


“ 
und daher weiter: 


* log #| {| (wa log 171M), au, 
_—_ i % = = ca ed H My 


ov, ¢ Or% 





Ou du, Hi Ou, 


a log o[f £] 
=(3) on Oty il — Aus Aye 


ist, so erhilt man sofort die fiir jedes i und k& von 1 bis p geltende 
Gleichung: 
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(2) (2) 2 2 : mh ion AuiAys 


é log o|f | ((2)), 
00; OY ; 





= — 2¢.+ 





Diese Gleichung gilt fiir beliebige Weiche der Charakteristikenelemente 
g, h, und nach getroffener Wahl der Charakteristik fiir alle Werthe 


der Variablen uw, fiir welche die gewihlte Function @ H ((t))a nicht 


verschwindet; die zugehérigen Werthe der Gréssen k,1,v sind stets 
mit Hiilfe der oben angeschriebenen Gleichungen zu berechnen. 

Es seien jetzt m Systeme von Werthen g, h, u, die mit g®, hl, u®, 
4=1,2,---+,m, bezeichnet werden mégen, so ausgewiiblt, dass die 


(2) 
m ihnen entsprechenden Werthe 9 [2% | ((u®))), siimmtlich von Null 


verschieden sind. Fiihrt man dann diese m Werthesysteme der Reihe 
nach an Stelle von g,h,w in die Gleichung (2) ein, indem man zu- 
gleich die zu g™, h®, uw) gehdrigen Werthe der Grissen k, 1, v 
mit k4, 14, vf) beseichnet, multipliciné fiir 4=1,2,---, m die 
A'e der entstehenden Gleichungen mit ma, indem man unter 7,, 2, - « +, %m 
m Gréssen versteht, welche der Bedingung », +», +---+ m, = 1 
geniigen, und addirt die m so gebildeten Gleichungen zu einander, so 
erhiilt man die neue Gleichung: 


(4) 
é log @ Fal ((u))a 


(3) (=Y 2 m >’ zz Ful au) Aui Aw 
a # a 


a tog 0 [ay] ((o™)) 
= 2c; % + a Na vl”) (4) By(4) ae 
4 


@ log @ [4a] ((u))a # log & t a] ((o))o 


(A) 9 9,(4) ’ Q@aia) 
Ou, Ou, Ov,” Ou, 








wobei mit: 





die Werthe bezeichnet sind, die aus: 


2 g® k 
@ log @ [sa ((4))q 6° log & [ia] ((v My 
Oy OM, , 80; 0% 





hervorgehen, wenn man darin nach geschehener Differentiation 
fiir jedes ¢ von 1 bis p: 


a a 
u, = uy, % = 0, 


setzt. 
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Multiplicirt man jetzt die Gleichung (3) links und rechts mit 
%; U%, Summirt sodann tiber ¢ und k von 1 bis p und beachtet, dass: 


1 1 
ee i ey Se DD Awe = tty 
é k 
ist, so erhailt man die Gleichung: 


a log wif a) (wu! Ma 


at log @ re ((v)) 


wi —3g > neat “ = S 2 av av V6 Ue, 
é k 


und aus ihr sofort die weitere: 





a 
2 logo [ a | ((u()), 
oma a>: One aud My Uy! 


(5) e 
e tog9| * a) ((of4))), 


DHwor 7 RVS—G weg 


=€ 








Aus den Gleichungen (1) und (5) folgt aber, indem man ihre 
linken und ihre rechten Seiten mit einander multiplicirt, die Gleichung: 


a toe 9| 2 a ((u(4))), 
Ou OF eu) peti. 





fe Me 


-;2"2z> 
(6) of] (w)ae di 


-7u"y 
=o ((v))oe ror 


Das Product: 


arog 9| May | Co), 


eae 
Bell) Belt) 


vv 


, a log 59[ Z| ((ul4)), 
-5a" >> - au 9 (Ce 
2 aa Mu 


PLE] de = 0 [2] (uae 


ist daher eine Function, welche bei linearer Transformation, der 
aus (6) sich ergebenden Gleichung: 


G P[2] wa = £P[*| 


zufolge, nur unter Erlangung eines von den Variablen wu freien Factors f 
in die entsprechende Function: 
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efioon=of]oone F? 
iibergeht. Die Function P [2] ((u))q enthilt die Gréssen 


2) (a) (a) a = 1,2,-°°, m 
n,, g®, h®, ul, ( 
a> Su “ “ w=1,2,--+p 


als Parameter, iiber die im Rahmen der oben fiir sie aufgestellten 
Bedingungen frei verfiigt werden kann. 


Entspricht die Function P [2] ((#))q einem bestimmten zulissigen 
Werthesysteme der Parameter n,, 92, h®, ui) , und bezeichnet man 
die einem anderen solchen Werthesysteme m}, g\”), Wi, wi ent- 
sprechende Function mit P’ [2] ((w))a, die zu dieser gehdrige Function 


P [* ((v))» aber mit P’ [* ((v))», so ist auch: 


, . , k 
®) P’[2] (ue = FP’ [F] 
da der Factor f zwar von den Werthen der Charakteristikenelemente 
g,h, nicht aber von den Werthen der genannten Parameter abhiingt. 
Man bezeichne nun mit w,=—4,, uw, = uy), - - +, Up =u, ein 
Werthesystem, fiir welches o{2] ((u))4 und daher auch P’ [2] ((t))a 


einen von Null verschiedenen Werth besitzt, fiihre diese Werthe an 
Stelle der Gréssen uw in die Gleichung (8) ein, und bezeichne die 
ihnen entsprechenden Werthe der Variablen v mit v,, v,, - - +, v,; 
es wird dann aus (8) die Gleichung: 


’ , —prfk 
(8) P’ [2] (w= 7B’ [F] (oe, 
und man erhilt endlich, indem man linke und rechte Seite der 
Gleichung (8) durch linke und rechte Seite der Gleichung (8’) theilt, 


die Gleichung: 
Pt}. PEF] @, 
P[Z]@™, PLE] @, 


P{f](w, 


(9) 
Der Quotient: 





@[2| (uw). = 


a 
P [Z| (uw), 

ist daher eine Function, welche bei linearer Transformation, der 
aus (9) sich ergebenden Gleichung: 
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(10) a2] or = @ [7] 


zufolge ohue Erlangung eines Factors in die entsprechende Function: 


eff]@n= B. [TJ] 


P*[T] 


Man betrachte jetzt, indem man unter m eine beliebige positive 
ganze Zahl versteht, das System der (2”)?? Thetafunctionen, die aus 


o[2| ((w))e hervorgehen, wenn man darin fiir die Charakteristik 
é 





iibergeht. — 


[2] der Reihe nach die (2mn)*? zur Zahl 2n gehdrigen Normal- 


charakteristiken, d. h, diejenigen (2m)*” Charakteristiken setzt, die 
man aus: 





ba Ep 
2n 2n 
, 
é r ep 
2n 2n 


dadurch erhilt, dass man an Stelle des Systems der 2p Buchstaben 
Et) ***y Epy &'y °°) & die (2m)*” Variationen der Elemente 0, 1,---,2%—1 
zur 2p'® Classe mit Wiederholung treten lisst. Ersetzt man dann 


eine jede dieser (2m)*? Functionen o[2] ((u)), mit Hilfe der auf 


irgend eine lineare Transformation T sich beziehenden Formel (1) 
durch den ihr gleichen Ausdruck: 


— DS) ea' % k 
fe * o[F] (on, 
schreibt hierauf allenthalben wieder w statt v, @ statt b und reducirt 
auch, wenn es néthig ist, die Charakteristik [*] mit Hiilfe der Formel: 
es ol 2 aha ay 24 
of PR] (ole ee] @e 


in der die x, 4 die gréssten in den k, 1 beziehlich enthaltenen ganzen 
Zahlen bezeichnen, auf die ihr congruente Normalcharakteristik, so 


kann man, da dann an Stelle der Functionen @ H ((v)),» wieder die 


simmtlichen (2m)?” Functionen o|? ] ((w))e, von denen man aus- 
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gegangen, nur in anderer Reihenfolge treten, sagen, dass die (22)?? 


oben definirten Functionen @ [3] ((u))q durch die Anwendung einer 
linearen Transformation T sich unter Hinzutritt von Factoren per- 
mutiren. 

Der hiebei zu irgend einer Function o[?] ((u))a hinzutretende 


Factor besteht nun aus zwei Theilen, von denen der eine von den 
Variablen der Thetafunction unabhiingig ist, aber mit der Charak- 
teristik derselben sich iindert, der andere dagegen eine Function der 
Variablen w ist, aber fiir alle (2”)?? Thetafunctionen denselben Werth 
besitzt, und man kann mit Hiilfe der oben angestellten Unter- 


suchungen zuniichst die (2)? Fuuctionen @ [3] ((u)). auf verschiedene 


Weisen durch (2n)?” Functionen P [3] ((u))a ersetzen, welche sich 


bei allen linearen Transformationen oder bei einer bestimmten Gruppe 
derselben nur unter Hinzutritt der von den Variablen uw unab- 


2ni Dk, dy 
hingigen Factoren t-f, t=e “ » permutiren. Folgt man da- 
bei der von Ihnen angewandten Methode, so wird man in der die 
Function P|?) ((u))a definirenden Gleichung m gleich der Anzahl der 


fiir das Argumentensystem (0) nicht verschwindenden Functionen 


a [2] ((w))a wihlen, entsprechend an Stelle der Charakteristiken 


(4) 
wil 4=1,2,--+, m, die m Charakteristiken dieser Thetafunc- 
tionen treten lassen, ferner alle Gréssen 


u® — 0 und fy = My + a Hy 
setzen. Die so definirten (2m)?? Functionen P|?] ((«))a permutiren 


sich dann nur unter Hinzutritt der von den w unabhiingigen Factoren t/ 
bei der Gruppe jener linearen Transformationen, bei denen sich die 
fiir (w)= (0) nicht verschwindenden und ebenso die fiir (w) = (0) 
verschwindenden Thetafunctionen unter sich umsetzen; fiir allgemeine 
Thetafunctionen umfasst diese Gruppe alle linearen Transformationen 
iiberhaupt. 


An die Stelle der m fiir (w) = (0) nicht verschwindenden Func- 
tionen P [3] ((4)), kann man nun endlich leicht ein System von 


m Functionen @Q [2] ((u))q setzen, die sich bei der genannten Gruppe 
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linearer Transformationen ohne Hinzutritt von Factoren permutiren; 
man braucht zu dem Ende nur in der Definitionsgleichung der 


Function e(2| ((u))q alle Gréssen uw — 0 zu setzen, wodurch dann 
Pp’ [3] ((w))a, einerlei welche Werthe die Payameter M2, Jr» hi, (4) 


besitzen, in @ [3] ((0))e iibergeht. — 


Wiirzburg, im October 1888. 














Sur la réduction de certaines intégrales abéliennes & la 
forme normale. 


Par 
J. Praszycxi 4 Pétersbourg. 


1. Dans une note, insérée dans le Bulletin des Sciences mathé- 
matiques (1883), M. Hermite a montré que la réduction de linté- 
grale hyperelliptique & la forme normale peut étre effectuée a l'aide 
de seules opérations arithmétiques*). 

Dans la note présente, je me propose de montrer que ce résultat 
s’étend a l’intégrale plus générale, savoir 4 l’intégrale qui dépend d’une 
racine quelconque d’un polyndme entier. 

Une telle iutégrale, comme on sait, se réduit aux intégrales de 


la forme 
Pda 
m— ? 
J QVR 


ot P, Y sont des fonctions entitres de x et 
R= (4% — a,)™(@ — a,)™ +++ (©& — ag)”, 


G;, Gy, --, a étant des nombres différents, m, m,, m, ... ma des 
nombres entiers positifs tels que leur plus grand commun diviseur est 
1 et n;< m. En vertu de cela, je ne m’occuperai ici que de 
la réduction de l'intégrale derniére. 

2. La propriété annoncée & légard de cette réduction résulte 
immédiatement des formules pour la réduction des intégrales 


at da — a 
m— ? m,— 
VR (@ — bv" VR 


*) Anmerkung. Diese Untersuchungen hat neuerdings auch Herr Pick in 
einem Aufsatze ,,Ueber die Reduction hyperelliptischer Differentiale in rationaler 
Form“ (diese Annalen Bad. 32, pg. 443) durchgefiihrt, ohne — wie er uns mit- 
zutheilen bittet — von der Hermite’schen Arbeit, mit welcher die seine in 
wesentlichen Punkten iibereinstimmt, Kenntniss gehabt zu haben. 


Die Redaction. 
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aux intégrales normales de premiére, de seconde et de troisieme espéce; 
ces formules appartiennent 4 Abel, et se trouvent dans son Mémoire 
posthume (Oeuvres compl., 2 ed., t. II, p. 210—213). Nous allons 
d’abord présenter ces formules dans une forme la plus commode pour 
notre but. 


3. En différentiant l’expression 


et = "2 


m ~s t— 
x» (2% — a,) (a -— ay) -++(@—a) ", 
on trouve la relation 
a | 2: @—a) (@—m)---(@—%) | 
dx VR 


= [C,aet—) + CO, atte... + Gxt") ees 
VR 





ol C,,C,,... sont des constantes, dont la premiére est égale i 


Mb Mees my ‘ 


m 





e+a— 


En remarquant que, pour « >0, C,> 0, on conclut que cette 
relation démontre la formule de réduction: 


f:lC VBC SOUP WR 


ot K désigne un polyndme entier, A; une constante. 


ada ‘Sy alda + K(x — a) (@ — ay) --* (@ — a) 


4. En différentiant l’expression 


aa & "2 


(x —_ by)“ . (x a a;) me (a —_— ay) om es (x ihinaan a) m ; 


on trouve la relation 


d gar nes | - 


dz 
— a Oy = oe C a ° a mn 
a i“ i T eo + a9 —9 Vr’ 
ot C,, C,,.-. sont des constantes, dont la premiére est égale i 
—u(b — a) @ —a,) --» @— ai). . 
On remarque que C, est différent de zéro, ou égal a zéro, suivant 
que x — b est diviseur, ou non, de R. Si b—a,, C, est différent 
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de zéro. On en conclut que la relation indiquée démontre les formules 
de réduction: 





? 


—B (#2 __ 4° Sa, (tae Fem Men a e-a) 
(a — b) VR T=0 VR (a — b)*—" VR 
(u >2, x — b est premier avec Ff), 








a a, (ade « 20-80-98 6-9 
i=0 VR (e— a)" VR 


(wu>1, x — a, est diviseur de R), 
ot PB, A; désignent des constantes, K un polyndme entier, 


5. Les formules de deux n°®* précédents réduisent les intégrales 
du n° 2 aux intégrales 


dz txdx a’ dx 
co —a se a 
VR di VR VR 


——S=__ (2 — b est premier avec J); 
(w@—v) VR 


on obtient en méme temps pour I'intégrale du n° 1 la réduction 


suivante: 
Pde _ M rs Su 
Q@VR = =-NVR VE 


M, N, P,, Q, désignant des polyndmes entiers: @Q, n’a ni facteurs 
multiples, ni facteurs appartenant 4 R, le degré de F: west pas 


Q 











supérieur & 4 — 2. 


6. Voici quelques propriétes relatives 4 la réduction de l’intégrale 


J P,dz 
wen ~ "9 
QVR 
& une fonction finie, c’est & dire & une fonction s’exprimant a l'aide 


des signes algébriques et logarithmiques, en nombre fini: 


I) Si Vintégrale s’exprime sous forme finie, sa valeur sera 
ZAloggp, gp étant une fonction algébrique de z, A une constante; 
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II) L’intégrale ne se réduit pas & une fonction finie, si le degré 
de —/ surpasse — 1; 


VR 
III) Liintégrale ne se réduit pas & une fonction finie, si le degré 








de a est inférieur 4 — 1 en méme temps que Q, = 1. 

VR 

Ces propriétés découlent immédiatement des propositions de 
M. Tchebycheff, données dans le Mémoire inséré dans le Journal 
de Liouville (¢. XVIII). Pour la démonstration de la III propriété, 
on peut consulter I’Extrait de ma lettre adressée 4 M. Hermite, 


inséré dans le Bulletin des Sciences mathématiques (t. XII, 1888). 


7. Passons maintenant 4 l’objet principal de cet article; nous 
allons montrer que les polyndmes N, Q,, M, P,, déterminant la 
réduction du n° 5, peuvent étre obtenus a l'aide de seules opérations 
arithmétiques. 

Remarquons d’abord que le polynéme 

(w — a) (@—a,) +--+ (@— a), 
égal au produit des facteurs simples du polyndme R, peut étre dé- 
composé, & l'aide de simples divisions, en deux facteurs R,, R,, dont 
le premier divise Q, et le second est premier avec Q. 

A aide des formules de réduction données dens les n®®* 3, 4, 
examinons les facteurs des polynomes N, Q,, ainsi que leurs dégrés 
de multiplicité; on voit que N est égal aux plus grand commun diviseur 


entre @ et sa dérivée, et Q, =r On remarquera que M=R, WM, 


ot M, est un polyndme entier. 
Les polyndmes N,, Q, étant connus, on déterminera p,, m,, les 


dégrés des polyadmes P,, M,, en remarquant que Fr est de dégré 


M1 
A — 2, et en s’appuyant sur l’égalité du n° 5. 
On considére enfin l’égalité 


, ’ N’ 
P— MR, ¥ — U,(R | — Rk, ye — 





1 RRQ Q 
m NR \=% 


qu’on a obtenue en différentiant la relation du n° 5 (on a dénoté les 
dérivées par les accents): en divisant par $ le polyndme représenté 


par le premier membre de l’égalité, on doit obtenir le reste égal a 
zéro et le quotient de dégré p,. Cette condition nous fournit les 
équations linéaires par rapport & m, + 1 coefficients de M,; a l'aide 
de ces équations on déterr’nera M,. Les coefficients de M, étant 
calculés, on connaitra sur le champ le quotient de la division en 
question; ce quotient est égal a P,. 
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Remarque. On déterminera complétement les coefficients de M/,; 
car, en vertu de la I propriété du n° 6, la réduction de l’intégrale a 
la forme énoncée dans le n° 5, ne peut étre effectuée que d'une seule 
maniere. 


8. Pour le cas, od J’intégrale du n° 1 s’exprime sous forme finie, 
la réduction, démontrée ci-dessus, est équivalente 4 la séparation du 
terme algébrique de la valeur de l’intégrale (voir n° 6, I). 

Cest 4 M. Tchebycheff qu’on doit le premier procédé pour la 
séparation du terme algébrique de l’intégrale s’exprimant en termes 
finis, La premiére démonstration du dit procédé est donnée par 
M. Piuma (Annali di Matematica, 1861). 


Péterhof, le 10. février 1889. 


Berichtigung zu dem Aufsatze ,,Ueber Productdarstellung eindeutiger, 
linearperiodischer Functionen“ von H. Stah] in Tiibingen. 


p. 292 Z. 17 v. 0. statt: ,,Das von demselben .,. zum Ziele fiihrt'* ist zu 
lesen: Das bekannte, von Herrn von Mangoldt angewandte Verfahren fiihrt 
auch im allgemeinen Falle zum Ziel. Dasselbe besteht darin, dass man die 
logarithmische Ableitang der zu bildenden Function mit Hilfe der 0' und o'!- 
Punkte darstellt durch Partialbriiche in Verbindung mit gewissen Zusatzfunctionen, 
welche die Convergenz der Summe bewirken. Durch Integration erhiilt man als- 
dann die Function selber, gebildet aus den 0 und o-Punkten, wiihrend die 
Zusatzfunctionen die Exponentialfactoren bestimmen, welche die Convergenz des 
Products bewirken. Die Behandlung des allgemeiuen Falles erfordert nur einige 
Siitze aus der Theorie der Abel’schen Integrale, die ebenso wie fiir die Rie- 
mann’sche Fliiche auch fiir das ,,Fuchs’sche‘‘ Kreispolygon gelten, 











